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摘要： 近年来，无人机调度受到了学者们的日益关注． 本研究提出了考虑无人机站的车辆路径

规划问题，以总成本最低为目标函数，考虑了包裹的最晚送达时间、无人机的数量限制和最长

可持续飞行时间等约束条件． 针对该问题本研究首先构建了一类基于弧的原问题模型． 随后，
使用 Ｄａｎｔｚｉｇ⁃Ｗｏｌｆｅ 分解，将原问题模型分解为基于路径的限制主问题模型和卡车子问题模型

以及无人机子问题模型，并设计了分支定价算法进行求解，以获得全局最优解． 大量的数值实

验结果表明分支定价算法在求解时间和求解质量上均优于主流商业求解器． 此外，本研究发现

卡车的行驶成本在总成本中占据较高比例． 同时，相对于无人机的数量和无人机与卡车的速度

比而言，无人机可访问的顾客的比例对总成本有显著影响． 因此，扩大无人机的适用范围，可以

有效地降低总成本．
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０　 引　 言

近年来，电子商务行业蓬勃发展［１， ２］，超过

８０％以上的包裹可由无人机配送［３］，物流配送被

认为是无人机最有发展前景的应用领域之一［４］ ．
目前，用于物流配送的无人机多采用电池推进系

统，具有速度快、造价低和使用方便等优点． 相对

而言，传统的卡车配送方式往往伴随更多的成本

和污染［５， ６， ７］ ． 因此，许多企业近年来开始推出一

类可自动化完成包裹收寄与存储、无人机暂存与

升降和无人机电池更换与充电等功能的无人机

站［８］ ． 无人机站不仅可以使无人机的使用更加高

效便利，也进一步降低了人工运营成本． 混合智能

管理系统是未来的发展重点［９］，然而目前考虑无

人机站的调度优化研究相对较少． 因此，如何设计

一种低成本有效率的调度方案，使得无人机与卡

车在无人机站的协助下能够更好地完成配送任

务，具有重要的理论和实践意义．
目前，关于无人机的路径优化问题受到了研

究者的广泛关注． Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［１０］将无人机加入

到旅行商问题 （ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ＴＳＰ）
中，首次提出带有飞行伙伴的旅行商问题 （ ｆｌｙｉｎｇ
ｓｉｄｅ⁃ｋｉｃｋ ＴＳＰ， ＦＳＴＳＰ） 和考虑并行无人机调度的

旅行商问题 （ ｐａｒａｌｌｅｌ ｄｒｏｎｅ ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ ＴＳＰ， ＰＤ⁃
ＳＴＳＰ）． 在 ＦＳＴＳＰ 中，考虑了一辆卡车和一架无人

机，要求卡车与无人机高度同步． 其中，无人机由

卡车携带，并可以在某些地点启动自动送货，完成

要求的订单后，返回卡车． 在 ＰＤＳＴＳＰ 中，则考虑

了一辆卡车和多架无人机，无人机的使用效率高

度依赖于仓库与顾客的相对位置． 其中，无人机可
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被用于服务仓库附近的顾客，从仓库出发访问顾

客之后再返回仓库，而卡车则单独行驶访问顾客，
二者同时进行． 与 ＦＳＴＳＰ 相比，Ａｇａｔｚ［１１］ 等提出的

带有无人机的旅行商问题 （ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｒｏｎｅ， ＴＳＰ⁃Ｄ） 要求无人机的速度比

卡车更快，且卡车可在原地等待无人机完成任务．
Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［１０］提出的 ＦＳＴＳＰ 与 ＰＤＳＴＳＰ 和 Ａｇ⁃
ａｔｚ［１１］等提出的 ＴＳＰ⁃Ｄ ，成为后续若干卡车与无人机

协作调度优化问题研究的基础．
近年来，许多学者对 ＴＳＰ⁃Ｄ 的约束条件进行

了扩展，提出了不同的变体问题并设计了相应的

算法． Ｃａｒｌｓｓｏｎ 和 Ｓｏｎｇ［１２］假设无人机可在卡车行

驶的任何地方离开卡车． Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｒａｊ［１３］ 假设一

辆卡车可携带多架无人机． Ｂｏｙｓｅｎ 等［１４］考虑了卡

车按照固定路线行驶场景下的无人机调度． Ｊｅｏｎｇ
等［１５］考虑了包裹重量和禁飞区域对无人机调度

的影响． 从算法角度而言，目前关于此类问题精确

算法方面的研究仍较为缺乏． Ｂｏｕｍａｎ 等［１６］ 针对

ＴＳＰ⁃Ｄ 提出了精确的动态规划算法． Ｒｏｂｅｒｔｉ 和

Ｒｕｔｈｍａｉｒ［１７］则为 ＴＳＰ⁃Ｄ 的变体，设计了分支定价

算法． 另一方面，不少研究者针对这类问题提出了

若干改进的启发式算法． 例如 Ｆｒｅｉｔａｓ 和 Ｐｅｎｎａ［１８］

提出了混合启发式算法，以 ＴＳＰ 的解决方案作为

初始解，再使用变邻域搜索来获得最终路线． Ｈａ
等［１９］对 Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［１０］提出的启发式算法进行

修正，并提出了贪婪随机自适应算法． Ｐｏｉｋｏｎｅｎ
等［２０］假设卡车可以在无人机交付时停止等待，并
提出四种基于分支定界算法框架的启发式算法．
Ｔｕ 等［２１］进一步为此类问题提出了一类自适应大

邻域搜索算法．
随着研究的不断深入，关于无人机的调度优

化开始从一辆车与无人机协作的方式扩展到多辆

车与无人机协作的方式，由 ＴＳＰ⁃Ｄ 扩展为带有无

人机的车辆路径规划问题 （ ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂ⁃
ｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｒｏｎｅ， ＶＲＰ⁃Ｄ）． Ｗａｎｇ 等［２２］提出了 ＶＲＰ⁃
Ｄ，考虑用配备无人机的卡车为顾客配送包裹，其
中，假设无人机可在仓库或任何顾客点升降，卡车

和无人机都使用欧氏距离，且电池拥有无限的电

量． 针对这一问题，其对几种最坏的情况进行分

析． 在前文的基础上，Ｗａｎｇ 等［２３］进一步考虑卡车

遵循曼哈顿距离，无人机遵循欧式距离，且电池容

量有限等条件，并针对不同目标函数的 ＶＲＰ⁃Ｄ 进

行了理论分析．
基于 Ｗａｎｇ 等［２３］的工作，学者们通过添加新

的约束或考虑新的变体，来扩展 ＶＲＰ⁃Ｄ 模型．
Ｓｃｈｅｒｍｅｒ 等［２４］允许无人机在同一顶点起飞和降

落． Ｗａｎｇ 和 Ｓｈｅｕ［２５］引入无人机一次飞行中可访

问多个顾客，设置服务中心作为无人机起飞和降

落的站点，并证明了延长无人机的最大持续飞行

时间可以使得总成本降低． Ｓｃｈｅｒｍｅｒ 等［２６］假设无

人机可以在路径中的某些非顾客点起飞和降落，
提出了带有途中操作的 ＶＲＰ⁃Ｄ． Ｋａｒａｋ 和 Ａｂｄｅｌ⁃
ｇｈａｎｙ［２７］将 ＶＲＰ⁃Ｄ 扩展为混合卡车－无人机路径

问题，假设每架无人机每次飞行可进行多个取货

和送货操作． Ｓａｃｒａｍｅｎｔｏ 等［２８］ 考虑了卡车和无

人机完成任务后可同时或分开返回仓库的场

景，以降低运营成本为目标，设计了自适应大邻

域搜索算法． Ｔａｍｋｅ 和 Ｂｕｓｃｈｅｒ［２９］ 考虑将卡车和

无人机作为串联系统，并设计分支切割法进行

求解．
如前文所述，无人机站作为卡车与无人机的

中介，可以降低卡车与无人机之间的同步性要求，
减少卡车在等待无人机上所花费的时间． 与传统

仓库相比，专用的无人机站对水电、网络和交通的

要求更低，不仅有效地降低了成本［３０］，而且可以

满足交通不便地区客户的包裹运输需求． 目前，考
虑无人机站的研究仍较为缺乏． 在 Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ
所提及的 ＰＤＳＴＳＰ 中事实上也考虑了将仓库视为

单独的无人机站的情况． 针对该问题，研究者亦做

了一些相关的工作． Ｍｂｉａｄｏｕ 等［３１］ 将 ＰＤＳＴＳＰ 划

分为两阶段问题，提出了一种迭代的两阶段启发

式算法，第一阶段使用动态规划有效地完成卡车

和无人机之间的顾客划分，第二阶段优化卡车和

无人机的路径． Ｄｅｌｌ’Ａｍｉｃｏ 等［３２］ 针对 ＰＤＳＴＳＰ 将

整数规划与局部搜索相结合，并与 Ｍｕｒｒａｙ 和

Ｃｈｕ［１０］和 Ｍｂｉａｄｏｕ 等［３１］所提的方法进行对比，证
明了其在计算效率和有效性方面均表现更好． 另
一方面， Ｋｉｍ 和 Ｍｏｏｎ［３３］ 引入了位于顾客中心的

无人机站，允许货物暂存和无人机的升降，且假设

有足够多数量的无人机． 类似地，Ｌｉ 等［３４］ 考虑了

包含一个主要配送中心和多个仓库的三层配送系

统，对成本进行分析，证实了使用卡车和无人机联

合的送货系统比只使用卡车更为有效． Ｓｃｈｅｒｍｅｒ
等［３５］以总运行时间最短为目标，综合考虑无人机
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站选择、卡车路线规划以及无人机调度的优化问

题，证明了使用无人机站在减少交付时间上的有

效性．
综上所述，学者们针对卡车和无人机结合的

车辆路径规划问题进行了较多的研究，其中多数

以卡车作为无人机的升降平台，从而扩大无人机

的飞行范围，并利用两者之间的协作完成最后一

公里配送． 显然，这些优化模型对卡车和无人机之

间的同步性要求较高． 另一方面，针对使用无人机

站的研究则相对较少，且目前已有的研究往往假

设无人机站中无人机的数量足够多且无人机仅可

飞行一次，较少考虑实际配送情景中无人机数量

有限且无人机可多次飞行的场景［１０， ３３， ３４］ ． 此外，
大多数学者往往仅对卡车与无人机结合的问题设

计了一些启发式算法，对可求得最优解的精确式

算法的研究相对较少［１０， １８， ２８］ ． 基于上述情况，本

研究提出了考虑无人机站的车辆路径规划问题

（ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｒｏｎｅ ｓｔａｔｉｏｎｓ， ＶＲＰ －
ＤＳ），通过引入无人机站，在一个集成优化模型中

综合考虑车辆调度、无人机分配和无人机调度等

决策问题，从而实现在给定的时间范围内完成包

裹配送，并使总成本最小化． 针对该类问题，本研

究首先为其构建了一类基于弧的原问题模型． 基
于该问题的特征，本研究进一步使用 Ｄａｎｔｚｉｇ⁃
Ｗｏｌｆｅ 分解将原问题模型分解为基于路径的限制

主问题模型、卡车子问题模型和无人机子问题模

型，并为其设计了一类分支定价算法以求得全局

最优解． 最后，通过大量算例实验，验证了文中所

构造的模型和分支定价算法的有效性，并对关键

因素进行敏感度分析，据此提出相关管理启示，从而

为相关物流配送企业使用无人机站提供决策参考．
本研究的技术框架如图 １ 所示．

图 １　 技术框架示意图

Ｆｉｇ． １ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｅｃｈｎｉｃａｌ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ

１　 问题与模型

１． １　 问题描述

本研究考虑如下的问题：在 ＶＲＰ⁃ＤＳ 中，包含

一个仓库和一组无人机站，在仓库中停放了若干

辆同质的卡车和若干架同质的无人机． ＶＲＰ⁃ＤＳ
要求提供总成本最低的车辆和无人机调度方案，
来满足无人机站的需求和顾客的需求． 为此，卡车

从仓库出发，可直接访问顾客或无人机站，最终返

回仓库． 卡车在访问无人机站时，可卸载部分包裹

和无人机，由无人机站派遣无人机满足顾客的需求．
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关于 ＶＲＰ⁃ＤＳ 问题，本研究做出以下几点假设：
１）顾客的需求不能分割，且需在最晚送达时

间之前被满足；
２）卡车容量足够大，与无人机互不干扰；
３）无人机站容量足够大． 一个无人机站可同

时发射多架无人机，且可被多辆卡车同时访问． 无
人机站的需求，必须由卡车来满足；

４）无人机每次完成配送任务后，需返回其所

服务的无人机站；
５）无人机每次往返耗时不能超过其最大飞行

时间．
为了阐明上述问题描述，图 ２ 给出了一个简

单的 ＶＲＰ⁃ＤＳ 实例，其中包含一个仓库、三个无人

机站，三架无人机和四辆卡车． 在该图中，中间的

大方框表示仓库；无人机站编号为 １ － ３；顾客编

号为 ４ － １６，其中方形为只能由卡车访问的顾客，
圆形为卡车与无人机均可访问的顾客；实线表示

卡车行驶路径；虚线表示无人机飞行路径． 以卡

车 ３为例说明其运行情况，卡车 ３ 依次访问顾客

１０，无人机站 ２，并在无人机站 ２ 中留下 ２ 架无人

机和部分包裹，再由无人机 ６ 访问顾客 １１，无人

机 ５ 访问顾客 １２ 和 １３，同时卡车 ３ 访问顾客 １４
后返回仓库．

图 ２　 ＶＲＰ⁃ＤＳ 的一个实例

Ｆｉｇ． ２ Ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ＶＲＰ⁃ＤＳ

１． ２　 参数符号

本研究将 ＶＲＰ⁃ＤＳ 定义在一个有向图 Ｇ ＝
（Ｎ，Ａ） 上，其中 Ｎ 是所有点的集合，Ａ 是所有弧

的集合． 为了后续建模方便，本研究为仓库设置了

两个不同的符号， ０ 和 ｎ ＋ １ ，分别表示起始站和

终止站，其中 ｎ 是所有无人机站和顾客的总数量．
同样地，本研究将每个无人机站 ｋ∈Ｋ进行复制，并

将其复制点记作 ｋ′ ， ｋ 作为无人机站 ｋ 处的无人机

首次飞行的起点， ｋ′作为无人机站 ｋ 处的无人机末

次返回的终点，卡车无需访问复制的无人机站．本研

究将所有顾客 Ｃ 分为两类，只能被卡车访问的顾客

记为 Ｃ１，无人机和卡车均可访问的顾客记为Ｃ２ ． 本
研究所使用的符号定义具体如表 １ 所示．

表 １　 符号定义

Ｔａｂｌｅ １ Ｓｙｍｂｏｌ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ

符号 定义

Ｃ 所有的顾客集合

Ｃ１ 只能被卡车访问的顾客集合

Ｃ２ 无人机和卡车均可访问的顾客集合

Ｋ 无人机站的集合

Ｋ′ 有需求的无人机站的集合

Ｎ ０
ｋ

无人机站点 ｋ ∈ Ｋ 处的无人机所有的可能出发点，

Ｎ ０
ｋ ＝ Ｃ２ ∪ ｛ｋ｝

Ｎ ＋
ｋ

无人机站点 ｋ ∈ Ｋ 处的无人机所有的可能到达点，

Ｎ ＋
ｋ ＝ Ｃ２ ∪ ｛ｋ′｝

Ｎ 所有点的集合， Ｎ ＝ Ｃ ∪ Ｋ ∪ ｛０，ｎ ＋ １｝

Ｎ ０ 卡车所有的可能出发点， Ｎ ０ ＝ Ｎ ＼｛ｎ ＋ １｝

Ｎ ＋ 卡车所有的可能到达点， Ｎ ＋ ＝ Ｎ ＼｛０｝

Ａ 所有弧的集合

Ｔ 卡车的集合

Ｄｔ 卡车的数量

Ｄ 无人机的集合

Ｄｄ 无人机的数量

ｌｉ 顾客 ｉ ∈ Ｃ 的最晚访问时间

θｉ 每个点 ｉ ∈ Ｎ 的服务时间

Ｑ 无人机单次最大可持续飞行时间

ｄｔ
ｉｊ 卡车经过弧 （ ｉ，ｊ） ∈ Ａ 的距离

ｄｄ
ｉｊ 无人机经过弧 （ ｉ，ｊ） ∈ Ａ 的距离

τｔｉｊ 卡车经过弧 （ ｉ， ｊ） ∈ Ａ 的旅行时间

τｄｉｊ 无人机经过弧 （ ｉ， ｊ） ∈ Ａ 的旅行时间

Ｆｔ 卡车的固定成本

Ｃｔ 卡车的每单位路程的运输成本

Ｃｄ 无人机的每单位路程的运输成本

Ｒｔ 可行的卡车路径的集合

Ｒｄ
ｋ 无人机站点 ｋ ∈ Ｋ 处可行的无人机路径集合

ｃｔｐ 卡车行驶路径 ｐ ∈ Ｒｔ 的行驶成本

ｃｄｋｓ 无人机从 ｋ ∈ Ｋ 出发完成路径 ｓ ∈ Ｒｄ
ｋ 的行驶成本

ａｐｊ 卡车路径 ｐ ∈ Ｒｔ 是否访问节点 ｊ，若访问则为 １，否则为 ０
ｂｋｓｊ 无人机路径 ｓ ∈ Ｒｄ

ｋ 是否访问节点 ｊ，若访问则为 １，否则为 ０

ｔｒｊ

路径 ｒ ∈ Ｒｔ ∪ Ｒｄ
ｋ 第一次访问节点 ｊ ∈ Ｎ 的时间，

当 ｒ ∈ Ｒｔ 时，以卡车从仓库出发为零时刻，

当 ｒ ∈ Ｒｄ
ｋ 时，以无人从无人站 ｋ 出发为零时刻
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１． ３　 原问题模型

本研究定义以下决策变量： ｕｔ
ｖ ∈｛０，１｝，若使

用卡车 ｖ∈ Ｔ则为 １，否则为 ０；ｕｄ
ｋｖ′ ∈｛０，１｝，若无

人机站 ｋ ∈ Ｋ 使用无人机 ｖ′ ∈ Ｄ 则为 １，否则为

０； ｘｉｊｖ ∈ ｛０，１｝ ，若卡车 ｖ ∈ Ｔ 经过弧 （ ｉ， ｊ） ∈ Ａ
则为 １，否则为 ０； ｙｋｉｊｖ′ ∈ ｛０，１｝ ，若无人机 ｋ ∈ Ｋ
使用无人机 ｖ′ ∈ Ｄ 先访问点 ｉ ∈ Ｎ０

ｋ，返回无人机

站 ｋ 后，接着访问点 ｊ∈Ｎ ＋
ｋ 则为 １，否则为 ０； ｔｉ 表

示点 ｉ ∈ Ｎ 第一次被卡车或无人机访问的时间．
基于上述定义，构建 ＶＲＰ⁃ＤＳ 的原问题模型

ｍｉｎ∑
ｖ∈Ｔ

Ｆ ｔ·ｕｔ
ｖ ＋ ∑

ｖ∈Ｔ
∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｊ∈Ｎ ＋

Ｃ ｔ·ｄｔ
ｉｊ ｘｉｊｖ ＋

∑
ｖ′∈Ｄ

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ ０ｋ

∑
ｊ∈Ｃ２

２·Ｃｄ·ｄｄ
ｋｊ·ｙｋｉｊｖ′ （１）

ｓ． ｔ．∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｘ０ｊｖ ≤ ｕｔ
ｖ∀ｖ ∈ Ｔ （２）

∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｘ０ｊｖ ＝ ∑
ｊ∈Ｎ ０

ｘ ｊ，ｎ＋１，ｖ∀ｖ ∈ Ｔ （３）

∑
ｉ∈Ｎ ０

ｘｉｊｖ ＝ ∑
ｈ∈Ｎ ＋

ｘ ｊｈｖ∀ｊ∈Ｃ ∪ Ｋ，ｖ∈Ｔ （４）

∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｖ∈Ｔ

ｘｉｊｖ ＝ １∀ｊ ∈ Ｃ１ （５）

∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｖ∈Ｔ

ｘｉｋｖ ≥１∀ｋ ∈ Ｋ′ （６）

ｔ ｊ － ｔｉ － θｉ ＋ Ｍ (１ － ∑
ｖ∈Ｔ

ｘｉｊｖ ) ≥ τｔ
ｉｊ

∀ｉ ∈ Ｎ ０， ｊ ∈ Ｎ ＋ （７）

∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｖ∈Ｔ

ｘｉｋｖ ≥ ｕｄ
ｋｖ′∀ｋ ∈ Ｋ，ｖ′ ∈ Ｄ （８）

∑
ｋ∈Ｋ

ｕｄ
ｋｖ′ ≤１∀ ｖ′ ∈ Ｄ （９）

∑
ｊ∈Ｎ ＋ｋ

ｙｋｋｊｖ′ ≤ ｕｄ
ｋｖ′∀ｋ ∈ Ｋ，ｖ′ ∈ Ｄ （１０）

∑
ｊ∈Ｎ ＋ｋ

ｙｋｋｊｖ′ ＝ ∑
ｉ∈Ｎ ０ｋ

ｙｋｉｋ′ｖ′

∀ｋ ∈ Ｋ，ｖ′ ∈ Ｄ （１１）

∑
ｉ∈Ｎ ０ｋ

ｙｋｉｊｖ′ ＝ ∑
ｈ∈Ｎ ＋ｋ

ｙｋｊｈｖ′

∀ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈ Ｃ２，ｖ′ ∈ Ｄ （１２）

２ τｄ
ｋｊ ＋ θ ｊ ＋ Ｍ (１ － ∑

ｖ′∈Ｄ
ｙｋｉｊｖ′ ) ≤ Ｑ

∀ｋ ∈ Ｋ，ｉ ∈ Ｎ ０
ｋ ， ｊ ∈ Ｎ ＋

ｋ （１３）

∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｖ∈Ｖ

ｘｉｊｖ ＋ ∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ ０

ｋ

∑
ｖ′∈Ｖ

ｙｋｉｊｖ′ ＝ １

∀ｊ ∈ Ｃ２ （１４）

ｔ ｊ － ｔｉ － θｉ ＋ Ｍ (１ － ∑
ｖ′∈Ｄ

ｙｋｉｊｖ′ ) ≥ τｄ
ｋｉ ＋ τｄ

ｋｊ

∀ｋ ∈ Ｋ， ｉ ∈ Ｎ ０
ｋ ， ｊ ∈ Ｎ ＋

ｋ （１５）
ｔｉ ≤ ｌｉ∀ｉ ∈ Ｃ （１６）
０ ≤ ｔｉ∀ｉ ∈ Ｎ （１７）
ｘｉｊｖ ∈ ｛０，１｝∀ｉ ∈ Ｎ ０， ｊ ∈ Ｎ ＋， ｖ ∈ Ｔ （１８）
ｙｋｉｊｖ′ ∈ ｛０， １｝∀ ｖ′ ∈ Ｄ， ｋ ∈ Ｋ， ｉ ∈ Ｎ ０

ｋ ，
　 　 ｊ ∈ Ｎ ＋

ｋ （１９）
式（１）是最小化总成本，总成本包含卡车固

定成本、卡车运输成本和无人机运输成本．
式（２） ～ 式（７） 是卡车路径约束． 式（２） 约

束了卡车只有被使用才可以运送包裹，式（３）保

证了仓库是卡车的起点和终点． 式（４）确保卡车

路径的流平衡． 式（５）保证了只能由卡车访问的

顾客点被卡车访问且仅访问一次． 式（６）确保有

需求的无人机站必须由卡车访问至少一次． 式
（７）用于计算卡车访问相应点的时间，且保证卡

车路线中无子圈．
式（８） ～ 式（１３）是无人机路径约束． 式（８）

确保无人机站被卡车访问后，才可派遣无人机出

发访问顾客． 式（９）保证了一架无人机只能分配

给一个无人机站． 式（１０）保证了无人机只有被使

用才可以运送货物，式（１１）保证无人机站是无人

机的起终点． 式（１２）确保无人机路线的流平衡．
式（１３）确保了无人机一次飞行不超过其最大可

持续飞行时间．
式（１４） ～ 式（１５）用于建立卡车和无人机之

间的协作关系． 式（１４）表示卡车和无人机均可访

问的顾客被卡车或无人机访问且仅访问一次．
式（１５）用于计算无人机访问相应点的时间，并保

证无人机路线中无子圈． 式（１６）为最晚访问时间

约束． 式（１７） ～式（１９）为变量类型约束．
１． ４　 基于路径的限制主问题模型

由于 Ｌｅｎｓｔｒａ 和 Ｋａｎ［３６］ 已经证明了 ＶＲＰ 是

ＮＰ⁃ｈａｒｄ 问题，且 ＶＲＰ⁃ＤＳ 显然包含了 ＶＲＰ，所以

ＶＲＰ⁃ＤＳ 也属于 ＮＰ⁃ｈａｒｄ 问题． 此外，ＶＲＰ⁃ＤＳ 的

原问题模型中包含大量的变量和复杂约束，因此，
可以预见随着问题规模的增大，直接求解该优化

模型可能效率较低． 特别需要注意的是，在原问题

模型中，并非所有约束都包含全部变量，而是存在

一部分约束仅包含卡车相关变量，呈现 “对角线

分块” 结构． 基于上述观察，本研究采用 Ｄａｎｔｚｉｇ⁃
Ｗｏｌｆｅ 分解，将 ＶＲＰ⁃ＤＳ 的原问题模型，分解为基
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于路径的限制主问题模型、卡车子问题模型和无

人机子问题模型．
具体而言，限制主问题模型包含一组可行的

卡车路径和无人机路径，其目标是寻找一组满足

卡车与无人机协作约束的最优路径子集，使得总

成本最低． 为此，本研究定义以下决策变量： ｘｐ ∈
｛０，１｝，若选择卡车路径 ｐ ∈ Ｒ ｔ 则为 １，否则为 ０；
ｙｋｓ ∈ ｛０，１｝ ，若选择无人机站点 ｋ ∈ Ｋ 处的无人

机路径 ｓ ∈ Ｒｄ
ｋ 则为 １，否则为 ０； ｚｋ 表示无人机站

ｋ 分配的无人机数量，即无人机站点 ｋ∈Ｋ 可选择

的无人机路线的总数量． 基于上述定义，构建了基

于路径的限制主问题模型

ｍｉｎ∑
ｐ∈Ｒｔ

Ｆ ｔ·ｘｐ ＋∑
ｐ∈Ｒｔ

ｃｔｐ·ｘｐ ＋∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｓ∈Ｒｄ

ｃｄｋｓ·ｙｋｓ （２０）

ｓ． ｔ． Ｄｔ － ∑
ｐ∈Ｒｔ

ｘｐ ≥０ （２１）

∑
ｐ∈Ｒｔ

ａｐｊ·ｘｐ ＝ １∀ｊ ∈ Ｃ１ （２２）

∑
ｐ∈Ｒｔ

ａｐｋ·ｘｐ ≥１∀ｋ ∈ Ｋ′ （２３）

Ｄｄ·∑
ｐ∈Ｒｔ

ａｐｋ·ｘｐ － ｚｋ ≥０∀ｋ ∈ Ｋ （２４）

Ｄｄ － ∑
ｋ∈Ｋ

ｚｋ ≥０ （２５）

ｚｋ － ∑
ｓ∈Ｒｄｋ

ｙｋｓ ≥０∀ｋ ∈ Ｋ （２６）

∑
ｐ∈Ｒｔ

ａｐｊ·ｘｐ ＋ ∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｓ∈Ｒｄｋ

ｂｋｓｊ·ｙｋｓ ＝ １

∀ｊ ∈ Ｃ２ （２７）

ｌ ｊ － (∑
ｐ∈Ｒｔ

ｔｐｋ·ｘｐ ＋ ∑
ｓ∈Ｒｄｋ

ｔｓｊ·ｙｋｓ ) ＋

　 　 Ｍ (１ － ∑
ｓ∈Ｒｄｋ

ｂｋｓｊ·ｙｋｓ ) ≥０

∀ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈ Ｃ２ （２８）
ｘｐ ∈ ０，１{ }∀ｐ ∈ Ｒ ｔ （２９）

ｙｋｓ ∈ ０，１{ }∀ｋ ∈ Ｋ， ｓ ∈ Ｒｄ
ｋ （３０）

ｚｋ ∈ Ｎ∀ｋ ∈ Ｋ （３１）
式（２０）为最小化总成本，与式（１）等价． 式（２１）

约束卡车路径总量不超过卡车数量． 式（２２）表示

只能由卡车访问的顾客点，必须由卡车访问一次，
与式（５）等价． 式（２３）表示卡车必须访问有需求

的无人机站，与式（６）等价． 式（２４）表示无人机站

被卡车访问后，才可调度无人机． 式（２５）表示选

择的无人机路径总量不超过无人机数量． 式（２６）
表示每个无人机站所选择的无人机路径总量不超

过分配给该无人机站的无人机数量． 式（２７）表示

可被卡车或无人机访问的顾客点需被无人机或卡

车访问且仅访问一次，与式（１４）等价． 式（２８）表
示被无人机访问的顾客的最晚送达时间约束，与
式（１６）等价． 式（２９） ～式（３１）为变量类型约束．

由于上述限制主问题模型中的决策变量包含

整数变量，这使得其求解比较复杂． 因此，本研究

对式（２９） ～ 式（３１）进行线性松弛来简化主问题

的求解，线性松弛后的约束条件如式 （３２） ～
式（３４）所示． 因此，线性松弛的限制主问题模型

的目标函数为式 （２０），约束条件为式 （２１） ～
式（２７）和式（３２） ～式（３４）．

０ ≤ ｘｐ ≤１∀ｐ ∈ Ｒ ｔ （３２）
０ ≤ ｙｋｓ ≤１∀ｓ ∈ Ｒｄ

ｋ，ｋ ∈ Ｋ （３３）
０ ≤ ｚｋ∀ｋ ∈ Ｋ （３４）
在线性松弛的限制主问题模型中，无需列举

所有路径，仅考虑可能改善当前最优解的路径即

可． ＶＲＰ⁃ＤＳ 是最小化问题，所以寻找改善当前最

优解的路径可转变为寻找检验数为负的路径，即
卡车子问题和无人机子问题的目标函数为最小化

检验数． 为了描述检验数，本研究使用 π１ 、 π２ 、
π３ 、 π４ 、 π５ 、 π６ 、 π７ 、 π８ 来表示对偶变量，分别

对应于式（２０） ～式（２７）．
１． ５　 卡车子问题模型

卡车子问题的目标是生成检验数为负的满足

卡车约束的卡车路径． 本研究定义 ＲＣ ｔ 为卡车路

径变量 ｘｐ 的检验数．

Ｒ Ｃｔ ＝Ｆ ｔ ＋ｃｔｐ ＋π１ －∑
ｊ∈Ｃ１

π２
ｊ ａｊｐ －∑

ｋ∈Ｋ′
π３

ｋ ａｋｐ －

∑
ｋ∈Ｋ

π４
ｋ Ｄｄ ａｋｐ － ∑

ｊ∈Ｃ２

π７
ｋ ａｊｐ ＋

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｊ∈Ｃ２

π８
ｋｊ ｔｋｐ （３５）

本研究定义以下决策变量： ｘｉｊ ∈ ｛０，１｝ ，若
卡车经过弧 （ ｉ， ｊ） ∈ Ａ 则为 １，否则为 ０； ｔｉ 表示

卡车到达节点 ｉ∈Ｎ的时间． 以最小化 ＲＣ ｔ 为目标

函数，考虑原问题模型中与卡车路径相关的约束

式（２） ～ 式 （６） 构建卡车子问题模型 Ｓｔｒｕｃｋ
ｖ ，如

式（３６） ～式（４３）所示

ｍｉｎ Ｆ ｔ ＋ ∑
ｉ∈Ｎ ０

∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｃｔｉｊ ｘｉｊ ＋π１ －∑
ｊ∈Ｃ１

∑
ｉ∈Ｎ ０

π２
ｊ ｘｉｊ －

∑
ｋ∈Ｋ′

∑
ｉ∈Ｎ ０

π３
ｋ·ｘｉｋ － ∑

ｋ∈Ｋ
∑
ｉ∈Ｎ ０

π４
ｋ Ｄｄ ｘｉｋ －
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∑
ｊ∈Ｃ２

∑
ｉ∈Ｎ ０

π７
ｊ ｘｉｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｋ
∑
ｊ∈Ｃ２

π８
ｊｋ ｔｋ （３６）

ｓ． ｔ．∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｘ０ｊ ＝ １ （３７）

∑
ｊ∈Ｎ ０

ｘ ｊ，ｎ＋１ ＝ １ （３８）

∑
ｉ∈Ｎ ０

ｘｉｊ ＝ ∑
ｈ∈Ｎ ＋

ｘ ｊｈ∀ｊ ∈ Ｃ （３９）

ｔ ｊ － ｔｉ － θｉ ＋ Ｍ（１ － ｘｉｊ） ≥ τｔ
ｉｊ

∀ｉ ∈ Ｎ ０， ｊ ∈ Ｎ ＋ （４０）
ｔｉ ≤ ｌｉ∀ｉ ∈ Ｃ （４１）
０ ≤ ｔｉ∀ｉ ∈ Ｎ （４２）
ｘｉｊ ∈ ｛０，１｝∀ｉ ∈ Ｎ ０， ｊ ∈ Ｎ ＋ （４３）
式（３７）和式（３９）保证了卡车的流量平衡，与

式（２） ～ 式（４）等价． 式（４０）计算了卡车访问相

应点的时间，避免了子圈的产生，与式（１９）对应．
式（４１） 为最晚送达时间约束，与式 （１６） 对应．
式（４２）和式（４３）为变量类型约束．
１． ６　 无人机子问题模型

不同的无人机站，对应不同的无人机子问题．
无人机子问题的目标是生成检验数为负的满足无

人机路径约束的无人机路径． 本研究定义 ＲＣｋｄ 为

无人机路径变量 ｙｋｓ 的检验数，如式（４４）所示．

ＲＣｋｄ ＝ ｃｄｋｓ ＋ π６
ｋ － ∑

ｊ∈Ｃ２

π７
ｊ ｂｋｓｊ ＋

∑
ｊ∈Ｃ２

π８
ｊｋ（ ｔ ｊｓ ＋ Ｍｂｋｓｊ） （４４）

本研究定义以下决策变量： ｙｉｊ ∈｛０，１｝，若无

人机先访问顾客 ｉ 后，返回无人机站 ｋ 后，接着访

问顾客 ｊ，则为 １，否则为 ０． ｔｉ 表示无人机到达点 ｉ
的时间，以无人机第一次从无人机站起飞为零时

刻． 基于上述定义，构建无人机子问题模型 Ｓｄｒｏｎｅ
ｋｖ′ ，

如式 （４６）和式（５２） 所示．

ｍｉｎ∑
ｉ∈Ｎ ０

ｋ

∑
ｊ∈Ｃ２

２ｃｄｋｊ·ｙｉｊ ＋ π６
ｋ － ∑

ｊ∈Ｃ２
∑
ｉ∈Ｎ ０

ｋ

π７
ｊ ｙｉｊ ＋

∑
ｊ∈Ｃ２

π８
ｊｋ ( ｔ ｊ ＋ ∑

ｉ∈Ｎ ０ｋ

Ｍ ｙｉｊ ) （４５）

ｓ． ｔ．∑
ｊ∈Ｃ２

ｙｋｊ ＝ １ （４６）

∑
ｊ∈Ｃ２

ｙ ｊｋ′ ＝ １ （４７）

∑
ｉ∈Ｎ ０

ｋ

ｙｉｊ ＝ ∑
ｈ∈Ｎ ＋

ｋ

ｙ ｊｈ∀ｊ ∈ Ｃ２ （４８）

ｔ ｊ － ｔｉ － θｉ ＋ Ｍ（１ － ｙｉｊ） ≥ τｄ
ｋｉ ＋ τｄ

ｋｊ

∀ｉ ∈ Ｎ ０
ｋ ， ｊ ∈ Ｎ ＋

ｋ （４９）

∑
ｉ∈Ｎ ０ｋ

（２ τｄ
ｋｊ ＋ τｄ

ｊ ） ｙｉｊ ≤ Ｑ∀ｊ ∈ Ｃ２ （５０）

ｔｉ ≥０∀ｉ ∈ Ｎ ０
ｋ （５１）

ｙｉｊ ∈ ｛０，１｝∀ｉ ∈ Ｎ ０
ｋ ， ｊ ∈ Ｎ ＋

ｋ （５２）
式（４６）和式（４７）确保无人机站 ｋ 是无人机的

起点和终点，与式（９）等价． 式（４８）确保无人机路

线的流量平衡，与式（１２）等价． 式（４９）计算了无人

机到达顾客节点的时间．式（５０）保证了无人机一次

飞行不超过其最大可持续飞行时间，与式（１４）相对

应．式（５１）和式（５２）是变量类型约束．

２　 分支定价算法

分支定价算法是列生成算法和分支定界算法

的结合，是一种求解大规模整数规划的精确算法，
可将原问题分解成多个简单的子问题，降低求解

难度，提升求解效率． 本研究采用分支定价算法求

解 ＶＲＰ⁃ＤＳ，其伪代码如算法 １ 所示．
算法 １　 分支定价算法的伪代码

输入： Ｎ： 所有点的集合； Ｔ： 所有卡车的集合； Ｄ： 所有无人机

的集合； Ｋ： 所有无人机站的集合；

输出： 最优路线集合 Ｐ∗

１：初始化卡车路径集合 Ｒｔ ←Ø ； 无人机路径集合 Ｒｄ
ｋ ←Ø ；分支

　 定价搜索树上活跃节点集合 Ｑ ← Ø ；

２：启发式算法获得初始解 Ｐ０ ，包含可行的路径集合和每条路径

　 的取值以及目标函数值

３：当前最优解 Ｐｃ ← Ｐ０

４：使用列生成算法求解当前节点的松弛解 Ｐｒ

５：搜索树 Ｑ ← Ｐｒ

６： ｗｈｉｌｅ Ｑ ≠ Ø ｄｏ
７：从搜索树 Ｑ 中取出一个解 Ｐ ；

８：ｉｆ Ｐ 的目标值 ≥ Ｐｃ 的目标值 ｔｈｅｎ
９：返回上一步，重新取出一个解

１０：ｉｆ Ｐ 是整数解 ｔｈｅｎ

１１： Ｐｃ ← Ｐ
１２：返回上一步，重新取出一个解

１３：按照分支规则对 Ｐ 分支，接着使用列生成算法解得子节点集

合 Ｑ′（Ｐ）
１４：将子节点集合加入搜索树 Ｑ ← Ｑ ＋ Ｑ′（Ｐ）

　 　 由于 ＶＲＰ⁃ＤＳ 包含了 ＶＲＰ，且针对 ＶＲＰ 已经

存在多种成熟的求解算法，因此本研究将开源求

解 ＯＲ⁃Ｔｏｏｌｓ 求解 ＶＲＰ 所得到的结果，作为 ＶＲＰ⁃
ＤＳ 的初始解．
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２． １　 列生成算法

列生成算法中主要包含线性松弛的限制主问

题和子问题的求解，其伪代码如算法 ２ 所示． 线性

松弛的限制主问题模型属于线性规划可使用求解

器快速求解，而子问题属于混合整数规划且被多

次迭代，其求解效率对算法整体性能影响较大，因
此本研究为其设计了更加高效的标号法． 标号法

包含三个主要概念：标签，标签的扩展和标签的占

优． 下文将对其进行详细阐述．

算法 ２ 列生成算法的伪代码

输入： Ｋ： 无人机站集合； Ｒｔ ： 卡车的路径集合； Ｒｄ
ｋ ： 无人机站

ｋ ∈ Ｋ 的无人机路径集合；

输出： 松弛的最优路线集合 Ｐｓ

１： 初始化最优子问题数量 ｃ ＝ ０ ；
２： ｗｈｉｌｅ ｃ ＜ １ ＋ Ｋ ｄｏ

３：解线性松弛的限制主问题模型获得对偶变量 π 及当前最优

　 解 Ｐｃ

４：使用标号法求解卡车子问题，得到检验数为负的卡车路径集

　 合 Ｒｔ′

５： ｉｆ Ｒｔ′ ＝ Ø ｔｈｅｎ
６：更新最优子问题数量 ｃ ← ｃ ＋ １
７：ｅｌｓｅ

８：更新卡车路径集合 Ｒｔ ← Ｒｔ ＋ Ｒｔ′

９： ｆｏｒ ｋ ∈ Ｋ ｄｏ
１０：使用标号法求解无人机子问题，得到检验数为负的无人机路

径 Ｒｋ′
ｄ

１１： ｉｆ Ｒｋ′
ｄ ＝ Ø ｔｈｅｎ

１２：更新最优子问题数量 ｃ ← ｃ ＋ １
１３：　 ｅｌｓｅ

１４：更新无人机路径集合 Ｒｄ
ｋ ← Ｒｄ

ｋ ＋ Ｒｋ′
ｄ

２． １． １　 求解卡车子问题

卡车子问题属于有资源限制的最短路问

题［３７］，本研究使用标号法进行求解，详细过程如

算法 ３ 所示．
１）标签： 标签中包含成本、消耗的资源信息

和访问的节点等信息． 在卡车子问题中使用 Ｌｉ ＝
（ Ｔｒｃ，Ｔｃ，Ｔｃｔ，Ｔｖｎ，Ｔｉｎｄ ），表示节点 ｉ 的一个标签，其
中 Ｔｒｃ 表示目标函数的值，即检验数； Ｔｃ 表示路径

当前的行驶成本； Ｔｃｔ 表示当前路径消耗的时间；
Ｔｖｎ 表示当前路径已经访问的点的数量； Ｔｉｎｄ 是所

有已经访问过的节点的集合． 在程序开始前，只有

一个初始标签 Ｌ０ ＝ （０，０，０，０，Ø） ，在仓库 ０ 处．

算法 ３ 标号法

输入： Ｒ： 卡车或无人机的路径集合； ｖｓ： 起始点；

ｖｅ： 结束点； Ｓｕｃｃ： 所有节点的后继节点集合；

输出： 最优的路径集合 Ｒ∗

１：初始化所有节点的标签集合 Ｌ←Ø ；待访问节点集合Ｗ←Ø ；
　 起始点标签 Ｌ［ｖｓ］ ；

２：更新待访问标签集合 Ｗ ← Ｌ［ｖｓ］

３：ｗｈｉｌｅ Ｗ ≠ Ø ｄｏ
４：从待访问标签集合中取出标签 ｌ ∈ Ｗ
５：获得标签 ｌ 对应的节点 ｖｆ
６： ｆｏｒ ｖｔ ∈ Ｓｕｃｃ［ｖｆ］ ｄｏ

７：从标签值 ｌ 扩展得到 ｊ 的标签 ｌ′

８：ｉｆ ｌ′ 能够占优 ｖｔ 的其他标签 ｔｈｅｎ

９： Ｗ ← Ｗ ＋ ｌ′
１０：ｆｏｒ ｌ ∈ Ｌ［ｖｅ］ ｄｏ

１１：ｉｆ ｌ 对应的目标函数值 ＜ ０ 并且对应的路径不在原有路径 Ｒ
中 ｔｈｅｎ

１２：Ｒ∗←Ｒ∗ ＋ ｌ 对应的路径

　 　 ２）标签的扩展：对于节点 ｉ 处的标签 Ｌｉ ＝
（Ｔ ｉ

ｒｃ，Ｔ ｉ
ｃ，Ｔ ｉ

ｃｔ， Ｔ ｉ
ｖｎ，Ｔ ｉ

ｉｎｄ ），扩展到节点 ｊ ，将生成标

签 Ｌｊ ＝ （Ｔ ｊ
ｒｃ， Ｔ ｊ

ｃ， Ｔ ｊ
ｃｔ， Ｔ ｊ

ｖｎ， Ｔ ｊ
ｉｎｄ ），扩展方程如下

所示

Ｔ ｊ
ｒｃ ＝ Ｔ ｉ

ｒｃ ＋ Δｒｃ （５３）
Ｔ ｊ

ｃ ＝ Ｔ ｉ
ｃ ＋ Ｃ ｔ·ｄｔ

ｉｊ （５４）
Ｔ ｊ

ｃｔ ＝ Ｔ ｉ
ｃｔ ＋ θｉ ＋ τｔ

ｉｊ （５５）
Ｔ ｊ

ｖｎ ＝ Ｔ ｉ
ｖｎ ＋ １ （５６）

Ｔ ｊ
ｉｎｄ ＝ Ｔ ｉ

ｉｎｄ∪ ｛ ｊ｝ （５７）
其中 Δｒｃ 表示在从点 ｉ 到点 ｊ 扩展过程中，检 验数

的变化量． 在扩展过程中，若出现超过资源限制的

标签如 Ｔ ｊ
ｃｔ ＞ ｌ ｊ ，直接进行删除操作即可．

３）占优规则：若 Ｌ１
ｉ ＝ （Ｔ ｉ１

ｒｃ，Ｔ ｉ１
ｃ ，Ｔ ｉ１

ｃｔ ，Ｔ ｉ１
ｖｎ，Ｔ ｉ１

ｉｎｄ）
占优Ｌ２

ｉ ＝ （Ｔ ｉ２
ｒｃ，Ｔ ｉ２

ｃ ，Ｔ ｉ２
ｃｔ，Ｔ ｉ２

ｖｎ，Ｔ ｉ２
ｉｎｄ）， 则需Ｔ ｉ１

ｒｃ≤Ｔ ｉ２
ｒｃ，

Ｔ ｉ１
ｃ ≤ Ｔ ｉ２

ｃ ，Ｔ ｉ１
ｃｔ≤ Ｔ ｉ２

ｃｔ，Ｔ ｉ１
ｖｎ≤ Ｔ ｉ２

ｖｎ，Ｔ ｉ１
ｉｎｄ⊂ Ｔ ｉ２

ｉｎｄ ，且所有等

号不能同时成立［３７］ ．
２． １． ２　 求解无人机子问题

无人机子问题属于基本最短路问题 （ ｅｌｅ⁃
ｍｅｎｔａｒｙ ｓｈｏｒｔｅｓｔ ｐａｔｈ ｐｒｏｂｌｅｍ），本研究采用标号法

进行求解，其求解算法框架与卡车子问题的基本

一致．
１）标签： 无人机路径的标签与卡车路径的标

签相同，点 ｉ 处的标签为： Ｌｉ ＝ （Ｔｒｃ，Ｔｃ，Ｔｃｔ，Ｔｖｎ，
（Ｔｉｎｄ），在程序开始前，初始标签Ｌｋ ＝ （０，０，０，０，
Ø），在无人机站点 ｋ 处．
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２）标签的扩展：标签的扩展方程为式（５３）和
式（５８）、式（５９）以及式（５６）、式（５７）所示

Ｔ ｊ
ｃ ＝ Ｔ ｉ

ｃ ＋ ２·Ｃｄ·ｄｄ
ｋｊ （５８）

Ｔ ｊ
ｃｔ ＝ Ｔ ｉ

ｃｔ ＋ θｉ ＋ τｄ
ｋｉ ＋ τｄ

ｋｊ （５９）
３）占优规则：由于无人机子问题与一般的最

短路问题，在目标函数上有所不同，本研究为其提

出了新的占优规则：若 Ｌ１
ｉ ＝ （Ｔ ｉ１

ｒｃ，Ｔ ｉ１
ｃ ，Ｔ ｉ１

ｃｔ ，Ｔ ｉ１
ｖｎ，

Ｔ ｉ１
ｉｎｄ） 占优Ｌ２

ｉ ＝ （Ｔ ｉ２
ｒｃ，Ｔ ｉ２

ｃ ，Ｔ ｉ２
ｃｔ ，Ｔ ｉ２

ｖｎ，Ｔ ｉ２
ｉｎｄ），则仅需

Ｔ ｉ１
ｒｃ≤ Ｔ ｉ２

ｒｃ，Ｔ ｉ１
ｉｎｄ⊂ Ｔ ｉ２

ｉｎｄ ，且所有等号不能同时成立．
为了证明上述占优规则成立，需要证明若 Ｌ１

ｉ

占优Ｌ２
ｉ 成立，则同时将这两条路从 ｉ 扩展到 ｊ 后，

Ｌ１
ｊ 占优Ｌ２

ｊ 应当也成立． 显然 Ｔ ｊ１
ｉｎｄ ⊂ Ｔ ｊ２

ｉｎｄ 成立，所以

仅需证明 Ｔ ｊ２
ｒｃ ≥ Ｔ ｊ１

ｒｃ 成立即可．
将无人机子问题的目标函数（４５）分为两部

分，其中 ＲＣ１
ｋｄ 与ｙｉｊ 相关的，不同路径在弧 （ ｉ， ｊ）

上的变化量相同，将变化量记作 ΔＲＣ１
ｋｄ ； ＲＣ２

ｋｄ 与 ｔ ｊ
相关，不同路径在弧 （ ｉ，ｊ） 上的变化量不同．

ＲＣｋｄ ＝ ＲＣ１
ｋｄ ＋ ＲＣ２

ｋｄ （６０）

ＲＣ１
ｋｄ ＝∑

ｉ∈Ｎ ０ｋ

∑
ｊ∈Ｃ２

２ｃｄｋｊ ｙｉｊ ＋ π６
ｋ － ∑

ｊ∈Ｃ２
∑
ｉ∈Ｎ ０ｋ

π７
ｊ ｙｉｊ ＋ ∑

ｊ∈Ｃ２

π８
ｊｋ ∑

ｉ∈Ｎ ０ｋ

Ｍ ｙｉｊ( ) （６１）

ＲＣ２
ｋｄ ＝ ∑

ｊ∈Ｃ２

π８
ｊｋ ｔ ｊ （６２）

进而，可以得到下列式

Ｔ ｊ２
ｒｃ － Ｔ ｊ１

ｒｃ ＝ （Ｔ ｉ２
ｒｃ ＋ ΔＲＣ１

ｋｄ ＋ π８
ｊｋＴ ｊ２

ｃｔ） －
　 （Ｔ ｉ１

ｒｃ ＋ ΔＲＣ１
ｋｄ ＋ π８

ｊｋＴ ｊ１
ｃｔ）

＝ （Ｔ ｉ２
ｒｃ ＋ ΔＲＣ１

ｋｄ ＋ π８
ｊｋ（Ｔ ｉ２

ｃｔ ＋ θｉ ＋
　 τｄ

ｋｉ ＋ τｄ
ｋｊ）） － （Ｔ ｉ１

ｒｃ ＋ ΔＲＣ１
ｋｄ ＋ π８

ｊｋ·
　 （Ｔ ｉ１

ｃｔ ＋ θｉ ＋ τｄ
ｋｉ ＋ τｄ

ｋｊ））
＝ （Ｔ ｉ２

ｒｃ － Ｔ ｉ１
ｒｃ） － π８

ｊｋ（Ｔ ｉ２
ｃｔ － Ｔ ｉ１

ｃｔ） （６３）
由于无人机每次飞行仅访问一个顾客，访问

完成后返回原所属无人机站点，可以得出：若

Ｔ ｊ１
ｉｎｄ ⊂Ｔ ｊ２

ｉｎｄ，则 Ｔ ｊ１
ｃｔ ≤ Ｔ ｊ２

ｃｔ 成立． 由Ｌ１
ｉ 占优 Ｌ２

ｉ 可知，
Ｔ ｉ２

ｒｃ ≥ Ｔ ｉ１
ｒｃ，π８

ｊｋ ≥０ 和 Ｔ ｉ２
ｃｔ ≥ Ｔ ｉ１

ｃｔ 成立，所以 Ｔ ｊ２
ｒｃ ≥

Ｔ ｊ１
ｒｃ 成立，也就是 Ｌ１

ｊ 占优Ｌ２
ｊ 成立，证明完毕．

２． ２　 分支定界算法

为了保持子问题的结构不变，本研究使用了

Ｂｏｕｓｓｉｅｒ 和 Ｇｅｎｄｒｅａｕ［３８］针对团队定向越野问题提

出的基于约束的分支规则． 该分支规则首先将基

于路径的解转换为基于点的等价解，若存在小数

解，则按照是否访问该点分为两支；否则，再将其

转换为基于弧的等价解，若仍存在小数解，则先判

断弧线两端是否存在必须访问的点，若存在，则按

照是否访问该弧分为两支；若不存在，则将其按照

强制访问该弧线，强制访问一个点但不访问该弧，
和强制不访问这个点分为三支． 为了快速获得整

数解，当同时存在多个候选分支节点时，本研究倾

向于选择接近 １ 的节点进行分支．

３　 实验设计与结果分析

本研究所设计的算法采用 Ｐｙｔｈｏｎ ３． ７． ３ 进行

编程实现，运行环境为：英特尔 （Ｒ） Ｃｏｒｅ（ ＴＭ）
３． ２ ＧＨｚ 的 ＣＰＵ、８ＧＢ 内存、Ｗｉｎｄｏｗｓ １０ 系统的

计算机，预定运行时间上限设置为 ３ ６００ ｓ． 原问

题模型和线性松弛的限制主问题模型均由 Ｇｕｒｏｂｉ
９． １． ０ 求解器使用默认设置运行求解．
３． １　 实验设置

由于目前没有专门针对 ＶＲＰ⁃ＤＳ 的测试算

例，本研究将 Ｓｏｌｏｍｏｎ［３９］ 的基准算例 Ｃ２、Ｒ２ 和

ＲＣ２ 转换为 ＶＲＰ⁃ＤＳ 的测试算法，并使用 （ｎ， ｍ）
来表示算例规模，其中 ｎ 表示算例中所有点的个

数，ｍ 表示无人机站的个数． 规模为（ｎ， ｍ） 的算

例取所有顾客点的前 ｎ 个点，设置前 ｍ 个点为无

人机站， 其余为顾客点． 本研究分别生成 （１０，
１）、（１５， ２） 和 （１９， ３） 三种规模的算例进行实验．

本研究将根据实际使用中的典型参数进行取

值． 每辆卡车的固定成本 Ｆ ｔ 为 ２０ 美元［２５］，每公

里的运输成本 Ｃ ｔ 为 ０． ７９４ 美元，无人机每公里的

运输成本 Ｃｄ 为 ０． ０５ 美元［４０］ ． 此外，本研究将无

人机的最大载荷和无人机的续航距离，转化为无

人机 可 访 问 的 顾 客 的 比 例， 并 将 其 设 置 为

８０％［３］；将紧邻无人机站的前 ２０％ 的顾客点，设
置为仅能被卡车访问的顾客点的集合 Ｃ１ ；将无人

机的速度与卡车速度的比值设置为 ２［４１］ ． 卡车的

速度、最晚送达时间及其他参数与 Ｓｏｌｏｍｏｎ［３９］ 的

参数取值保持一致．
３． ２　 效率对比实验

本研究分别对三种规模的算例进行实验，比
较分支定价算法与 Ｇｕｒｏｂｉ 的求解质量和求解效

率，实验结果分别如表 ２、表 ３ 和表 ４ 所示． 其中，
ＣＰＵ（ｓ） 表示程序所运行的总时间，若求解时间

消耗完毕导致算法停止，则使用 ＮＡ 表示在给定
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时间内无法求得最优解；Ｏｂｊ 表示算法求解得到

的最终目标函数值；分支定价算法中的 Ｇａｐ 表示

其线性规划的结果与当前最优的整数解之间的差

距，计算公式为：（整数解 － 线性解） ／线性解；Ｇｕ⁃
ｒｏｂｉ 中的 Ｇａｐ 列表示 Ｇｕｒｏｂｉ 计算过程中上下界

之间的差距，计算公式为：（上界 － 下界） ／上界；
ΔＯｂｊ 表示分支定价算法和 Ｇｕｒｏｂｉ 之间的所得结

果的差距，计算公式为：（分支定价算法的 Ｏｂｊ⁃
Ｇｕｒｏｂｉ 的 Ｏｂｊ） ／ Ｇｕｒｏｂｉ 的 Ｏｂｊ； ΔＴ 表示分支定价

算法和 Ｇｕｒｏｂｉ 之间的计算效率的差距，计算公式

为：（分支定价算法的计算时间 － Ｇｕｒｏｂｉ 的计算

时间） ／ Ｇｕｒｏｂｉ 的计算时间．
在小型算例中，分支定价算法和 Ｇｕｒｏｂｉ 均可

在给定的时间限制内求得最优解． 但在运行效率

方面，分支定价算法比商业求解器 Ｇｕｒｏｂｉ 要快得

多，分支定价算法的最长求解时间为 ０． ４ ｓ，比
Ｇｕｒｏｂｉ 的最短求解时间 １． ２ ｓ 还要短得多． 尤其

是在 ＲＣ２ 型算例中，分支定价算法的求解时间均

低于 ０． ４ ｓ，但 Ｇｕｒｏｂｉ 的求解时间则在 １１０ ｓ 以

上． 在小型算例中，在求解质量方面二者旗鼓相

当，但在求解效率方面，分支定价算法表现

更好．
在中型算例中，分支定价算法均可求得最优

解，但 Ｇｕｒｏｂｉ 对于 ＲＣ２ 类型的算例无一求得最

优解． 在算例 ＲＣ２０３ 中，Ｇａｐ 高达 ４３． ４８％． 由前

文的定义可知，表中 Ｇａｐ 的值越小意味着解决方

案的质量越好． 从求解效率来看，分支定价算法耗

时更短，尤其是在 ＲＣ２ 类的算例中，二者的求解

时间相差巨大． 在算例 ＲＣ２０８ 上，分支定价算法

仅使用 １ 秒即可求得最优解，而 Ｇｕｒｏｂｉ 在 ３ ６００ ｓ
内仍未求得最优解． 在中型算例中，分支定价算法

在求解质量和求解效率两方面均优于 Ｇｕｒｏｂｉ．
在大型算例中，考虑算法本身内部的 Ｇａｐ，可

以看到分支定价算法均求得最优解，而 Ｇｕｒｏｂｉ 在

求解过程中的算例的 Ｇａｐ 最高达到 ４４． ７０％． 从
求解效率来看，除了达到最大求解时间的算例以

外，在二者都求得最优解的情况下，分支定价算法

的耗时更短． 在大型算例中，分支定价算法在求解

质量和求解效率上均表现更优．
３． ３　 成本分析

本研究对各项成本的占比情况也进行了分

析，结果如图 ３ 所示． 从该图中，可以发现总成本

中卡车的行驶成本占比高达到 ６４％，无人机行驶

成本次之，占比 １７％，卡车固定成本占比 １９％．
若能使用无人机替代卡车完成部分顾客的访问，
将能有效降低总成本．

图 ３　 各项成本占比

Ｆｉｇ． ３ Ｔｈｅ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｓｔ ｉｔｅｍ

３． ４　 敏感度分析

事实上，上文所提到的参数在实际配送过

程中往往是不确定的． 因此，本研究保持其他参

数不变，针对无人机可访问的顾客比例，无人机

的数量和无人机与卡车的速度比三个关键参数

进行敏感度分析，希望能够为决策者提供相应

管理启示．
３． ４． １　 无人机可访问顾客比例

随着技术的进步，无人机的最大续航时间及

其负载能力将会得到改善，即无人机可访问的顾

客比例也会随之改变． 本研究设置不同的无人机

可访问的顾客比例，进行了一系列的实验，结果如

图 ４ 所示． 在三类问题中均存在目标函数值即总

成本随着无人机可以访问顾客比例的增加而降

低． 二者呈负相关性，扩大无人机运送范围对总成

本降低有显著影响．

图 ４　 无人机可访问的顾客比例对总成本的影响

Ｆｉｇ． ４ Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｏｆ ｃｕｓｔｏｍｅｒｓ ａｃｃｅｓｓｉｂｌｅ
ｂｙ ｄｒｏｎｅ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ
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３． ４． ２　 无人机的数量

本研究将无人机的数量从零架无人机增加到

六架无人机，进行一系列实验，结果如图 ５ 和图 ６
所示． 在图 ５ 中，当无人机的数量从零增加到一

时，三类问题的总成本都有明显下降；当从一架增

加到两架时，Ｒ２ 和 Ｃ２ 的总成本仍有少量的减

少；再继续增加无人机，总成本均不改变． 在图 ６
中无人机访问顾客数量的增加趋势，与图 ５ 中总

成本的下降趋势一致． 这表明仅使用一架无人机

即可满足大部分需求，使用两架及以上，存在无人

机运力的浪费． 在实践中，根据业务情况，购买适

当数量无人机即可．

图 ５　 无人机的数量对总成本的影响

Ｆｉｇ． ５ Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ

图 ６　 无人机的数量对无人机访问的点的数量的影响

Ｆｉｇ． ６ Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ

ｏｆ ｎｏｄｅｓ ｖｉｓｉｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｒｏｎｅｓ

３． ４． ３　 无人机与卡车的速度比

对于不同的系统而言，无人机与卡车的速

度比往往是不确定的． 本研究对两者不同的速

度比进行实验，结果如图 ７ 所示． 随着无人机速

度的增加，时间窗对其的限制作用降低，在同一

时间跨度内可访问的点更多，使得无人机访问

顾客的数量上升． 同时，也存在边际效应递减的

现象，无人机访问顾客数量的变化出现在无人

机速度与卡车速度相等之前． 在实践中，对于时

间窗要求宽松的问题而言，选用速度过快的无

人机对于总成本的降低没有明显帮助，选择合

适的无人机速度即可．

图 ７　 无人机与卡车的速度比对无人机访问顾客数量的影响

Ｆｉｇ． ７ Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｄｒｏｎｅ ｔｏ ｔｒｕｃｋ ｓｐｅｅｄ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ

ｏｆ ｃｕｓｔｏｍｅｒｓ ｖｉｓｉｔｅｄ ｂｙ ｄｒｏｎｅｓ

４　 结束语

在物流领域，无人机站作为卡车和无人机的

中介，可以辅助无人机完成各项操作，降低卡车与

无人机的同步性要求，改善最后一公里问题，具有

较高的应用价值． 本研究提出了 ＶＲＰ⁃ＤＳ，构建了

基于弧的 ＶＲＰ⁃ＤＳ 原问题模型，使用 Ｄａｎｔｚｉｇ⁃
Ｗｏｌｆｅ 分解，将原问题模型分解为基于路径的限

制主问题模型和卡车子问题模型以及无人机子问

题模型，为了获得全局最优解，设计了精确算法－
分支定价算法．

本研究将 Ｓｏｌｏｍｏｎ［３９］ 的基准算例转换为

ＶＲＰ⁃ＤＳ 算例，并进行一系列计算实验，实验结果

验证了分支定价算法的有效性． 通过成本分析发

现，在总成本中卡车的行驶成本占比最高． 在敏感

度分析阶段发现了无人机可访问的顾客比例与总

成本呈负相关，是影响总成本的关键因素，无人机

的数量和速度，对总成本的影响相对较小． 因此，
决策者通过提高无人机负载和续航时间，增加无

人机可访问的顾客比例，减少卡车的使用，可有效

提升系统效益．

—１７—第 １ 期 方　 侃等： 考虑无人机站的车辆路径规划问题



表 ２　 小型算例实验结果（ｎ ＝ １０， ｍ ＝ １）
Ｔａｂｌｅ ２ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｍａｌｌ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ （ｎ ＝ １０， ｍ ＝ １）

问题类型 算例名称
分支定价 Ｇｕｒｏｂｉ

Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ
ΔＯｂｊ ΔＴ

Ｒ２

Ｒ２０１ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９２． ３５％

Ｒ２０２ １０２． ４６ ０． ２ ０． ００％ １０２． ４６ １． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ８５． ００％

Ｒ２０３ １０２． ４６ ０． ２ ０． ００％ １０２． ４６ １． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ８６． ５７％

Ｒ２０４ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ８９． ８１％

Ｒ２０５ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ９４． １０％

Ｒ２０６ １０２． ４６ ０． ２ ０． ００％ １０２． ４６ １． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ８６． ６５％

Ｒ２０７ １０２． ４６ ０． ２ ０． ００％ １０２． ４６ １． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ８６． ０２％

Ｒ２０８ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ９１． ４８％

Ｒ２０９ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９５． ９１％

Ｒ２１０ １０２． ４６ ０． ２ ０． ００％ １０２． ４６ １． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ８５． ８７％

Ｒ２１１ １０２． ４６ ０． １ ０． ００％ １０２． ４６ １． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９３． ３０％

Ｃ２

Ｃ２０１ ８７． ４７ ０． ２ ０． ００％ ８７． ４７ ２． ０ ０． ００％ ０． ００％ － ８９． ４７％

Ｃ２０２ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ ９． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ７９％

Ｃ２０３ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ ９． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ７７％

Ｃ２０４ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ １０． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ９０％

Ｃ２０５ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ ５． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９７． ７４％

Ｃ２０６ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ ７． ６ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ５１％

Ｃ２０７ ８７． ４７ ０． ４ ０． ００％ ８７． ４７ ７． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ９５． １８％

Ｃ２０８ ８７． ４７ ０． １ ０． ００％ ８７． ４７ ６． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ３２％

ＲＣ２

ＲＣ２０１ ９９． ５１ ０． ２ ０． ００％ ９９． ５１ ７８． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７０％

ＲＣ２０２ ９９． ５１ ０． ３ ０． ００％ ９９． ５１ １０９． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７１％

ＲＣ２０３ ９９． ５１ ０． ３ ０． ００％ ９９． ５１ １０７． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７０％

ＲＣ２０４ ９９． ５１ ０． ３ ０． ００％ ９９． ５１ ９１． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ６５％

ＲＣ２０５ ９９． ５１ ０． ３ ０． ００％ ９９． ５１ １０４． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７０％

ＲＣ２０６ ９９． ５１ ０． ２ ０． ００％ ９９． ５１ ９５． ８ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７４％

ＲＣ２０７ ９９． ５１ ０． ２ ０． ００％ ９９． ５１ １０９． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７８％

ＲＣ２０８ ９９． ５１ ０． ２ ０． ００％ ９９． ５１ １０６． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ８６％

表 ３　 中型算例实验结果（ｎ ＝ １５， ｍ ＝ ２）
Ｔａｂｌｅ ３ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｍｅｄｉｕｍ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ （ｎ ＝ １５， ｍ ＝ ２）

问题类型 算例名称
分支定价 Ｇｕｒｏｂｉ

Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ
ΔＯｂｊ ΔＴ

Ｒ２

Ｒ２０１ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ３５． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ５４％

Ｒ２０２ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ３６． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ３６％

Ｒ２０３ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ２０． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ９９％

Ｒ２０４ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ３３． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ４６％

Ｒ２０５ １３２． ０１ ０． １ ０． ００％ １３２． ０１ ３４． ０ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ５６％

Ｒ２０６ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ２１． ８ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ９８％

Ｒ２０７ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ３４． ０ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ３５％

Ｒ２０８ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ２６． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ３５％

Ｒ２０９ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ ３９． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ６０％

Ｒ２１０ １３２． ０１ ０． ６ ０． ００％ １３２． ０１ ４２． ８ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ６０％

Ｒ２１１ １３２． ０１ ０． ２ ０． ００％ １３２． ０１ １８． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ９３％

—２７— 管　 理　 科　 学　 学　 报 ２０２５ 年 １ 月



续表 ３
Ｔａｂｌｅ ３ Ｃｏｎｔｉｎｕｅｓ

问题类型 算例名称
分支定价 Ｇｕｒｏｂｉ

Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ
ΔＯｂｊ ΔＴ

Ｃ２

Ｃ２０１ ９５． ４６ １８． ０ ０． ００％ ９５． ４６ １９． ６ ０． ００％ ０． ００％ － ８． ５０％
Ｃ２０２ ９５． ４６ ０． ３ ０． ００％ ９５． ４６ ２９８． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ９１％
Ｃ２０３ ９５． ４６ ０． ３ ０． ００％ ９５． ４６ １７０． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ８４％
Ｃ２０４ ９５． ４６ ０． ３ ０． ００％ ９５． ４６ １８４． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ８３％
Ｃ２０５ ９５． ４６ ０． ３ ０． ００％ ９５． ４６ １４６． ０ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７９％
Ｃ２０６ ９５． ４６ ０． ３ ０． ００％ ９５． ４６ １３５． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７７％
Ｃ２０７ ９５． ４６ ０． ２ ０． ００％ ９５． ４６ ９５． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ７５％
Ｃ２０８ ９５． ４６ ０． ２ ０． ００％ ９５． ４６ １７３． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９９． ８７％

ＲＣ２

ＲＣ２０１ １１５． ３２ ０． ５ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ １６． ７９％ ０． ００％
ＲＣ２０２ １１５． ３２ １０． ８ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ １６． ９１％ ０． ００％
ＲＣ２０３ １１５． ３２ ３． ３ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ ４３． ４８％ ０． ００％
ＲＣ２０４ １１５． ３２ ３． ４ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ ３７． ９２％ ０． ００％
ＲＣ２０５ １１５． ３２ ４． ８ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ １２． ９４％ ０． ００％
ＲＣ２０６ １１５． ３２ ７． ０ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ １２． ９２％ ０． ００％
ＲＣ２０７ １１５． ３２ ０． ８ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ ２６． １１％ ０． ００％
ＲＣ２０８ １１５． ３２ ０． ８ ０． ００％ １１５． ３２ ＮＡ ２１． ７９％ ０． ００％

表 ４　 大型算例实验结果（ｎ ＝ １９， ｍ ＝ ３）
Ｔａｂｌｅ ４ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ （ｎ ＝ １９， ｍ ＝ ３）

问题类型 算例名称
分支定价 Ｇｕｒｏｂｉ

Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ Ｏｂｊ ＣＰＵ（ ｓ） Ｇａｐ
ΔＯｂｊ ΔＴ

Ｒ２

Ｒ２０１ １５４． ４７ ２７６． ５ ０． ００％ １５４． ４７ ４０５． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ３１． ８７％
Ｒ２０２ １５４． ４７ ４７． ０ ０． ００％ １５４． ４７ ９２６． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ９４． ９３％
Ｒ２０３ １５４． ４７ ５１． ０ ０． ００％ １５４． ４７ ２ ０８３． ６ ０． ００％ ０． ００％ － ９７． ５５％
Ｒ２０４ １５４． ４７ ５３． ３ ０． ００％ １５４． ４７ ＮＡ ９． １６％ ０． ００％
Ｒ２０５ １５４． ４７ ５３． ７ ０． ００％ １５４． ４７ ２８８． ６ ０． ００％ ０． ００％ － ８１． ４１％
Ｒ２０６ １５４． ４７ ６０． ５ ０． ００％ １５４． ４７ ３ ２６４． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． １５％
Ｒ２０７ １５４． ４７ ５５． ９ ０． ００％ １５４． ４７ １ ０８４． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ９４． ８５％
Ｒ２０８ １５４． ４７ ５３． ５ ０． ００％ １５４． ４７ ３１８． ４ ０． ００％ ０． ００％ － ８３． ２０％
Ｒ２０９ １５４． ４７ ５５． １ ０． ００％ １５４． ４７ ２１６． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ７４． ６２％
Ｒ２１０ １５４． ４７ ４８． ７ ０． ００％ １５４． ４７ ３ １４９． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ９８． ４５％
Ｒ２１１ １５４． ４７ ５７． ２ ０． ００％ １５４． ４７ ７８３． ３ ０． ００％ ０． ００％ － ９２． ６９％

Ｃ２

Ｃ２０１ １３８． ７５ ２０９． ９ ０． ００％ １３８． ７５ ２２５． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ７． ０４％
Ｃ２０２ １３７． ４０ １７６． ３ ０． ００％ １３７． ４０ １ ５４６． ９ ０． ００％ ０． ００％ － ８８． ６０％
Ｃ２０３ １３７． ４０ ６１５． ４ ０． ００％ １３７． ４０ ２ １００． ７ ０． ００％ ０． ００％ － ７０． ７１％
Ｃ２０４ １３７． ４０ ３６６． ６ ０． ００％ １３７． ４０ ２ １６７． ２ ０． ００％ ０． ００％ － ８３． ０８％
Ｃ２０５ １３７． ４０ ２０２． ３ ０． ００％ １３７． ４０ ３８９． ５ ０． ００％ ０． ００％ － ４８． ０６％
Ｃ２０６ １３７． ４０ ２０４． ７ ０． ００％ １３７． ４０ ４７６． ８ ０． ００％ ０． ００％ － ５７． ０６％
Ｃ２０７ １３８． ７５ ７１． ３ ０． ００％ １３８． ７５ １７０． １ ０． ００％ ０． ００％ － ５８． １１％
Ｃ２０８ １３７． ４０ ７５． １ ０． ００％ １３７． ４０ ７９５． １ ０． ００％ ０． ００％ － ９０． ５５％

ＲＣ２

ＲＣ２０１ １４３． ０７ ２ ６４３． ９ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４４． ７０ － ０． ９１％
ＲＣ２０２ １４３． ０７ ６５５． ５ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４１． ４５ ０． ００％
ＲＣ２０３ １４３． ０７ ７９０． ７ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４０． ９７ ０． ００％
ＲＣ２０４ １４３． ０７ ８８７． ０ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４１． ９６ ０． ００％
ＲＣ２０５ １４３． ０７ ３２７． ６ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４０． ５４ ０． ００％
ＲＣ２０６ １４３． ０７ １２８． ５ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４０． ５３ ０． ００％
ＲＣ２０７ １４３． ０７ ３７７． ４ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ４０． ３７ ０． ００％
ＲＣ２０８ １４３． ０７ ６８１． ５ ０． ００％ １４３． ０７ ＮＡ ３９． ８２ ０． ００％

—３７—第 １ 期 方　 侃等： 考虑无人机站的车辆路径规划问题
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ｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ｔｏ ｔｒｕｃｋｓ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｏｆ ｃｕｓｔｏｍｅｒｓ ａｃｃｅｓｓｉｂｌｅ
ｂｙ ｄｒｏｎｅｓ ｈａｓ ａ ｍｏｒｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｉｍｐａｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｅｘｐａｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ｃａｎ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄｒｏｎｅ ｓｔａｔｉｏｎｓ； ｄｒｏｎｅ ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ； ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｂｒａｎｃｈ ａｎｄ ｐｒｉｃｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

—６７— 管　 理　 科　 学　 学　 报 ２０２５ 年 １ 月


