
附录 A

命题 1的证明

化简优化问题 A 的两个约束 1 − � � − � + � ≥ 0, �� ≥ 0 分别可以得到 � ≥
� − �
1 − � 和 � ≤ �� � + �, 为了避

免约束集为空集带来的不必要讨论, 本文假设
� − �
1 − �

< �� � + �. 优化问题 A 的目标函数 � 是关于价格 � 的凸二次

函数:

���
�

� = 1 − � � − � + � 1 −
� − �
��(�)

, (A1)

其中 �� � = ��� + 1 − � ��. 在不考虑约束条件的情况下 � 的最大值点 �� 为:

�� =
� − �

2(1 − �)
+

��(�) + �
2

. (A2)

本文不考虑 � 恒小于 0 的情况, � 有两个零点 ��1 =
� − �
1 − �

, ��2 = �� � + � 且 ��1 ≤ ��2. 考虑到优化问题 A 的最

优求解结果需要满足 � ≥ � 的假设, 因而需不等式 � ≤ �� �, �, � 成立. 为了避免出现最优定价低于 � 的情况, 本文假

定 � ≤
� − �

2 1 − �
+

�� � + �
2

, 即 � ≤
� − �
1 − �

+ �� � . 在 � ≥
� − �
1 − �

= ��1 和 � ≤ �� � + � = ��2 的约束下, 优化问题 A

仍能取到无约束条件下的全局最优点

�∗ �, �, � =
� − �

2(1 − �)
+

��(�) + �
2

. (A3)

将 �∗ �, �, � 代入潜在买家购买商品的概率 �� 可得

��∗ �, �, � =
1
2

1 −
� − �

1 − � ��(�)
+

�
��(�)

. (A4)

将 �∗ 与 ��∗ 代入卖家利润函数 � 中可得

�∗ �, �, � =
( 1 − � ��(�) + � − � + �)2

4(1 − �)��(�)
. (A5)

推论 1的证明

在平台决策 {�, �} 给定的情况下, 求解 �∗ 关于 � 的偏导数得:

��∗

��
=

1
2

> 0. (A6)

求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

1
2��(�)

> 0. (A7)

求解 �∗ 关于 � 的偏导数得:

由
� − �
1 − �

< �� � + � 移项后得 �� � + � −
� − �
1 − �

> 0, 将不等式两边同乘正值
1 − �
�� � 可将不等式转换为 (1 − �) +

�(1 − �) − � + �
��(�)

> 0, 因而
1
2

1 − � +
� 1 − � − � + �

�� � > 0, 即
��∗

��
> 0.

��∗

��
=

1 − � (��(�) + �) − � + �
2��(�)

. (A8)



在平台决策 {�, �} 给定的情形下, 求解 �∗ 关于 � 的偏导数得:

��∗

��
=−

1
2 1 − �

< 0. (A9)

求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

1
2(1 − �)��(�)

> 0. (A10)

求解 �∗关于 � 的偏导数得:

将
� − �
1 − �

< �� � + � 不等式两边同乘正值
1

�� � 可得
� − �

�� � 1 − �
< 1 +

�
�� �

, 移项后可得 1 +
� 1 − � − � + �

1 − � ��(�)

> 0, 因而
1
2

1 +
� 1 − � − � + �

1 − � �� � > 0, 即
��∗

��
> 0.

推论 2的证明

对 ��∗求导: 当 � = 0 时,
1

2�� �
=

1
2 1 − � �� �

, 即
���∗

��
=

���∗

��
; 当 0 < � < 1 时,

1
2�� �

<
1

2 1 − � �� �
, 即

���∗

��
<

���∗

��
.

对 �∗求导: 当 � = 0 时,
1 − � (�� � + �) − � + �

2�� �
=

1 − � (�� � + �) − � + �
2 1 − � �� �

, 即
��∗

��
=

��∗

��
; 当 0 < �

< 1 时,
��∗

�� 与
��∗

�� 分子相同但是后者分母较小, 因而
��∗

��
<

��∗

��
.

推论 3的证明

在平台决策 {�, �} 给定的情形下, 求解 �∗(�) 关于 � 的偏导数得:

��∗

��
=

�� − ��

2
> 0. (A12)

求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

(� − � − �(1 − �))(�� − ��)
2(1 − �)(�� � )2 . (A13)

由于 �� − �� > 0、2 1 − � �� �
2

> 0,
���∗

��
的正负取决于 � − � − � 1 − � 的正负. 当 � ≤

� − �
1 − �

时,
���∗

��
≥ 0;

当 � >
� − �
1 − �

,
���∗

��
< 0. 求解�∗ 关于 �的偏导数得:

将 � ≤
� − �
1 − �

+ �� � 不等式两边同乘正值 1 − � 可得 1 − � � ≤ � − � + 1 − � �� � , 移项后得 1 − � � − �� �

+� − � ≤ 0. 由
� − �
1 − �

< �� � + � 移项可得 � + �� � −
−� + �
1 − �

> 0, 不等式两边同乘负值 − 1 − � 得 − 1 − �

��∗

��
=

1 − � (��(�) + �) − � + �
2 1 − � ��(�)

. (A11)

��∗

��
=

(�� − ��)( 1 − � (� − �� � ) + � − �)( − 1 − � (� + �� � ) − � + �)
4(1 − �)(�� � )2 . (A14)



� + �� � − � + � ≤ 0. 又因为 �� − �� > 0、1 − � ≥ 0, 因而
��∗

��
≥ 0.

附录 B

命题 2的证明

将第二阶段的求解结果 �∗ �, � =
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2 、��∗ �, � =

1
2

−
� − �

2 1 − � ��
+

�
2��

代入优化问题 C 中可

得:

(C) ���
�,�

� �, � =
1
2

−
� − �

2 1 − � ��
+

�
2��

�
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

+ � + � − 1 � + � −
�
2

�2,

s.t. − 1 − � � − � + 1 − � �� + � ≥ 0, � ≥ 0, � ≥ 0,

�(
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

) + � + � − 1 � + � > 0,

(B1)

其中 �� = ��� + 1 − � ��. 当 0 < � < 1 时,
��
��

≠
��
��

.我们先在不考虑约束 �
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

+ � + � − 1

� + � > 0 的条件下进行求解, 该优化问题的拉格朗日函数为:

� �, �, �

= (
1
2

−
� − �

2 1 − � ��
+

�
2��

)[�(
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

) + � + (� − 1) � + � ] −
�
2

�2 + �1[ − 1 − � �

− � + 1 − � �� + �] + �2� + �3�.

(B2)

该优化问题的 KKT条件为

��
��

=
� 2 − � − � + 1 − � � − 1 + � �� + � 1 − � 2� + � − 2 + � 2 − � � − 1

2 1 − � ��
− 1 − � �1

+ �2 = 0,

��
��

=
�(2 − � − � + ��) + 1 − � 2(� − 1)�� + �(1 − �)(2 − �)(� − 1) + �( − 2 + � + 2� − 2��)

2(1 − �)2��
−

�1 + �3 = 0,

�1[ − 1 − � � − � + 1 − � �� + �] = 0, �2� = 0, �3� = 0,

− 1 − � � − � + 1 − � �� + � ≥ 0, � ≥ 0, � ≥ 0,

�1、�2、�3 ≥ 0.

(B3)

(1) �1 ≠ 0 时,

A) �1 ≠ 0, �2 ≠ 0, �3 ≠ 0, � = � = 0 时, − 1 − � � − � + 1 − � �� + � = 0 不满足, 因而该情况不存在.

B) �1 ≠ 0, �2 ≠ 0, �3 = 0, 此时模型最优解为 0, 1 − � �� + � , ��
3 = � + � + �� 1 − � � − 1 −

�
2

�2.

C) �1 ≠ 0, �2 = 0, �3 ≠ 0, 此时模型最优解为 (
� + 1 − � ��

1 − �
, 0), ��

3 =
��

1 − �
+ �� � + � − 1 −

�
2

�2.

D) �1 ≠ 0, �2 = 0, �3 = 0, 此时 �1

=
�(2 − � − � + ��) + 1 − � 2(� − 1)�� + �(1 − �)(2 − �)(� − 1) + �( − 2 + � + 2� − 2��)

2(1 − �)2��

=
� 2 − � − � + 1 − � � − 1 + � �� + � 1 − � 2� + � − 2 + � 2 − � � − 1

2 1 − � 2��
.



化简后可得 − (1 − �)� − � − (1 − �)�� + � = 0. 由 �1 ≠ 0 可得 − 1 − � � − � + 1 − � �� + � = 0, 结合两式

无法求解. 因而这种情况不存在.

(2) �1 = 0 时,

A) �1 = 0, �2 ≠ 0, �3 ≠ 0, 此时模型最优解为 0,0 , �1 =
((1 − �)�� − �)((2 − �)� + �(1 − �)��)

4(1 − �)2��
−

�
2

�2.

B) �1 = 0, �2 ≠ 0, �3 = 0, 此时模型最优解为 (0,
� 2 − � − � + �� + 1 − � 2 � − 1 ��

2 − � − 2� + 2��
), ��

2 =

(�� + �� − (1 − �)���)2

4��(2 − � − 2� + 2��)
−

�
2

�2.

C) �1 = 0, �2 = 0, �3 ≠ 0, 此时模型最优解为 (
� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2� , 0), ��
2 =

((1 − �)(1 − �)�� − ��)2

4��(1 − �)2(2 − � − 2�)
−

�
2

�2.

D) �1 = 0, �2 = 0, �3 = 0, � =−
�� 1 − � 1 − � + ��

��
, � =

1 − � 1 − � �� + ��
��

.当 � <
��

1 − � �� − �时, � <

0; 当 � >
1 − � ��

1 − � �� − �时, � < 0. 因而在 � 的定义域内, �、� 至少有一负数.约束不满足, 因而该情况不存在.

比较 �1、��
2、��

3 的大小, 当 �∗ = 0 时, � 取不同值时, �∗ 的取值如 (B4) 式所示:

�∗ = 0,

�∗ =

0, 0 ≤ � < 1 − � 且 �� > ���
−�(2 − � − �)

(1 − �)(� + � − 1)
,

−�(2 − �)
(1 − �)(3� + 4� − 4)

,

� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��
1 − � 2 − � − 2�

, 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

且 �� >
−�(2 − � − �)

(1 − �)(� + � − 1)
,

� + 1 − � ��
1 − �

, � ≥ 1 −
�
2

且 �� > ���
−�(2 − � − �)

(1 − �)(� + � − 1)
,

−�(2 − �)
(1 − �)(3� + 4� − 4)

.

(B4)

比较 �1、��
2、��

3 的大小, 当 �∗ = 0 时, � 取不同值时, �∗ 的取值如 (B5) 式所示:

�∗ =

0,

� ≥ 1 +
�

2(1 − �)
且�� > ���

−�(2 − � − � + ��)
(1 − �)2(� − 1)

,
−�(2 − �)

(1 − �)(3� + 4�(1 − �) − 4)
,

� 2 − � − � + �� + 1 − � 2 � − 1 ��
2 − � − 2� + 2��

,

1 ≤ � < 1 +
�

2(1 − �)
且�� >

−�(2 − � − � + ��)
(1 − �)2(� − 1)

,

1 − � �� + �,

0 ≤ � < 1 且�� > ���
−�(2 − � − � + ��)

(1 − �)2(� − 1)
,

−�(2 − �)
(1 − �)(3� + 4�(1 − �) − 4)

,

�∗ = 0.

(B5)

经过运算, 当 0 ≤ � < 1 − �, 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

, 1 −
�
2

≤ � < 1, 1 ≤ � < 1 +
�

2 1 − �
, � ≥ 1 +

�
2 1 − �

时, 分

别取 (0,0), (
� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2�
, 0), (

� + 1 − � ��
1 − �

, 0), (
� + 1 − � ��

1 − �
, 0), (

� + 1 − � ��
1 − �

, 0) 更优

. 由命题 1 可知 �∗ =
� − �∗

2 1 − �
+

�� + �∗

2
, �� = 2�∗ − �∗ −

� − �∗

1 − �
> �∗ −

� − �∗

1 − �
= �∗ −

�
1 − �

.价格太低没有获利空间

的二手商品一般不会在二手市场上再次流通, 且 �、�、� 的数量级相较于价格 �∗ 而言很小,本文合理假定限制条件

中关于 �� 的不等式均成立. 综上所述,不考虑约束 �
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

+ � + � − 1 � + � > 0 时, 优化模型 C



的最优解为

�∗ =

0, 0 ≤ � < 1 − �,
� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2�
, 1 − � ≤ � < 1 −

�
2

,

� + 1 − � ��
1 − �

, � ≥ 1 −
�
2

,

�∗ = 0.

(B6)

现在考虑约束 �
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

+ � + � − 1 � + � > 0,即 � � − � + 1 − � (�� + �) + 2 1 − � [� +

� − 1 � + � ] > 0. 1 在 0 ≤ � < 1 − � 的情况下将 �∗ = 0、�∗ = 0 代入 � � − � + 1 − � �� + � + 2 1 − �

� + � − 1 � + � 中,化简可得 2 − � � + 1 − � ���. 由于 0 < � < 1、�� > 0、� ≥ 0,因此 2 − � � + 1 − �

��� > 0 恒成立.

2 同样的思路,在 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

的情况下将 �∗ =
� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2� 、�∗ = 0 代入, 化

简可得 �� + 1 − � 1 − � ��.由于 0 < � < 1、�� > 0、� ≥ 0、1 − � ≤ � < 1 −
�
2

, 因此 �� + 1 − � 1 − � �� > 0

恒成立.

3 类似的,在 � ≥ 1 −
�
2

的情况下,将 �∗ =
� + 1 − � ��

1 − � 、�∗ = 0 代入, 化简得 2�� + 2 1 − � � + � − 1 ��.由

于 0 < � < 1、�� > 0、� ≥ 0、� ≥ 1 −
�
2

> 1 − �, 因此 2�� + 2 1 − � � + � − 1 �� > 0 恒成立.

因此,在考虑约束 �
� − �

2 1 − �
+

�� + �
2

+ � + � − 1 � + � > 0 后, 模型的最优解不会发生变化. 二手电商平台

给予买卖双方的最优绿色补贴总额 ��∗ 为

��∗ = �∗ + �∗ =

0, 0 ≤ � < 1 − �,
� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2�
, 1 − � ≤ � < 1 −

�
2

,

� + 1 − � ��
1 − �

, � ≥ 1 −
�
2

.

(B7)

相应的, 二手电商平台的最优利润 ��∗ 为

��∗ =

((1 − �)�� − �)((2 − �)� + �(1 − �)��)
4(1 − �)2��

−
1
2

��2, 0 ≤ � < 1 − �,

((1 − �)(1 − �)�� + ��)2

4(1 − �)2(2 − � − 2�)��
−

1
2

��2, 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

,

��
1 − �

+ ��(� + � − 1) −
1
2

��2, � ≥ 1 −
�
2

.

(B8)

附录 C

命题 3的证明

� = 0 时, 利润函数 � 对�、� 求导
��
��

=
��
��

=
� 2 − � + � − 1 ��� + 1 − � �� + 2� � − 1 + 2� � − 1

2 ��� + 1 − � ��
,

�、� 对平台利润的边际影响相同, 能使平台利润达到最大的点有无穷多个, 优化问题 (C) 无解. 在这种情况下, 只

需考虑对买卖双方共计发放多少绿色补贴是最优的. 在 � 给定的情形下, 需要求解的优化模型为



(E) ���
��

�� = �� [ � + (� − 1) � + � ] −
�
2

�2,

s.t. � ≤ �, � ≥ 0, � ≥ 0, � + � = ��, � + � − 1 � + � > 0.

(C1)

将第二阶段的求解结果 ��∗ =
1
2

+
�� − �

2 ��� + 1 − � ��
代入优化问题 E 中, 可将优化模型 E 转化为

���
��

�� =
1
2

+
�� − �

2��
� + � − 1 �� −

�
2

�2,

s.t. 0≤ �� ≤ �� + �, � + � − 1 �� > 0,

(C2)

其中 �� = ��� + 1 − � ��. 我们先在不考虑约束 � + � − 1 �� > 0 的条件下进行求解.

当 0 ≤ � < 1 时, 目标函数 �� 是关于 �� 的开口向下的二次函数, 在不考虑约束条件的情况下 �� 的最大值点 �� 为:

�� =
� − �� 1 − � + �

2(1 − �)
. (C3)

若 �� ≤ 0, 即 �� ≥
2 − � �
1 − � 时, ��∗ = 0; 若 0 < �� ≤ �� + �, 即

��
3 1 − �

≤ �� <
2 − � �
1 − � 时, ��∗ =

� − �� 1 − � + �
2 1 − �

; 若

�� > �� + �, 即 �� <
��

3 1 − � 时, ��∗ = �� + �.

当 � = 1 时, 目标函数 �� 是关于 �� 的线性函数, �� 随着 �� 的增大而增大, 因而 ��∗ = �� + �.

当 � > 1 时, 目标函数 �� 是关于 �� 的开口向上的二次函数, 最大值可能在 �� 的上界 �� + � 或下界 0 处取得, �� 0 −

�� �� + � =−
�� + � � + 2�� � − 1

2��
< 0, 因而 ��∗ = �� + �.

��∗ =

0, 0 ≤ � < 1 且 �� ≥
2 − � �
1 − �

,

� − �� 1 − � + �
2(1 − �)

, 0 ≤ � < 1 且
��

3 1 − �
≤ �� <

2 − � �
1 − �

,

�� + �, � ≥ 1 或 0 ≤ � < 1 且 �� <
��

3(1 − �)
.

(C4)

由命题 1 可知 �∗ =
� − �∗

2
+

�� + �∗

2
, �� = 2�∗ − � − �∗ + �∗ > 2�∗ − � − ��∗. 又因为 �� ≤ �� + �, 可得 2�∗ − � −

��∗ ≥ 2�∗ − �� − 2�, 因此 �� > 2�∗ − �� − 2�, 即 �� > �∗ − �. 由于价格太低没有获利空间的二手商品一般不会在二手市

场上再次流通, 且 �、�、� 数量级相较于价格 �∗ 而言很小, 本文合理假定 �� ≥
2 − � �
1 − �

成立而 �� <
2 − � �
1 − �

、�� <

��
3(1 − �)

不成立.

综上所述,不考虑约束 � + � − 1 �� > 0 时, 优化模型 (E) 的最优解为

��∗ = 0, 0 ≤ � < 1,
�� + �, � ≥ 1. (C5)

现在考虑约束 � + � − 1 �� > 0. 1 在 0 ≤ � < 1 的情况下将 ��∗ = 0 代入 � + � − 1 �� 中,化简可得 �, � > 0 恒

成立. 2 同样的思路,在 � ≥ 1 的情况下将 ��∗ = �� + � 代入, 化简可得 � + � − 1 �� + � ,由于�� > 0、� > 0、� ≥ 1,

因此 � + � − 1 �� + � > 0 恒成立.综上,在考虑约束 � + � − 1 �� > 0 后, 模型的最优解不会发生变化.相应的,二手

电商平台的最优利润 ��∗ 为



��∗ =

�� − � �
2��

−
�
2

�2, 0 ≤ � < 1,

�� + �� � − 1 −
�
2

�2, � ≥ 1.
(C6)

附录 D

推论 4的证明

关于绿色激励系数 � 求导

(1) 当 0 ≤ � < 1 − � 时, ��∗ = 0. ��∗ 表达式与 � 无关, 因此
���∗

��
= 0.

2 当 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

2� − �� + (� − �2)��
(1 − �)(2 − � − 2�)2 . (D1)

由于 �� 为正值, 因而 �� >
� � − 2
� 1 − �

, � 1 − � �� − � � − 2 > 0, 即 2� − �� + � − �2 �� > 0. 又因为 1 − � > 0, 故

���∗

��
> 0. 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得

���∗

��
=−

1 − � 1 − � �� + �� � −2 + � + � + 1 − � 1 − � − � ��
2 1 − � 2 2 − � − 2� 2��

. (D2)

由 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

可得 1 − � − � ≤ 0、 − 2 + � + � < 0. 由于 �� 为正值因而 �� >
−� −2 + � + �
1 − � 1 − � − �

, 即 �( − 2

+� + �) + 1 − � 1 − � − � �� < 0, 又因为 1 − � 1 − � �� + �� > 0, 因而
���∗

��
> 0.

3 当 � ≥ 1 −
�
2

时, ��∗ 表达式与 � 无关, 因此
���∗

��
= 0. 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

�
1 − �

+ �� > 0. (D3)

综上所述, 可整理得:

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1 − �或� ≥ 1 −

�
2

,

���∗(�)
��

> 0, 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

,

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1 − �,

���∗

��
> 0, � ≥ 1 − �.

(D4)

关于比例成交费费率 � 求导

1 当 0 ≤ � < 1 − � 时, ��∗ = 0, 故
���∗

��
= 0.

2 当 1 − � ≤ � < 1 −
�
2 时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

�((� − 2)2 + �(2� + 2� − 5)) + (1 − �)2(1 − �)��
(1 − �)2(2 − � − 2�)2 . (D5)

如果 �� >−
� � − 2 2 + � 2� + 2� − 5

1 − � 2 1 − �
,

���∗

��
> 0. 令�(�) = � − 2 2 + � 2� + 2� − 5 = �2 − 2(2 − �)� +



2�2 − 5� + 4, �(�) 是关于 � 的开口向上、对称轴为 (2 − �) 的一个二次函数. 由于 � < 1 −
�
2

< 1, 2 − � > 1, 因而在

� 的可行域 [0,1] 上, �(�) 是单调递减的, 且在 � = 1 时取得最小值. � = 1 时, 0 ≤ � < 0.5, �(1) = 2�2 − 3� + 1 =

� − 1 2� − 1 , 在 � 的取值范围内 � 1 > 0, 因此在取值范围内 � � > 0, −
� � − 2 2 + � 2� + 2� − 5

1 − � 2 1 − �
≤ 0.由

于 �� 为正值, 因而 �� >−
� � − 2 2 + � 2� + 2� − 5

1 − � 2 1 − �
,

���∗

��
> 0.

3 当 � ≥ 1 −
�
2 时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

�
(1 − �)2 > 0. (D6)

综上所述, 可整理得:

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1 − �,

���∗

��
> 0, � ≥ 1 − �.

(D7)

关于固定成交费 � 求导

1 当 0 ≤ � < 1 − � 时, ��∗ = 0, 故
���∗

��
= 0.

2 当 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

2 − � − �
(1 − �)(2 − � − 2�)

. (D8)

由 1 − � ≤ � < 1 −
�
2

可得 2 − � − 2� > 0、2 − � − � > 0, 因而
���∗

��
> 0.

3 当 � ≥ 1 −
�
2

时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
=

1
1 − �

> 0. (D9)

综上所述, 可整理得:

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1 − �,

���∗

��
> 0, � ≥ 1 − �.

(D10)

推论 5的证明

关于绿色激励系数 � 求导

(1) 当 0 ≤ � < 1 时, ��∗ = 0. ��∗ 表达式与 � 无关, 因此
���∗

��
= 0.

2 当 � ≥ 1 时, ��∗ 表达式与 � 无关, 因此
���∗

��
= 0. 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
= � + �� > 0. (D11)

综上所述, 可整理得:



���∗

��
= 0,

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1,

���∗

��
> 0, � ≥ 1.

(D12)

关于固定成交费 � 求导

1 当 0 ≤ � < 1 时, ��∗ = 0, 故
���∗

��
= 0.

(2) 当 � ≥ 1 时, 求解 ��∗ 关于 � 的偏导数得:

���∗

��
= 1. (D13)

综上所述, 可整理得:

���∗

��
= 0, 0 ≤ � < 1,

���∗

��
> 0, � ≥ 1.

(D14)

附录 E

命题 4的证明

将第二阶段的求解结果 �∗ � =
� − �

2 1 − �
+

�� � + �
2 、��∗ � =

1
2

1 +
1 − � � − � + �

1 − � �� � 代入优化问题 D

中可得:

(D) ���
�

� � =
1
2

(1 +
1 − � � − � + �

1 − � �� � ) �
� − �

2 1 − �
+

�� � + �
2

+ � + � − 1 � + � −
�
2

�2,

s.t. − 1 − � � − � + 1 − � �� � + � ≥ 0, 0 ≤ � ≤ 1, �� (�) + � + � − 1 � + � > 0,

(E1)

其中 �� � = ��� + 1 − � ��.

平台利润函数 � � 可以看做由收益函数 � � 和成本函数 � � 两部分组成, � � = � � − � � . � � =
1
2

(1 +

1 − � � − � + �
1 − � �� � ) �

� − �
2 1 − �

+
�� � + �

2
+ � + � − 1 � + � , � � =

�
2

�2.对 � � 求二阶导数
�2� �

��2 =−

� �� − ��
2

2 1 − � 2 ��� + 1 − � ��
3 ,其中� = � − � − 1 − � � � � − � + 1 − � � + 2 1 − � � + � − 1 � + � .

根据边际收益递减规律
�2� �

��2 < 0,因而本文假设 � > 0.
�2� �

��2 =−
� �� − ��

2

2 1 − � 2 ��� + 1 − � ��
3 − � ≤ 0 成立,目

标函数是关于 � 的凹函数. 化简一阶最优性条件
��
��

= �� − ��
�

4 1 − � 2�� � 2 +
�
4 − ��.令

��
��

= 0, 即可求得�∗,

因而最优解满足 1 − � 2��2 �∗ 4�∗� − � �� − �� = � �� − �� .

将该式整理可得关于 � 的一元三次方程 W1�3 + W2�2 + W3� + W4 = 0, 其中 W1 =− 4� 1 − � 2 �� − ��
2、

W2 = 1 − � 2 �� − �� � �� − ��
2 − 8��� 、W3 = 2 1 − � 2�� � �� − ��

2 − 2��� 、W4 = �� − �� (� +

���2 1 − � 2). 将方程转化为 �3 + �� + � = 0 的标准形式,则 � =
− W2

2 + 3W1W3

3W1
2 =−

� �� − ��
2 + 4���

2

48�2 �� − ��
2 、

� =
2W2

3 − 9W1W2W3 + 27W1
2W4

27W1
3 =

8��� − � �� − ��
2 3

864�3 �� − ��
3 +

�� 8��� − � �� − ��
2 � �� − ��

2 − 2���

24�2 �� − ��
3 −



� + 1 − � 2���2

4� 1 − � 2 �� − ��
、� = � −

W2

3W1
.记 � =−

W2

3W1
.化简后得 � =

� �� − ��
2 − 8���

12� �� − ��
.若判别式 � =

�
2

2
+

�
3

3

≥ 0,则该一元三次方程方程有一个实根.根据卡尔丹公式,

� =
3

−
�
2

+
�
2

2
+

�
3

3
+

3

−
�
2

−
�
2

2
+

�
3

3
. (E2)

因而,优化问题 D 的最优解为

�∗ =
3

−
�
2

+
�
2

2
+

�
3

3
+

3

−
�
2

−
�
2

2
+

�
3

3
+ �. (E3)

推论 6 的证明

关于比例成交费费率 � 求导

根据多元函数求导的链式法则
��∗

��
=

��∗

�� �
�� �

��
+

��∗

�� �
�� �

��
+

��∗

�� �
�� �

��
.

��∗

�� �
= − −9� − 12�3 + 81�2

−2
3 + −9� + 12�3 + 81�2

−2
3 2

2
3�2

3
1
6 4�3 + 27�2

≤ 0、
��∗

�� �
=

−9� − 12�3 + 81�2
1
3 − −9� + 12�3 + 81�2

1
3 1

2
1
3 × 3

1
6 4�3 + 27�2

≤ 0、
��∗

�� � ≥ 0.
�� �

��
=−

� �� − ��
2 + 4���

24�2 ≤ 0、
�� �

��
=−

72�2� + 1 − � 3 � �� − ��
2 + 4���

2

288�3 1 − � 3 �� − ��
≤ 0,其中� = �2 −1 + � 3

+2� 1 − � � − � 1 − � + � − � −3 + � � + � 3 − 2� + � −1 + 2� 、
�� �

��
=

�� − ��

12�
≥ 0.

因而
��∗

��
≥ 0.

关于固定成交费 � 求导

根据多元函数求导的链式法则
��∗

��
=

��∗

�� �
�� �

��
+

��∗

�� �
�� �

��
+

��∗

�� �
�� �

��
. 由于

�� �
��

= 0、
�� �

��
= 0,

��∗

��
=

��∗

�� �
�� �

��
. 同上,

��∗

�� �
≤ 0.

�� �
��

=
−2 + � � + � 2 + � −1 + � − � + � 1 − � 2 − � − �

2� 1 − � 2 �� − ��
.

若平台不给予绿色补贴,即� = � = 0 时,
�� �

��
=

−2 + � �
2� 1 − � 2 �� − ��

,由于 0 < � < 1,
�� �

��
< 0,故

��∗

��
≥ 0.

若平台给予绿色补贴, 由命题 2 知,政府绿色激励系数 � 在其有效区间内,即 1 − � ≤ � ≤ 1 −
�
2 时, �∗ ≥

� 2 − � − � + 1 − � � + � − 1 ��

1 − � 2 − � − 2�
、�∗ = 0. �� 恒为正, �� >

− �2�
1 − � 2 − � − � � + � − 1

.因此,

�∗ ≥
� 2 − � − � + − �2�

2 − � − �
1 − � 2 − � − 2� . 又因为 �∗ = 0, � 2 + � −1 + � − � + � 1 − � 2 − � − � ≥ 2 − � �

成立,
�� �

��
> 0,故

��∗

��
≤ 0.

关于诚信建设成本系数 � 求导



�� =
�� �

��
= �� − ��

�
4 1 − � 2�� � 2 +

�
4 、�� =

�� �
��

= ��, �� = �� 时, λ取得最优解. 由于
�2� �

��2

< 0, ��是单调递减的. 如图 E − 1 所示, ��1与 �� 于 �1
∗ 处相交. 当 � 增大时, ��1 移动至 ��2,与 �� 相交于 �2

∗ . �2
∗

< �1
∗ , 因此

��∗

��
≤ 0.

图 E-1 � 对诚信建设努力水平的影响分析
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