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(1／【摘要】研究具有模糊系数的两层线性规划问题．分别对模糊系数的隶属函数为单调和非单调 

两种情形，给出将其转为具有确定系数的两层墁性规划求辉的方法，并给出数值倒． 
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0 引 言 

两层优化问题是多层优化问题中最简单的形式 ．也是多层优化问题的基础．两层优化通常用来研究 

两层递阶决策系统的优化决策问题．上层决策者控制决策变量 ．∈ R ，其 目标函数为 ，．Cr ， )，下层 

决策者控制决策变量 ∈R ，其 目标函数为 ( ．， ) + 一 ，卫'1， ：经常要满足不可分离的约束 

G(xt， z)≤ 0，在这个两层决策系统中，上层决策者(主者)首先选择自己的策略 ，然后下层决策者(从 

者)根据主者的策略 函，选择 自己的策略 32 来优 化自己的目标函数． 

如果 目标函数 (函， ：)， ( ，x2)，约束函数 G(x ． j均是线性的，则构成一两层线性规划问题 

(BLPP)，其模型表示如下 ： 

fmaxfl(工】， 2)= f 1+ 【 r2 
l 1 

l s．t． 是如下问题的解 

(BLPP) max J． 2)一 C21 1+ 如 (1) 
】 2 

i s-t一 ， 1+ ，≤6 

【 I1．j 2≥ 0 

近年来，人们对两层优化问题求解方法，尤其是两层线性规划求解方法 已作了不少研究．对上述的 

BLPP的求解 方法大致 可分 为以下几类 ：1。顶点枚举 法 ．2 基 于双 目标规 划 的格子 搜 寻方法 

(GSA)0 ，3。基于K—T条件和罚函数的转换方法 “ ，4 Yonng 3ouLai等』、最近利用隶属度概念提 

出的满意解求解方法 ]． 

以往的研究，(BLPP)中的系数一般都是一精确常量，但现实生活中，由于问题所处环境的不确定 

性 ，其中某些或全部系数(包括 6)都有可能是模糊的．比如．产品的价格在 一定时期内随市场供求而上 

下波动{每件产品所耗工时、材料等也可能有偏差；可用工时的上限，可由于工人延时加班而增加；可供 

分 配的某项资源，由于潜在供应者的存在而可能获得额外的资源．这样 ．在式(1)中假设全部系数均是 

模糊的，则构成一模糊两层线性规划问题(FBLPP)，其一般形式表示如下： 
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。m~x f,(xl’ 2 】I I— I 

t． 是如下问题的解 

(FI3LPP){ max ( 】． 2)一 2 + 12 2 
z 

s．t．Al l— j2 2≤ 

】 ． !≥ 0 

其中 一 ( ⋯， )，k一 1，2，(0 】2)一 (( Ll，I) ，(0Ⅲ：)1 )，(c2t， 22)一 (( ) 】，( )L )， 

一 (丑 ， )一 ((五 )⋯  ． )⋯  ) ， 一 ( ．)川 ，这里 Ⅲ ，￡2 L (̂ ： 1，⋯ ， )， ， (̂ 一 1，⋯， 

)， ( 一1，⋯． ， --1，⋯， ，k一1，2)， ．( =1，⋯．m)都是模糊数，都可分别建立他们各 自的隶属 

函数． 

本文将对(FBLPP)问题进行研究．提出将模糊两层线性规划转化为确定两层线性规划问题求锵的 

方法．为讨论 问题的方便 ，根据模型系数的隶属函数的类型不同(从而处理方法不同)，分为两种情形进 

行讨论 ：系数的隶属函数为单调和非单调的模糊两层线性规划问题． 

1 系数的隶属函数为单调的模糊两层线性规划 

系数的隶属函数为单调函数的情形，其典型例是所谓基于满意概念的模糊两层优化问题 ，即模型中 

含有的模糊系数所具有的隶属函数的意义是表示决策者对该模糊系数取值的满意程度 ，这在实际的决 

策问题中具有广泛的背景． 

现实生活中，模糊资源普遍存在，如可从供应方获得额外的材料，可要求工人加班延时工作以获得 

额外的工作时间等．当所使用的贤源量越少，决策者越满意．设当所使用的资源量小于某一确定值时，决 

策者绝对满意，满意程度为 1；当所使用的资源量大于某一确定值时，决策者完全不满意，满意度为 0；当 

所使用的资源量限制在某一确定范围内时．决策者的满意程度随所使用资源量的增加而线性减少． 

假设 6．的变化范围是[ ， __ ( 一 1．⋯ )则可建立基于满意概念的 的隶属函数 (如图 1) 

( )是单减的连续函数． 

现实生活中，目标函数中的价值系数也可能不是一确定数，而是随市场供求而变化．一种常见的情 

形是，价值系数越大 ，决策者越满意．但价值系数不可能无限制地增大，也不可能无限制地减少，因为价 

值系数的大小取决于现实的市场供求关系和经济环境的影响，通常价值系数是在一定区间范围内变化 ， 

假设决策者对小于某一确定值的价值系数完全不满意，满意度为 0；对大于某一确定值的价值系数绝对 

满意，满意度为 1；对界于某区间范围内的价值系数的满意程度随其增加而线性增加．假定 变化范围 

分别是[c 。tc ．+ ．]．i一 1，2， 一 1，2，⋯ ，k一 1．2则可建立 } 的基于满意概念的隶属函数(如 

图 2)． 

1 ％ > c + p 

c )／P 
．
c ≤ c∞

．
≤ c _- l 

0 c < 砖“ 

(。 )是单增的连续函数- 

现实生活中，技术系数也可能是不确定的，如单位产品耗用工时、材料等，随劳动生产率和工艺水平 

的变化而变化，有时也受劳动条件的影响．在保持产品质量的前提下，当然单位产品所耗用的某种资源 
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／ 、 i 

1 

＼ 
O b " +p 

圈 1 的隶属函数 

／ 

l 一  

O c c +P 

图 2 的隶属函数 

C 

越少，决策者越满意，通常技术系数也是由劳动生产率决定在一定范围内变动．设某技术系数小于某一 

确 定值 。决策者对其完全满意，满意度 为 l；某技术系数大于某一确定值 ，决策者对其完全不满意 ，满意 

度为 o；某技术系数界于某一区间内，决策者对其满意程度随其值增加而线性减少．若 的变化范围是 

：《。，d + p,j-_，i一 1，⋯，m，“一 l，⋯ ，n ， — l，2，则 & 的基于满意概念的隶属函数(如图 3) 

f l 口 <＆ 

tn 一 t《 + p 一d． )fp 西 ≤ ≤ + p．i 

l 0 du。> + 

心 ( )是单减的连续函数． 

设主从决策者对所有模糊系数能达成共同的满意程度为 ，令 

．

一  

1 

一  

12

一  

2I

一  

 ̈
一  一 ，i一 1一⋯ ， ， 一 l，⋯ ，m 一 

是一 l，2、这 里 ( ， )一 (( Ⅲ ) x ，( )× )，( · )= 

(( ) ( )⋯ )．由于系数的隶属函数为单调 的，其反函数 

存在 ，所以，将式(3)，(4)，(5)代入以上等式 ，可得 
=  + (1一 )舟 i一 1，⋯ ， 

日 = 4 + p _‘一 轨 

=

吨 +(1一 ) i=1t⋯． =1． ， =1．2 
c = ^ + p i= 1．2 t= 1．2 

／ ＼ 
． 

1 

＼ 、 
0 d L

，
d +p，l 

图 3 a 的隶属函数 

这里 ( ，c )一 (( J．) ，(f ) x )，(c ，f )一 ((吐 ) 一(fL 
。
) )．( _】' ) 一 (( lj1)⋯  ， 

( l )】× )，(A ，A )一 (( 】J_)Lx ，(户 ) )·记 A L一 (d + (1一 )产吐)⋯  ，A!一 (＆ + (1一 

／OPo )⋯  ，则式(2)可化为如下的参数规划问题 

_， ( · !)一 ( 十 A ) + (c + 产 ) 2 

s．t． z 是如下问题的解 

max (z1， 2)一 (也 + A ) ．+ (c + A ) 2 (6) 
2 ‘ 一 

s．t．(A】 l十 A2 2)，≤ + (1一 )A i一 1．⋯ ， 

， ≥ 0 参数 ∈ Eo，1] 

求解式(6)，便可得到式(2)的(含有参数 的)解．如果 值取定，则成为一精确两层线性规划问 

题 ，可以利用已有的两层线性优化算法求解． 

例 1 

maxfl— i zl一 -f2 
1 

s．t． z 是如下问题的解 
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max 一 i z + 2x2 
2 

s．t． 3x】一 5x2≤ 15 

3x1一 z2≤ 21 

3 z】+ z2≥ 27 

】，z2≥ 0 

其中的模糊参数具有基于满意概念的隶属函数．0 一 [2，3j． 一[1，3]， 一[15，1 7]， 一 [2．3]，占3 

一 ：25，27]． llI／i_2_， 是单增的，／Is．是单减的(隶属函数略)．令 ．一／i 一 一 一 一／i， 

则 f 一 2+ ／i，C2 L一 1-_2 ，6 一 1 7—2 ，63— 25+ 2,u， 一 2+／i，代入原方程，得下列辅助问题 

max，L一 (2+ ) 一 z2 

s．t． 是如下问题的解 

max 一 (1 4-2／~)x1+ 2 2 

s．t． 3x L一 5x2≤ 1 7— 2 

3x L— z2≤ 21 

(2 4- 
． 4-z ≥ 25 4-2 

l，z2≥ 0 

参数 ∈ [0，1] 

若 值取定，则上式成为一精确两层线性规划，取 一0．0．1，⋯，0．9．1，分别求解上式 ，则得到对应 

决策者不同满意程度的模糊两层线性规划的解． 

2 系数的隶属函数为非单调的模糊两层线性规划 

系数的隶属函数为非单调函数的情形 ，其在实际决策问题中的一种常见情形是所谓基于可能性分 

布的模糊两层优化问题 ，即模型中含有的模糊系数的取值具有某种可能性分布的隶属函数的模糊两层 

优化问题．它的意义不同于基于满意概念的隶属函数 ，它表示系数取值的可能性程度．下面分别就主从 

的公共约束和各 自的 目标中系数具有可能性分布的一些常见情形进行讨论． 

2．1 约束中系数具有可能性分布的情形 

设 (̂ 一 1，⋯，m， 一1，2)是服从梯形可能性分布的模糊数，用四元组表示 ，a 一 ( ，嚏 

， )， 的可能性分布函数如下(见图 4) 

1 0 n < m 一 d 或 alJ-> ％，I+ 茂 

＼L矗 一 一 f t m 一d {三n < m． ‘ ’
一1 1 m． ≤ ≤ 卵 

‰ +p 一n )i ， <Ⅱ～≤ + 
可能性分布函数表示某事件能够发生的可能性程度，如上述 

．．．
表示 能够取值在区间[m吨， ] 

的可能性最大，可能度为 1；而n 能够取值在[ 一 ， + ]区间以外值的可能性为。 能够取 

值在区间[m 一 ， ]的可能性线性增加确 ~ EIE[ ． ， ． 一_ ]的可能性线性减少． 

设 一 (p．，吼⋯t )， 的可能性分布函数如下(见图 5] 

f 0 6．<户．一 ，或 > 十 ． 

(6．)一 
6J一 ‘A一 J’]／ r 户J一 ·≤ < 

r81 

‘ l 1 A≤ ≤ 一 

、[(吼十5．)一6．]／5， < ≤ + 
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／ “ 

1 扛 

Ⅺ 、 、 
0 ／ 

n n 

／ 

1

＼ ̈ 

‘ 

、  

O ／ b 

围 4 帆的可能性分布函数 围 5 的可能性分布函数 

由于 ( 一 1，⋯， ，k一 1，2)， 均是模糊数，式(2)中的不等式约束左右两边分别是一模糊集合，上 

述不等式约束可理解为集台包含关系 

∑ a z +∑ 苛lJ2 ≤々 i一1·⋯，卅 

“≤，，相当于普通集合的“[”，运用模糊集合运算关系，式(9)左边等于(∑ ∑．m “ ． 

∑ ∑ z t∑。∑ z ，∑ ∑ 。凡 z )，为定义模糊不等式“≤”，需要利用模糊数排序方法一这 

里采用文献1-93给出的一种排序法．考虑 a 一 ( ．m ，畸， )，5．一 ( ．． ．f ．)均服从梯形可能性分布．定 

义 a．≤ ，当且仅当 ．≤ A， ． 嘶≤ P．一f．m ≤ 吼 一 ≤ + 同时成立． 

则上述模糊约束式(9)可化为确定约束 

『∑ ∑ ≤P 

∑。∑ ( ， q ) ≤P．一 

∑ ∑ z ≤q 

∑。∑．( +且 ) ≤q + 一1 9-1-一 

当 。 ， ( 一 1，⋯，m，̂ 一 1，⋯， 。，k一 1，2)具有三角可能性分布(如图6)，用三元组表示 

。

一 (吒 ，口 ，硝 ) i一 1，⋯， ^一 1，⋯，m k一 1，2 

，

一 (b7， ，bD i一 1，⋯ ， 

记 5．的 割集的中间值t左端值，右端值分别为( ， 0 F，硝 )，(郇，蟛·％)(如图 7所示)，则 

式(2)中的模糊约束可化为下面的确定系数的约束； 

fA + ≤ 

IAf + A z≤ 睇 

l + A； z≤ 邬 

【参数 C-I-o，13 

这 里 (AS，A ，A ) 一 ((口： )⋯  ，(。0 )⋯ ．一(略 )⋯  )(ATs，A知，̂ 知)一 ((日 )⋯ ·(口 )⋯ !， 

( ) )，(印，6；，醅)一 ((婚) (坼) ，(婚 ) )- 

2．2 主从的目标中系数具有可能性分布的情形 

假设 m ， (̂ = 1，⋯， )， _2f。，0‰ (五一1，⋯峨 )是具有三角可能性分布的模糊数．用三元组表 

示， 一 (f ，f ，以 )t这里 i一 1t 2，J·一 1，⋯， ·，k一 1—2· “的可能性分布函数如下(见图 8)． 
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， 、 ’ ¨ ’ 

l 

＼ 、 
O ／ 。s 畦 n 口v。 ，／ 

围 6 盈“( )的可能性分布函敷 

； 
( 一 ( 一 饥 )／(c 一 ) 

l 

， 、 ’ ’̂ 

I 

／＼ 
8 ＼ 、 
O n R n： d F 口 r6，J 

圉 7 在 ( )的 卢 割集 

c 
k
< c k或 c > 

啦， ≤ 哂 ≤ 

≤ c ≤ c ( ) 

则 目标函数_厂 ，， 也是具有三角可能性分布的模糊数 ， ． 
一 (cT~x1+ c ，c ．rl+ 吐 ，c7】 + f 2z：)一 ( ， ， ) 

= ( ．r】+ 《： 2，焉 +c 2， + 2 2)一 (力 ， ， ) 

为最大化 目标函数 ， 只需最大化 ， ， ，／}，以． ，即 

max7 ( ，,322)一 (疗 ， ，f7) max (z1，3f )= (力 ， ， ) 
L 2 

这样上下两层均是多 目标函数，可以用裤多 目标规划的加权平均法或其它方法把上下两层 目标函数化 

成单 目标 ，也可以用如文献[8]中的交互式等方法直接求解． 

为了保持 ， 的三角可能性分布，考虑 7 一 (， ， ， )， 一 (， ，ff，，；)，7 ( )由三点{( ， 

1)，( ，0)，( ，0))({( ，1)，( ，0)，( ，0)})完全决定．为最大化 ( )，只需把三点沿横轴向右移 

(如图 9)． 

／ 、n 
．  

1 

＼  
O ／ 

c0 c暑 c ． 

／ 

I 

、  

O j f 

国 8 的可能性分布函数 图 最太化 ，j、意圉 

从图 9看出 m x fI相当于 rl3．axf7，rain(fr )，max(f7一it')，maxf~同理 所以有 

rl3~X 1一 Imax只 rain(fr— i)，max( 一 )1 
l 1 1 

max，l= trl"~x定 min~f7一 ， ，max~f；一 定 
} 

仍可用加权平均法把上下两层多目标函数化为单 目标函数，也可用其它直接方法求解． 

再考虑 目标系数分布的另一种情形．假设 一 ( ．c ．)( = 1，2，山一 1，⋯m ， 一 1，2)分别是 
一 个区间值．可 定义 

^一(．r1， )=c + c ‘ ^m (z1， 2)一f ‘+f 

皿 ， ( ，z2)一畦L + 畦z ⋯ I，z。)=c嚣 + 如矗 
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这 里 (ch， )一 ((c ，(c ) )，(CtRl，c )一 ((c )． ，( ) )，(c ，吃) (( )tx ， 

(吒 )[Xx2)，(c ，c )一 ((c ) ，(c ) )．把模型(2)中的无限个目标函数化成如下问题： 

maxf】( I，z￡)一 max(f】 ( 1，5L"2) f ( 1， z)) 

rrmx fz( 1， 2)一 max(． ( l，z2)㈨fz (z】，z2)) 

如果决策者能表达关于区间值 的可能性分布形式，则 可用模糊集形式表示如下： 

己 一 {(c，饥， 
．
)， 帆 ∈ ‰，盔 ]) i一1，2 一1，⋯， k—l， 

假设 是凸模糊数，服从凸可能性分布，其可能性分布函数如图 10所示．取有限个可能度值 { ， 

⋯

， )，相应于 一 割集(口= 1，⋯，r，如图 i0)考虑 r个 目标值．可作如下定义 ： 

． ( ， 2)一 一  + f ～ 

．  

(z ， 2)： c 1+ ⋯  

_厂 ( 】， 2)一曲⋯ ．+如⋯ 2 

／乳 ( 1， 2)一c ～ 】+c曩嘲 2 g—l，⋯，r 

这里(c ～，c ～)一(( ) ，( )⋯ )，(c ，c ⋯)一 ((c )⋯ ，( )t )-(如 ，c ) 

一 ((c 一 ) ，(c ～ ) )，(c 一 ，c 一 )一 ((c ) ．)，(c 一 )一  )． 

将式(2)中目标函数用上面式子代替，最后化为如下形式 ： 

maxf 一max(" ⋯， -⋯ ff2～， ⋯ ⋯， 一 ． ) 

rl2ax f2= max(乃 ⋯， -⋯  ⋯  ⋯．⋯，／}⋯ ／} ) 

上下两层分别含有 2r个 目标函数，可用加权平均法把多目标化成单 目标．也可用其它方法求解． 

例 2 

maxf】一 z L— z2 
1 

s．t． ：是如下问题的解 

max f2= I 1 4-2x2 
2 

s．t． j 一 5 ：≤ 

3x1一 2≤ 2l 

j + 。≥ 新 

1， 2≥ 0 

／ 

1 ， ——、  

卢 
／ ＼ ／／／ ＼

、  

0 ／ 
⋯  c ． 

圉 10 的可能性分布函数 

假设其中的模糊参数服从三角形式的可能性分布(隶属 函数略)． 

。一 (2，l，3)， 21= (1，0．5，2)，a11= (3，l，4)，aI2= (一 5，一 6，一 3)，b 一 (1 5，l4．17)， 。 

2．5)．瓦一(27，25，28)商 画 ⋯b 。的 一割集的中间值，左端值，右端值分别为： 

口11 = (3，2 + 1，4一 f1) b j一 (15，J9+ 14，一 2 + 17) 

口12 一 ( 5， 一 6， 2 一 3) nⅢ 一 (3． + 2，一 2 + 5) 

b 一 (27，25+ 2 ，28 f1) 

原方程化为如下辅助问题 ： 

1T~ax J1= (2xI一 3b"2， 1一 z2，3 1一 2) 

s．t．z 是如下问题的解 

maxf2= (z + 2x2，0．5x 
2 
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3x J— 2≤ 21 

3 + 2≥ 27 

(2卢十 1) 1+ (卢一 6) 2≤ 卢十 14 

(4一 卢 -+ (一 2卢一 3)x ≤ 17— 2卢 

(卢+ 2)x】十 2≤ 25 4-28 

(一 2卢4- 5) l 4- 2≥ 28一 

．， ≥ 0，参数 卢∈ [O，1] 

若决策者事先给定最小可接受的可能度值 卢，则上式成为一确定系数的两层多 目标线性规划．可根 

据已有的各种算法求解． 

3 结 束 语 

本文讨论了具有模糊系数的两层线性规划问题 ，所提出的转化为具有确定系数的两层线性规划模 

型求解的方法，不仅对于解决现实世界中广泛存在的模糊递阶决策问题具有实际意义，而且为进一步的 

理论研究提供了基础．尽管本文的讨论是针对两层的情形 ．但本方法不难推广到多层的情况． 
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Bilevel Linear Programming W ith Fuzzy Coefficients 

Fu Yonghong，Du Gang 

School of Management，Tianjin University 

—

Abst
—

ract In this paper，bilevel linear programming with fuzzy coefficients is studied
． Bilevel linear pr。_ 

gramming with fuzzy coefficients whose membership functions are monotonous and non m。not。nous is 

transformed into bilevel linear programming with precise coefficients through different approaches respec 

tively．Two num erical examples are solved to show the applicability of these approaehes
． 

—

Keywo
—

rds： fuzzy coefficient，membership function，monotony，bilevel linear programming 
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