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有交易费用的证券投资最优策略。 

摘要：在假设证券价格服从几何布朗运动的基础上，运用随机最优控制理论，研究7在n个风 

险证券金融市场中带有交易费用的证券投资问题，建立了带有交易费用的证券投资最优控制 

问题的数学模型．首先，简述了文中所涉及的随机最优控制理论，给出了值函数、效用函数和粘 

性解的定义．然后，在粘性解的意义下，推导出1交易策略有限和交易策略无限两种情况下值 

函数所满足的偏微分方程，该偏微分方程是由变分不等式描述的自由边值问题．最后，给出了 

两种情况下基于最优控制问题值函数的证券投资最优策略．本文得到的结果可以用于投资基 

金管理、金融风险管理等实际I作中，提高决策的科学性． 
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0 引 言 

关于证券投资最优策略问题，具有奠基性的 

研究成果是 Markowitz的证券组合理论 ]．虽然 

Markowitz证券组合理论对于证券投资决策问题 

的解决具有重要促进作用，但是该理论所研究的 

问题是基于静态的数学模型，并没有解决关于证 

券投资的动态控制问题，而且以往的研究大多没 

有考虑交易费用 ]．80年代以后，人们开始运用 

随机最优控制理论研究具有不确定因素的证券投 

资动态控制问题，特别是近几年关于带有交易费 

用的证券投资最优策略问题的研究已经引起了高 

度重枧[ ．文[5]和[6]运用最优停时理论研究 

了带有固定交易费用的证券投资问题，给出了具 

有二个风险证券的投资问题一种简化算法；文[73 

运用随机最优控制理论研究了带有交易费用的最 

优投资和消费问题，但是，没有给出一般的投资策 

略；文[8]运用模拟退火方法研究了带有交易费用 

的证券投资问题，但是，当维数较高时，算法的收 

敛速度较慢；文[9]运用微分对策方法研究了带有 

交易费用的证券投资问题，但是只给出了交易策 

略有限情况下的最优投资策略．本文研究的基本 

思路是：运用随机最优控制理论研究了带有交易 

费用的 个风险证券的最优投资策略问题．首先， 

建立了证券投资问题的随机最优控制模型；然后， 

把证券投资问题归结为求解随机最优控制值函数 

问题；最后，基于值函数给出了交易策略有限和交 

易策略无限两种情况下的一般投资策略． 

1 预备知识 

以下简单叙述本文所涉及的文献[10 、[1 3] 

中的随机最优控制理论，而对有关理论不加证明， 

详尽的内容可参考上述文献． 

设(n，F，尸)是一概率空间， ( )， ≥0是概 

率空间 (n，F，尸)上的 ^维 Wiener过 程； 一 

[ ( )，s≤ ]是由Wiener过程 ( )产生的d一域 

族{ )，每个 一域F 都是完备化的；设u是 维 

欧氏空间R中的一个子集． 

考虑下面的随机最优控制问题，受控对象用 
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下面的随机微分方程卑描述 

f dx(t)= ( )，u(t)]dt+ ( )，“(f)]d"(̈ ⋯ 

1 (0)= 。 ⋯ 

其中， ( )是 维状态变量，“( )是 维控制变 

量，s( )表示 × 矩阵的全体的集合， (·，·)： 

× U— S(点)， (·，·)：R × U— R ． 

目标泛函为 

_，( )一EF[h(z(了1))] (2) 

其中．̂(·)：R 一R 为连续可微函数，F(·)：R‘一 

R 为效用函数，E表示期望算子、随机最优控制问 

题是寻求 ’(·)∈U，使得 

“’(·)]一supJ[u(·)] 

” (·)称为控制问题(1)和(2)的最优控制， 

相应于 (·)的随机微分方程(1)的解 z ( )称 

为最优轨道、 

定义 1 设F )：[0，十。。)一R，是二阶连 

续可微函数，且F。( )> 0，则称 F )为效用函 

数、 

定义2 若 F )为效用函数，则称 

V(x，t)一supJ(u)一supEF[h (r))] (3) 

为由随机微分方程(1)和目标泛函(2)构成的随 

机最优控制问题的值函数． 

下面给出由随机微分方程(1)和目标泛函 

(2)构成的随机最优控制问题值函数存在的条 

件 

(A1) 对一切 ， ∈R ，“∈U，函数 ．( ， 

)和 ．(z， )(i， 一 1．2，⋯． ) 

关于变量 满足条件： 

( ， )一 ( ，“)I≤KI 32一 

．( ， ) ，( ，“)f≤ ，』f —Yf 

其中， 一( ， 2，⋯， ) ， 一( )± ±，K，L是正 

数． 

(A2) 对任意0一 ( ， ，⋯， ) ，z一( ， 
一 ，xk) ∈ ，“∈U，存在正常数卢，使得如下 

不等式成立 
± 

∑ (z，“) ≥ (5) 
l· L 

引理 1 假定由随机微分方程(1)和目标泛 

函(2)构成的随机最优控制问题满足条件(A1) 

和(A2)，则该随机控制问题存在唯一值函数 

V(x， )， 且 值 函 数 满 足 下 面 的 HJB 

(Hamilton—Jacobi—Bellman)偏微分方程 

sup{V +( ，DV)+寺tr(MD )}一o (6) 
“∈U L I 

V(x，了1)一Fib )] 

其中，M — 是正定矩阵，D表示梯度算子，DV 
一 (VI．， ，⋯，V )。，D V是 Hessian阵，<·，·) 

表示内积，tr(·)表示迹算子，下标 f，‘( 一 1，2， 

⋯， )表示对相应变量的偏导数． 
一

般情况，HJB偏微分方程未必有光滑解，即 

使是 存在 光滑解 唯一 性 也不 一定满 足 ． 

CrandallMG和Lion PL于1983年提供了一种称 

为粘性解的新概念“ ]．在粘性解的概念下． 

HJB偏微分方程的解的存在性和唯一性问题容易 

得到解决．以下简述粘性解的概念． 

设 Q是 K维欧氏空间 中的一个具有光滑 

边界a0的区域、考虑如下非线性二阶偏微分方程 

H(X， (X)，Dr(X)，D 口(X))一 0 (7) 

X ∈ Q ． 

其中，H ∈c(Q×R×R ×S(点))，X∈Q， Q 

— R，Do表示V的梯度，D 是Hessian阵，且H满 

足下面的条件 

如果 尸≥P ，即 尸 尸 是非负定矩阵，则 

H(X， (X)， ，尸)≤ H(X，口(X)，P，尸‘) (8) 

VX， ，户 

定义3 如果对任意的h∈C (Q)及V—h的 

每一局部最大点x。∈Q，有 

H(X。．v(X。)，Dh(X。)，D。h(X ))≤ 0 (9) 

则称连续函数 口(x)为偏微分方程(7)的粘性下 

解．如果对任意的h∈C (Q)及 h的每一局部 

最小点 x。∈Q，有 

H(Xo，口(X。)，Dh(X。)，D h(X。))≥ 0 (10) 

则称连续函数 (x)为偏微分方程(7)的粘性上 

解、如果 (x)既是偏微分方程(7)的粘性上解又 

是粘性下解，则称 (姗 是偏微分方程(7)的粘性 

解． 

引理 2 随机最优控制问题(1)、(2)性能指 

标的最优值函数V(x，￡)是抛物型HJB偏微分方 

程(6)的一个粘性解． 

2 模型描述 

假设投资者存在一种称为银行存款的无风险 

资产 。(￡)，投资者可以自由地在银行中存取现金 
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购买或抛出证券，购买和抛售单位金额证券要付 

交易费用 a(o< < 1)，存入银行的现金可以获 

得利率为 rc( )的稳定收入．假设 ≈( )( 一 1，2， 

⋯ ，n)表示第 i种证券的余额；ri( )表示第i种证 

券的预期收益率．则 。(f)和暑( )( 一1，2，⋯，n) 

满足下面的随机微分方程 

dz。( )一[roXo(t)一∑Uil( )+∑“ ( )一n∑ ( )一口∑“ 。( ) ，z0(0)= 。 (11) 
= 1 一 1 r一 1 一 I 

d葺0)一[ 薯0)+地10)一地2( )]出+ ( )∑ dtq0)， 五(o)一置，i一1，2，⋯， (12) 
J一1 

其中， 表示第i个证券预期收益率受第 个随机 

因素 ( )影响的协方差，是n×n矩阵 中的元 

素，即以一 ( )⋯ ；方差 —— 佛方差矩阵M = 

 ̂ 是正定矩阵；且毗( )( 一 1，2，⋯，n)是相互 

独立的维纳过程f“ ( )≥0表示购进第i种证券 

的速率；U ( )≥ 0表示抛售第 i种证券的速率； 

U． ( )“ ( )一 0表示同一证券不能同时买进与卖 

出；z。表示初始现金余额∞ 表示第i种证券初始 

余额．方程(11)表示投资者现金拥有量的瞬间变 

化量等于现金利率瞬间收益r。 。(t)dt、 种证券瞬 

间交易额[一∑Uit( )+∑Ui2( )]出以及其付出 
z一 1 r一 1 

的交易费用[一 ∑‰( )一 ∑“ ( )]出的总 
r 1 一 1 

和+方程(12)表示第 i种证券金额的瞬间变化量 

等于第i种证券的瞬间预期收益 ( )≈(t)dt、第 i 

种证券瞬间交易额[ ( )一“ ( )]d 以及不确定 

瞬间随机收入 ．( ) ,t,idw，( )之和．在这种模 
=： 

型下投资决策问题可以描述为：投资者在随机因 

素 ，( )的干扰下，选取最优控制 ‰(f)和U ( ) 

使终期资产总值效用 暑(了')]的期望值最 

大，即目标泛函为 

or(“ ( )， (f))一EF[∑ (了')] (13) 

定义V(t， )一maxor(u1( )，如( ))为由随机 
I， 

微分方程(11)、(12)和目标泛函(13)构成的随机 

最优控制问题的值函数，其中㈨ ( )一 E- ( )， 

⋯，U I( )]T，U2( ) 一 Eu L2( )，⋯，“ 2( )] ．z 一 

[ n，函，⋯，‘] ． 

3 交易策略有限情况下的投资策略 

为了求解上述随机最优控制问题，首先证明 

本文的随机最优控制模型存在唯一的值函数，然 

后推导出该值函数满足的 HJB偏微分方程．最 

后，基于值函数给出了最优投资策略．根据引理 2 

容易证明下述定理 1， 

定理 1 在交易策略有限(“ ( )．“ ( )∈ 

[o，[， )的条件下，随机最优控制问题(11)、(12) 

和(13)存在唯一的值函数v(t， 。， ，⋯， )，且 

是如下HJB偏微分方程方程的粘性解 

l +r。 。 。+∑r Vt+专tr(宴三F盅 D V) 

1+ { ．一( f)+砉[一 +(- 啪))一。 n 

其中， 

O 

O 

： 
● 

0 

0 ··· 

I ⋯  

： ‘． 

h(x。， ，⋯， )一∑‘，V的下角标 ， 。， 表示 
r一 0 

V关于相应变量的偏导数． 

下面再推导最优交易策略． 

令 L1一V1一 (1+a)V 
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厶 一 V 一 (1一 口) 

Ll—V +r0％V +∑ V‘ 
i- 、 

+ — 1 tr( 三 j D V) 

则方程(14)便可写成 

厶+mx[∑L (￡)+∑厶 2(￡)]=0 
-2 i--1 i-- L 

(15) 

由方程(15)知，最优交易策略分为以下三种情 

况： 

(H1) 当厶 >0，L <0时．以最大速率买 

进第 i种证券，即 “．．( )= m (￡)一0； 

(H2) 当厶 <0，L口> 0时．以最大速率抛 

出第 i种证券，即 “r：(￡)=0m2(￡)=U．； 

(H3) 当厶 < 0，厶 < 0时，停止交易，即 

“ 10)一 2(￡)一 0． 

由V (￡，z。，o72 ．rI )> 0，即初始投资越 

多，目标泛函值越大．这样就不难证明在交易费用 

存在的情况下(n>0)，厶 ≥0和厶 ≥0不能同时 

成立，即对同一证券不能边买进边卖出． 

4 交易策略无限情况下的投资策略 

研究交易策略有限情况下的交易策略是因为 

数学上的处理方便和容易得到相应的结果，而事 

实上交易策略是无限的，因为，在实际进行交易 

时，瞬间的交易速率是无限大．所以，研究交易策 

略无限情况下的交易策略，具有重要的现实意义． 

下匾研究交易策略无限情况下的投资策略． 

定理 2 在交易策略无限的情况下，随机最 

优控制问题(】1)、(12)和(13)存在唯一的值函数 

V(t，如 ，⋯， )，且是如下偏微分方程的粘性 

解 

f rll~x{L3，L⋯ ⋯，，J 厶2，⋯，L2)一 0 

【V( ，zo， ，⋯， )=F(x。+ 1+⋯ + ) 

(16) 

证明 由定理 1的结论知道，当交易策略有 

限时，值函数满足偏微分方程(14)．当u．一。。时， 

有以下三种情况： 

(B1) 若条件(H1)成立，投资者将以无限 

的速率买进数量为她 的第 i种证券，由于交易是 

在等价交换的前提下进行的，投资者在交易的t。 

时刻资产总值是相等的．因此，投资者的值函数在 

交易的t。时刻应该保持不变，即 

V( ， 。， 
．

．
⋯

， )一 V( 。，o720一 (1+ 口)札 ，o72_I⋯，5el+ 配 ，⋯ ，o72 ) (17) 

由式(17)知 

V( ，3Cc, (1+ Ⅱ) 葺， ，⋯， ．一 札 ，⋯ ，o72 )一_v(￡c，‰ ，o721，⋯，o72．+ 卦  一，o72 ) 

+ V(￡c，如 ．o721，⋯ ，o72，+ d置，⋯，o72 )一 V(t0， 。， ，⋯ ．墨，⋯， )= 

V(f。， 。 (1+ 口)缸 ， L，⋯ ，五 + 如 --． )一 V( ， 。， 一，嚣 + 如 ．，⋯ ， ) 
一 (1+ d)8x． 

生二塑 睾 _1 。'_ 二 盟 d 
0 

令赴 一 0，可得L．．一0．由式(15)知，此时有厶 

< 0，L < 0； 

(B2) 若条件(H2)成立，投资者将以无限 

的速率卖出数量为如，的第i种证券，类似地有 

V( ⋯o72 z1，⋯ ，o72 )= V( ，o72。+ (1 口)札 ， 1， 

⋯ ， 一 如 ，⋯ ，‘) (18) 

令d0— 0可得L 一0同时有 厶 < 0，L < 0； 

(B3) 若条件(H3)成立，投资者将停止交 

易．由方程(15)可得L 一0，同时有厶 <0，L < 

0． 

O 

综合以上三种情况，便得到了交易策略无限 

时值函数V(t，z。函 ，⋯，‘)所满足的偏微分方程 

(16)． 

这样，通过求解偏微分方程(16)的Cauchy问 

题，可以得到随机最优控制(11)、(12)和(13)的 

值函数，再参考最优策略(HI)，(H2)和(H3)并 

用无限交易策略代替其中的有限交易策略，从而 

最终确定出基于值函数的投资策略． 
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5 结束语 

本文在假设证券价格服从几何布朗运动的基 

础上，运用随机最优控制理论，研究了在 个证券 

金融市场中具有交易费用 投资决策问题．本文 
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The optimal strategy of security investment with transaction costs 

LIU Hai-long ，FAN Zhi—ping2，PAN De—hui2 
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Abstract： Under the assumption that security price follows the Geometric Brownian Motion，this paper 

studies the investment problem with transaction COSTS in a n-security financial market，by using the theory 

of stochastic optimal control，and an optimal control model is establis}1ed for the problem of seeuritv invest 

ment with transaction cOStS．First，this paper states related theory on stochastic optimal contro1．and pro． 

rides the definitions of value function，utility function and viscosity solution．Secondly，in terms of viseosi 

ty solution，a PartiaI INfferential Equation(PED)is derived for the value function in two cases!bounded 

trading rates and unbounded trading rates．The obtained PDE is a free—boundary problem governed by a 

variation inequality．Finally，the optimai investment strategy is provided based on the value function of the 

stochastic optimal contro1．The result of this paper is userul in such practice as fund management，financial 

risk management．It is hope d that the resuhs can improve the scientific ievel of decision making． 

Keywords： security investment；transaction costs；stochastic optimal controi；value function；utility 

funotion；viscosity solution 
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