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摘要：传统的金融理论假定证券资产的价格变化服从正态分布或者对敷正态分布，并且经常是 

在一个固定的时问标度内讨论价格变化的概率密度函数．近来的研究表明，证券资产的价格变 

化的尾 巴比正态分布“胖”，为了刻划这种胖尾分布 ，研究不同时间标度概率密度函数之间的相 

似性，科学家们用L6vy稳定分布采描述价格的变化，但发现尾巴又太胖，因此卫引入了截尾 

L6vy稳定分布．它克服 了L6vy稳定分布的弱点．价格 变化 多标度行为的发现是金融市场标度 

理论的一个最新的具有重要意义的进展．本文对这些最新进展进行了评述． 
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F g 、 
1997f1~度诺贝尔经济学奖授给了Merton和 

Scheoles两位经济学 家，以表彰他们 在期权定价 

理论方面作出的巨大贡献，他们同已去世的Black 
一 道，奠定了现代期权理论的基础 ]．Black Se— 

holes定价模型至今仍然是现代金融理论中最基 

本、最普遍的模型，这个模型也是社会科学中少有 

的几个对金融、经济、管理及其它领域有深远影响 

的理论之一 ． 

自相似性和标度不变性是具有广泛用途的数 

理概念 ，是 分形理论 的基础 ．分 形理论创 始人 

Mandelbrot早在60年代初期就应用自相似性和标 

度不变性对棉花价格进行了研究 ． 

Bhck—sche0les模型中有一个最基本的假定， 

那就是基础资产的收益率服从正态分布，即基础 

资产的价格服从对数正态分布．从 Mandelbrot在 

60年代初关于棉花价格 的工作开始，直到最近一 

两年，有很多学者通过实证研究对此假定提出了 

质疑．如果对数正态假定不成立，期权的定价模型 

就可能存在问题，由此导致很多衍生金融产品的 

定价都不准确，因此对基础资产的收益率的分布 

及其在不同时间标度的相似性的研究，无论是从 

理论上，还是从金融管理的实践上看，都是具有重 

要意义的课题．本文首先讨论金融数据的统计描 

述方法，引人自相似性、标度不变性、稳定分布与 

负幂律分布等基本概念，然后讨论金融时间序列 

的相关性与独立性以及多标度理论，对有关的实 

证研究结果进行评述，最后是结论和展望． 

1 金融数据的统计描述 

由于信息技术和通讯技术的飞速发展，使得 

现代金融市场的数据非常丰富，每分钟可以记录 

几个数据．金融市场是一个受内部和外部众多因 

素影响的复杂系统，各类市场在价格形成机制方 

面有很大的不同，但可以用一些统计方法对其价 

格的变化模式进行研究． 

用 x(t)表示某资产在时刻f时的价格，对于 

给定的时间标度 丁，可以认为价格的增量 x(T+ 

f)一 (f)是一个随机变量，它的概率密度函数 
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朗运动模型来描述股票市场的价格渡动．将他的 

方法应用到股票的收益率(价格的对数)序列，在 
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jO年代是非常普遍的，这也是Black Scheoles定价 

模型的主要假定．这个模型可以得出收益率的增 

量(或者价格的增量)序列是一个独立同分布的 

正态分布随机变量序列．当7 充分大时，用 Ⅳ表 

示T／r．r表示最短的记录(或交易)时间间隔，则 

有 

( + T) z(f)一 (1) 

如 ．= ( — ir)+ ( + ( 1)r) (2) 

由中心极限定理知 ，当7 较大时，x(7’+f) 

z( )服从正态分布．如果T’较小，收益率的增量 

(或者价格的增量)又服从什么样的分布呢?不同 

71之间的概率密度函数有什么联系吗? 

2 自相似性、标度不变性、稳定分 

布、负幂律分布 

传统的金融学理论将注意力集中在一个特定 

的时间标度71的概率密度函数 上，对于不同的 

时间标度 T’，Mandelbrot在 60年代的研究已表 

明，这些Pr之间有 自相似性存在． 

所谓 自相似性，它是分形理论的一个基本概 

念．下面考虑一个实际问题：中国的海岸线有多 

长?这个问题 似乎很简单 ．查查百科全书就知道 

了．但问题并没有那么简单 ．如果你用一公里长的 

尺子去度量中国的海岸线，可以得到一个长度 ；如 

果你用一米长的尺子再去度量 ，叉会得到一个更 

长的长度；如果再用一分米长的尺子去度量，长度 

会 更长，⋯，这样继续下去 ，可以得到无限多个长 

度．因此，可以得 出结论，中国的海岸线没有特征 

长度．但如果将中国的海岸线用两种不同的比例 

尺绘制，可以看到两个图形非常地相似，这种相似 

性就是自相似性．没有特征尺度和具有自相似性 

是分形具有 的两个 基本特征 ，海 岸线是一个典 型 

的分形．在具有随机性的分形中，这种自相似性不 

是确定性的 自相似．而是统计意义的自相似性 ，称 

这种相似性为统计 自相似．可以用不同标度之间 

的密度函数之间的相似性来描述统计自相似． 

Mandelbrot在 研究 棉花 价格 时 发 现，假设 

S(< 7’)是另外一个时间标 度．P 表示随机变量 

【s ) z( )的概率密度函数．则有如下关系 

P (z)={ (÷) =(÷) (3) 

这里的H 表示自相似系数．(3)的含义就是 

对变量进行适当的变换后，较短时间标度价格变 

化的概率密度函数 P 与较长时间标度价格变化 

的概率密度函数 P 是相似的．换句话说，如果对 

某一资产价格的数据每天采样一次，然后作出价 

格关于时问变化的曲线，与每星期采样一次作出 

的曲线，在统计学意义上是相似的．这种关于不同 

时间标度的相似性就叫做标度不变性口 ． 

满足这种标度不变性的价格过程模型，最简 

单的就是 L y漂移(L~vy flight)，所谓 L y漂 

移，就是随机行走过程，每次行走的是独立同分布 

的 L y稳定分布，而通常的随机行走模型要求每 

一 次行走是独立同分布的正态分布．在 Levy漂移 

中，如果每一次行走是一个对称的 一稳定分布， 

则 L y漂移就是一个具有 自相似系数 H =1 

的 自相似过程，它的增量的概率密度函数满足 

(3)L ． 

所 谓稳定分布，它实际上是正态分布的一种 

推广．但稳定分布不象正态分布那样，能够明显地 

用一个函数表达式把它的密度函数表示出来．为 

了将稳定分布表述清楚，必须借助于密度函数的 

富里叶变换、即密度函数的特征函数来表示．用 

P(z)表示密度函数，P( )表示特征函数，则有 

P z)=』： d矗户(点) 妇 
PI k)一 l dxP( )e—h= <e—h) (4) 

J——一 

用特征函数可以很方便地把分布的各阶矩表 

示出来 ： 

( ㈨ )一 户( ) 。 (5) 

其中<)表示数学期望．由于 P(x)是密度函数，自 

然要求 P(0)一 1_在本文中涉及的分布都是对称 

分布，因此 P( )是对称的实值函数． 

对称的Ldvy稳定分布的特征函数为 

)一 exp(一 lk ) 0< ≤ 2 (6) 

其中 称为稳定指数，称这样的分布为 一 稳定 

分布． 一 2时就是正态分布， 一 1就是柯西分 

布．稳定分布与正态分布一样，具有卷积不变性， 

即满足可加性．如果x，( 一1，2，⋯，Ⅳ)是Ⅳ个独 

立同分布的 一 稳定分布，则和 
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Ⅳ 

∑X 
一

嵛  (7 这里 
与 具有相同的密度函数．注意在求和时使 

用的标准化因子是 Ⅳ” +而不是 Ⅳ．在通常的随 

机行走模型中，标准化因子正好是 ，̂． 

L~Pey稳定分布的另外一个重要性质是，当 

< 2时． 稳定的L6vy分布的密度函数的尾部 

服从指数为 1+ 的负幂律分布+即有 
r、 

P (z)兰 当 l l一 。。 (8) 

负幂律分布的尾部比正态分布的尾部 胖”． 

即如果用L4vy稳定分布描述价格变化的话，价格 

发生大变化的可能性要比用正态分布预测的可能 

性大．Mandelbrot在 60年代研究棉花价格变化 

时，首次用L∈vy稳定分布描述价格变化，发现了 

价格变化的自相似性．得到 一 1．7 ． 

负幂律分布在社会科学中有广泛的用途，很 

多社会经济现象都可以归结为负幂律分布 ．但 

证券资产价格变化的概率密度函数的尾部如果用 

负幂律分布来描述的话，那将会带来很多麻烦，因 

为当 < 2时．它的二阶矩、即方差不存在，而方 

差的平方根就是标准差 ．标准差 是一个非常重 

要 的指 标，它表 示 了证 券价 格波 动 的 幅度 

(volatility)，是证券市场的一个常用的指标+也是 

Black Scheoles公式的一个重要参数 ．从 实证研 

究的结果来看，发现价格增量的概率密度函数的 

尾部虽然比正态分布“胖”+但比负幂律分布还是 

要“瘦”一些．因此，L4vy稳定分布在描述价格波 

动时，还是有一定的缺陷+为此人们提出了截尾 

L@vy稳定分布 的概念． 

所谓截尾L6vy稳定分布，它就是中间部分仍 

用 Lhvy稳定分布，两个尾部用比负幂律分布瘦的 

指数分布来代替，其特征函数为 

( )一exp[一c0s南[1／2)(( +肿 
COS{／~amtg(k／2))一 )] ≠ 1 (9) 

它的尾部为 
r、 I{ 

T(z)兰 可 F l一 。c (10) 
lZ } 

显然，当 一0时，截尾L4vy稳定分布就退化 

为 Levy稳定分布+由(9)和(5)可以得到截尾 

L芭Vy稳定分布的方差和峰态 (kurtosls)为 

2 =  

cos(u~／2)( 一 2)( 一 3) (11) 

一 (z> k= 一 3 (12) 

负幂律分布虽然不能描述证券资产价格变化 

概率密度函数的尾部+但它确实描述了不同时间 

标度概率密度函数的自相似性，而这种自相似性 

体现为证券资产价格变化过程中不同时间标度的 

相关性． 

3 相关性与独立性 

传统的金融学理论认为，在一个具有充分流 

动性的市场里，价格的变化不具有自相关性．价格 

变化的自相关 函数定义为 

c( )= 蠹暑 (13) 
一 般说来，当 ≥ 15分钟以后+c( )就趋于 

零．价格变化的这种不相关性被认为是对有效市 

场假说的一种支持．自相关函数的快速衰减意味 

着价格的变化是不相关的，但这种不相关性不能 

推出价格变化是独立的．实际上+价格变化具有其 

它的非线性相关关系，比如考虑价格增量的平方 

组成的序列，他们的自相关函数就衰减得很慢．用 

g( ’)表示价格增量的平方序列的自相关函数，即 

)一 ⋯ ) 

在标准普尔 500期货价格中，g( )有如下的 

负幂律关系0 ： 

g(7’)兰 

一 0．37士 0．037 g。一 0．08 (15) 

g( )的这种负幂律关系说明了价格波动的 

幅度存在一种保持性．价格增量的绝对值也出现 

了类似的负幂律关系+价格增量绝对值的这种保 

持性，在金融文献里称为波动的聚集(clusting of 

volatility)+它意味着价格的一次大变化会紧接着 

另一次大变化，但不一定在同一方向． 

还可以从另一个角度观察价格变化序列的非 

独立性，自相关函数的快速衰减 ，可 得出方差具 

有线性标度关系，即有 

(Nr)一 N (r) (16) 

在一定的假设条件下，也可以用类似的方法 
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得出峰态与价格增量平方的自相关函数 g( ) 

g。／k 的关系如下： 

删 r)一 3 

是(f) ． 6(是(r)+ 2) 
Ⅳ 。 (2 d)(1 d)N (17) 

当Ⅳ较大时，k(Ⅳr)兰 ．即k与时间标度 
』 v 

之间的关系为负幂律关系． 

这种比线性相关层次更高的相关性的存在+ 

说明了金融监管的可能性，如果按照传统的理论． 

证券资产价格的变化没有任何的相关性，就完全 

不可能对价格的变化趋势作出任何判断，因而就 

谈不上有效的监管了． 

4 多重标度、多重分形、湍流 

前一节表明证券资产价格的变化具有某种意 

义的二阶相关性．是否还有更高阶的相关性呢?这 

就是本节要讨论的问题． 

由(1)知道 
N 

z(f+ Nr)一 (f)一 如 ． (1 8) 
， I 

假定 

缸 一 E， (1 9) 

这里的 是一个标度因子，它表示了价格增量的 

幅度，可以认为它是市场的局部波幅．随机变量 e 

是与 独立的、均值为 0、方差为 1的随机变量，这 

个随机变量序列短程相关．在一定时间标度内，考 

虑如下关系： 

<I 0+ Nr) 0) 。：N (20) 

可以证明 ．如果 y的各阶矩存在，当Ⅳ一 

。。时，5 一 ．上式说明 ．对不同阶的矩．有不同 

的标度指数．因为自相关函数 c(了1)会快速地衰 

变 到零．因此．当 q一 2时 ．；。一 1成立．当 q一 4 

时+应用峰态的定义有 

<I (f+ Nr)一 (f)I ) 

一 (3+k )( 0+ Nr) (f)I > 

。：3N0+ kN“一 (21) 

它是两个负幂律分布的和，在实证研究中+可 

以用一个单一的幂律关系来表示．由于 Ⅳ 不接 

近零，因此当q一4时， 低于其渐近值 一2．一 

般情形下有 < ，它们之 间的差随着 q的增大 

而增大，因此必须用多重分形理论 。。 来研究这 

种标度关系． 

多重分形理论描述了在一个分形集中，不同 

的部分具有不同的标度指数，所以又称多重分形 

或多标度分形．由(20)可以看出，当q较大时 +实 

际上着重分析价格增量较大的那些部分的标度行 

为．当q取负数时，突出了价格增量较小部分的作 

用．这说 明价格在不同的变化范围内有不同的标 

度关系． 

由于在证券价格变化中发现了多标度行为的 

存在．物理学家就将价格变化对不同时间标度的 

不变性与湍流中能量在不同方向的传播所出现的 

标度不变性进行类 比，得到 了一些具有启发性 的 

结论 。．由于在湍流中具有自相关性，而在价格 

变化中不具有自相关性+这种类比引起了很大的 

争论 ．借用湍流的理论和方法来研究价格变化 

的绝对值、平方等量的变化+还是一种很有意义的 

尝试．虽然价格增量不具有长程相关性，与湍流的 

基本假设相悖+但价格增量的绝对值、平方等量却 

具有长程相关性． 

5 标度理论在金融市场中的实证研 

究 

5．1 标准普尔 500指数中的标度行为 

Mantegna和 Stanley研究了标准普尔500指 

数 中的标度行为．他们的论文发表在权威期刊 

《Nature》上．使用的数据是 1 984年 1月至 1 989年 

12月6年共1 447 514个数据．他们同时研究了价 

格增量和收益两个时间序列，发现这两个时间序 

列在高频 区域有相同的统计性质．在研究价格增 

量的标度性时，使用的最短的时间标度为 1分钟， 

最长为 1000分钟，发现标准普尔 500指数可以用 

对称的 L6vy稳定分布来描述．价格变化的概率密 

度函数的中间部分与 Levy稳定分布非常接近． 

用 Y(f)表示标准普尔500指数在时刻t的取 

值 ，z( )一y(t) y(t 了1)表示指数差．对于不 

同的时间标度7’，用实际数据作出了z的密度函 

数，它们与 Levy稳定分布拟合得很好．为了估计 

有关参数，根据(3)可以得出对于不同的7’．Z一0 
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的概率 (。)与7’之间有如下关系 

P (O) (22) 

将上式两端取对数有 

l。g P (o)一常数一÷l0g (23) 
P 

由上式可以看出+只需在对数坐标纸上作出 

P (o)与7 的回归分析就可以得出 的估计值． 

它们得出标准普尔 500指数的 一 1．40土 0．05． 

对于每个 ，上面的估计方法只用到了概率 

密度函数中的一点 P (0)的信息，为了验证上面 

的标度关系对整个的概率密度函数 Pr( )成立， 

只需说明，对于估计值 ，(3)成立，即当 一1．40 

时，有 

(z)一 亍 P L(亍 ) (24) 

利用前面的数据，分别作出当 取不同的值， 

将横轴用 、纵轴用P可r (x)重新标度后的概率 

密度函数，发现当l≤7’≤1000时．所有经过重新 

标度的密度函数的中间部分都与P )重合，实 

证结果与理论结果相当吻合．但在分布的两个尾 

部，拟合效果不好．两个尾巴的分布比正态分布 

胖”，但比Levy稳定分布 瘦 ，因此必须用截尾 

L∈vy稳定分布来描述这两个尾巴． 

5．2 湍流理论与金融市场 

在文献[13]中，作者用 1992年 10月 1 El至 

1 993年 9月30日全世界的美元对马克的汇率共 

1 472 241个数据，对汇率的标度行为进行了研 

究．作者认为汇率变化山!的概率密度与时间标度 

血之间的关系．与湍流中两点之间的速度差,Av的 

概率密度与两点之间的空间距离 之间的关系 

类似，进而由这种类似性得出，对应于流体动力学 

的能量级联(cascades)，在外汇市场中也存在一个 

信息级联． 

在流体动力学中．有((△ )“>∞ ( ) ，当 ≤ 

3时，在一定 的假设条件下有 一 ，当 > 3时， 

<号． 
在汇率的变化中．利用实际的交易数据，也可 

以得到类似的表达式，<( ) )OC(At) ．对于不 

同的n，对比湍流和汇率，发现 与 ∈ 非常接近． 

因 < 并且不是常数，这说明必须用多重分形 

理论来研究汇率的变化． 

Mantegna和 Stanley口“ 以及 Arnedo[LT]等 

人对上面的类比关系提出了质疑，他们认为在湍 

流中，速度的变化是空间相关的，而在汇率的变化 

中，价格的变化是不相关的，因此汇率与湍流有本 

质 的不同．其次，他们还发现对不同的空间距离， 

在湍流中不存在(22)所示的那种标度不变关系． 

虽然金融市场中价格的变化是不相关的，但 

价格变化的幅度—— 波幅(volatility)却呈现出相 

关性．所以，Arnedo_I 等人认为，虽然不能直接将 

价格变化与湍流进行对比，但可以利用研究湍流 

的方法来研究价格变化的波幅的标度关系，他们 

用小波(wavelet)分析的方法研究了标准普尔500 

指数在一天内的波幅，发现其中存在类似于能量 

级联的信息级联现象． 

5．3 金融市场的多标度现象 

在文[19]中，利用 1966年1月至1998年6月 

总共 81 00个交易日的纽约证券交易所指数数据， 

对金融市场的多标度现象进行了实证研究． 

定义每天收益率(去掉平均收益之后)为 
C 

-- 0g 一 <log ) (25) 
u  f 

每天的波幅 不能直接观察．但可以间接地 

定义为 一 ，这里可假定所有 是具有均值为 

零、方羞为 1的且具有相同分布的正态随机变量 ， 

能够直接观察到的波幅就是绝对收益 l ． 

定义总和收益 (，J)为 

饰(L)一 + +l+ ⋯ + +L—L (26) 

以交易日为单位，当，J从 1到 250个交易日 

Ck约为 1年)，对每个 ，J，计算标准差 a(L)，如果 

^是不相关的 (或短程相关的)，则一定有 

(L)～ L 口一 0．5 (27) 

用纽约证券交易所的指数数据可以得到 一 

0．49，这说明了纽约证券交易所的指数收益是不 

相关的． 

定义广义总和绝对收益为 

7 — 0 

≠ 0 

(28) 

用 3(L， )表示 Z ， )的标准差，如果 f f 

∑ 三 ∑ 

l—L 一L 

f ● ．．．1  
一 

” 
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不相关，则一定有 

占(L，y)～ L ．9( )= 0．5 (29) 

但对纽约证券交易所的指数数据分析得到， 

当工从1到250交易日时， (1)兰0．19．卢(1．5)兰 

0．27． 

通过计算可以看出，当一0．5<y< +4时， 

(y)不是常数(如图 1)，图 1类似于多重分形理 

论 中的广义维数图，这说明由于 y不同， (工，y) 

中反映的波动幅度不同，y越大，突出了大幅度波 

动的收益率的作用，y越小，突出了小幅度波动收 

益率的作用，对于不同的 y，有不同的标度指数， 

即不同幅度的波动具有不同的标度关系．这种多 

标度行为的存在说明了ARCH或GARCH模型的 

假设有一定的问题．在考虑方差的变化时应考虑 

不同的标度行为 。． 

圈 1 对于不同的 、a(L， )的标度指数 卢( ) 
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Scaling and scale invariance in financial markets 

HUANG Deng—sht 

The School of Economics and Management，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031，China 

Abstract． Traditional financial theories was based on the norIT~al distribution of the prke increments and 

discussed the probability density function (PDF)of the increments in a given time scale．Recent researches 

show that the tail of the PDF of the increments was fatter than the norton1 distrlbution．For describing the 

fat tail distribution and discu~ing the similarity among PDFs at different time scales，~ientists introduced 

the L6vy stable distribution to describe the price inerements．Because the L6vy stable distribution has too 

fat tai1．the truncated LEvy stable distribution has been introduced．The truncated Levy stable distribution 

overcomes the shortcoming of the Levy stahle distribution．The di~overy of the multiscale behavior in the 

financial markets is a great progress and has important significance in the theory and practice．This paper 

review the new researches for the scaling and scale invariance in financia1 markets． 

Key words： financial market t normal distribution；~aling；scale invariance；fractal；truncated 16vy sta- 

ble distribution；multiscale behavior 
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