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求解不允许卖空证券组合前沿的区间搜索方法。 
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摘要：综合分析了不允许卖空时证券组合前沿的构成和性质，在此基础上给出了求解不允许卖 

空时证券组台前沿的区间搜索方法．应用该方法可以方便迅速地求出带有大型协方差矩阵的 

非负证券组合前沿厦构成前沿的全部抛物的解析式．对于大型证券组合优化 问题 的求解以厦 

最优证券组合选择理论和方法的实用化具有重要的理论意义和实用价值． 
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0 引 言 

均值方差(mean variance，MV)模型最优解 

中的卖空问题是静态组合证券投资理论研究中尚 

未完全解决的难题之一．这一问题的难点在于：第 

一

，虽然已经取得了一些研究成果，但到目前为止 

人们对不允许卖空时证券组合前沿的构成及其性 

质还缺乏清楚完整的认识；第二，尽管研究者们已 

经提出了一些不允许卖空时证券组台前沿的求解 

方法，但由于这些方法存在着计算复杂、理论不完 

备和实用性较差等不足，很难用于求解大规模证 

券组合优化问题． 

关于不允许卖空时证券组合前沿构成和性质 

的研究最早开始于 Markowitz，他提出的临界线 

算法 揭示了不允许卖空时证券组合前沿是由一 

组抛物线连接而成的这一事实．其后，Ross 在其 

有效集数学中分析归纳了与关于证券组合前站的 

研究成果，发现并证明了前沿证券组合中证券权 

重的单调性、文[3—5]研究了不允许卖空时证券组 

合前沿的可导性、文[6，7]中给出了关于卖空出现 

条件的三个定理，在此基础上文[8]分析了不允许 

卖空时证券组合前沿的构成，给出并证明了不允 

许卖空时证券组台前沿的五个性质．这些研究从 
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不同侧面揭示了不允许卖空时证券组合前沿的构 

成和性质，使得我们有可能利用这些研究成果，提 

出求解不允许卖空时证券组合前沿的新方法．目 

前，不允许卖空时证券组合前沿的求解方法主要 

有 Markowitz的临界线算法、文[9，lO3的解析方 

法和文[11]的树形算法等方法．临界线算法虽然 

有较好的理论基础，但计算复杂；解析法和树形算 

法还在发展中，解析法中如何确定闭区间的端点 

和问题和树形算法中如何确定“多余证券”的问题 

还没有得到很好的解决．此外由于这两种方法是 

以穷举法为基础的，因此不适于求解大规模证券 

组合优化问题． 

本文首先描述不允许卖空时证券组合前沿的 

构成及其性质，这部分内容将是总结归纳性质的， 

对于所涉及的定理本文将注明出处、直接引用，而 

不再重复证明．在此基础上给出“区间搜索方法” 

的原理，然后是这种方法的计算步骤，最后给出一 

个规模较大的数值实例以检验算法的有效性和适 

用性． 

1 不允许卖空时证券组合前沿的构 

成和性质 

根据现代组合证券投资理论，有效证券组台 
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可以由以下 MV模型求出 
1 

rain÷ V 

s．t． ‘e： R (1) 

’

“= 1 (2) 

其中 为Ⅳ种证券的权重列向量，e和 分别为Ⅳ 

种证券的收益率列向量和协方差矩阵，本文假定 

正定． 是分量为 1的 Ⅳ维列向量．尺为证券组 

台的期望收益率．该模型的Lagrange函数为 

L一÷ _-2(R一 e)+ (1一 。“) 
Z 

其中 、 为常数．根据此函数Merton̈l 给出了以 

下标准解 

一 (CR— A)／D． 

— rB— AR)／D 

一  (V一 )+ (V ) 

= r(CR — A) + 

(B— AR)V一 “ ／D (3) 

其中 A 一 V e，B— e。V～e，C： “ V叫“，D— 

BC—A。(文献[9，10]证明了V正定时D>0)．由 

式(3)可求得 

一  V 

一 (CR 2AR+ B)／D 

一  + (4) 

式(4)在以R为横轴，以 为纵轴时为一条以点 

P(A／C，1／C)为顶点，开口向上的抛物线，称此抛 

物线为证券组合前沿，见图 1a． 

1．1 不允许卖空时证券组合前沿的构成 

现在人们已经知道不允许卖空时，证券组合 

前沿是由一组抛物线连接而成的．为了进一步揭 

示不允许卖空时证券组台前沿的构成规律，在式 

(3)中，令 V e=h，V “一 g，V 一 EM-_= 

Em ]，则向量 h，g的第i个分量可表为 
Ⅳ 

h =∑ ， 
J l 

N 

g 一∑ ， 一1，⋯，Ⅳ 
一 1 

将 h ，g 代人式(3)得 

= [(ch 一舷 )R+ (Bg 一Ak．)]／D (5) 

由式(5)易知，(ch 一Ag )的符号决定了 (R)的 

单调性． 

a)允许卖空时 

定理 l 设 1 ={il ．一 ．> 0}、 

1一={il ．一A毋< 0}、 

1。一 {il ĉ 一 Ag 一 01，若 

R(I一)一 {R R = (Ah Bg )／ 

(Ch 一 Ag。)．q∈ 1 } 

R(I一)一 {R IR = (Ah Bg )／ 

(Ch  ̂ )．P∈ 1一) 

R。=maxtR lq∈1一)． 

Rl—rain{R lP∈1一} 

b)不允许卖空时 

圈 1 证券组台前沿 

则有式(5)中 ≥0(i一1，⋯，Ⅳ)，当且仅当R∈ 

[R。，R ]，和g．> 0(i∈10)． 

定理1由V6rOs给出(证明详见文献Elo])．由 

该定理可知：闭区间[Ro，R。 是否存在完全取决 

于 Ⅳ种证券(设其集合为 )的收益率列向量e和 

协方差矩阵 ．由于集合 确定后e，V就随之确 

定，因此[R，R。]是否存在就完全取决于选定的 

证券集合 ．若 满足定理中的条件，则当R∈ 

[尺。，R。]时MV模型解的分量 非负．由 与F 
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上点的对应关系知，在图 la中区间[R。，Rt]对应 

的曲线 上任意一点对应的证券组合权重向 

量非负．因此曲线 ．就是不允许卖空时证券组 

合前沿上对应于证券集合x 的部分．一般地，假 

设有 N(N ≥ 2)种证券构成的集合 S，在 S的 C 

+ ⋯+ c =2 一1个非空子集中，有k个子集 

(即Markowitz所说 的临界集)满足定理 1中的条 

件，则对于子集 s 0一 l，⋯， )存在一个闭区间 

[R。 ，R 对应于不允许卖空时证券组合前沿上的 

一 段曲线 ，7、 该段曲线上任意一点处对应证 

券组合的权重向量非负．将所有相临区间对应的 

各段曲线连接在一起就构成了不允许卖空时的证 

券组合前沿，且该前沿由集合s唯一确定．在图lb 

中，设相互连接的两条抛物线为 F 和凡 ，对应的 

临界集x、y为 s的子集且满足定理 l中的条件， 

则闭区间[R。，R ]和[R．，R j对应的曲线7’。7、 和 

丁 连接在一起构成了不允许卖空时(对应于证 

券集合x U y)的证券组合前沿Ⅳ 上的一部分 

。丁2． 

1．2 不允许卖空时证券组台前沿的性质 

在图lb中，若曲线 NF 为不允许卖空时Ⅳ种 

证券构成的集合s所对应的证券组合前沿，Ⅳ种 

证券的期望收益率列向量为e，e 和 分别为 

的最小和最大分量，则ⅣF 具有以下性质(有关证 

明见文[8])： 

① 若 ⅣF 上某一点对应的证券组合至少含 

有两种收益率不同的证券，则 Ⅳ 在该点处的导 

数存在且唯一． 

② 中出现负分量的条件是R> e一 或 R< 

e ，故曲线ⅣF 将位于直线R—e⋯和R：em 之 

间． 

③ 曲线Ⅳ 的左端点P 处．的证券组合只含 

有收益率为 ． 的证券；右端点 P：处的证券组合 

只含有收益率为 一 的证券． 

④ 由Ⅳ 构成和性质②可知，Ⅳ 的曲线方 

程可表示为 

f (R。1) Rm—e 

=  R -- R ≤ R ≤ R1．( = 1，⋯， )(6) 

【 (R1 ) R ：e⋯ 

其中，(R (R。1))和(R d (R ))分别为 ⅣF 

左 右端点 P 和 P。的坐标 ，k为集合 S中满足定理 

1中条件的临界集数目， R 十 为临界集 0： 

1，⋯， )对应的抛物线 Ⅳ ，『尺。．，R ．]为由定理 l 

确定的对应于 S．的闭区间． 

⑤设 P为 Ⅳ 上纵坐标最小的点，则曲线 

PP 为有效前沿，而 P P为非有效前沿(不含P 

点)． 

2 区间搜索方法的原理与步骤 

2．1 区间搜索方法的原理 

根据前文分析可知：不允许卖空时证券组合 

前沿由一组抛物线连接而成，其上每段抛物线均 

对应一个闭区间和一个临界集，临界集在闭区间 

内保持不变，只有在闭区间的两个端点处临界集 

才发生变化．变化的规律是：当临界集中证券收益 

率两两不同时，在闭区间端点处临界集只增加或 

减少一种证券(证明见文[8])，又由性质 ① 知，此 

时闭区间端点处不允许卖空时证券组合前沿可 

导；若临界集中有k种证券收益率相同，则在闭区 

间端点处临界集会增加或减少 种证券，且此时 

闭区间端点处不允许卖空时证券组合前沿将出现 

拐点(证明见文[9])．为了求出不允许卖空时证券 

组合前沿，必须求出所有的临界集及其对应的闭 

区间．． 

1)求临界集 

假定要求闭区间[R。，R ]对应的临界集，则 

只需在该区间内任取一点 R代人以下模型之中 

min丢 
s．t． 一 R (7a) 

∞= 1 (7b) 

E’ 一 O (7c) 

0 ] 

其中，E： I，0为 x(n— )阶0矩阵， 为( 
L』 J 

—  )阶单位阵，0为分量为0的( 一z)维列向量． 

其余符号意义同模型 1． 

求解该模型即可求出[ ，R ]对应的临界 

集．该模型的求解即可用文献[9，10]中的解析方 

法也可用有关数值方法， 中不为0的分量对应的 

证券构成的集合就是要求的临界集． 

2)求对应闭区间的端点 假定要求_尺。，R ] 

的右端点R 的数值，则只需要先求出[风，R ]及 

其相邻闭区间[R ，R：]对应的临界集 x、y，然后 
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再由x、y按公式(4)求出对应的抛物线 了1 ： 

=  R+ 和 ： 一 R+ ．两抛物线联 

立，即可求出R 的数值． 

2．2 区间搜索方法的算法 

由性质 ② 知不允许卖空时证券组合前沿位 

于直线R— 一和R=e⋯之间，因此区问搜索从 

R— 开始．给定初值：R。一 ，i一0， 一Ⅳ， 

Ⅳ 为给定证券集合中元素的个数． 

STEPI 令步长△R一 ( ⋯一e ． )／n～R 一 

R．+△R R 2一R +2 △R．若 R『十]≥ e 停止 

搜索． 

解模型 7，求出抛物线： 

．： 一iR+ ， R∈ [R．，R．+ ] 

『+1： = +1R+ +L， R∈ ：R +L，R +2] 

求出端点 R+ 的数值． ． 

STEP2 若 = 1十]，则令i=i一 1，返回 

STEP]，即如果两个小区问对应的抛物线相同就 

继续搜索． 

若 ．≠ 一，即如果两个小区问对应的抛物线 

不 同，则 比较 其 连 接 点处 的斜 率 ：̂如 果 

+ (R)IR=R．_ 一 (R)lR=R 。则令i=i+ 

1，返回 STEP1．即如果斜率相同。则两条抛物线 

相切，为相邻抛物线，继续搜索． 

如果 + (R)IR—R ≠ (R)IR—Rl+]，则 

需进一步判断：若临界集中有k种证券收益率相 

同(假定为 )，且此时有R1+]=e，则令i=i+1， 

返回sTEP1．否则令 =2N，返回STEP1．即如果 

斜率不同，则表明两条抛物线相交或不是相邻抛 

物线．对于相交的情形可继续搜索；如不是相邻抛 

物线，则表明有遗漏的闭区间，于是缩短步长继续 

搜索． 

3 数值算例 

为了说明和检验算法的有效性和适用性，以 

下给出一个数值算例．算例所选样本包括沪市 30 

指数中的30种和深圳的5种(随机抽取)共 35种 

般票．数据取 自君安证券哈尔滨分公司，收益率向 

量和协方差矩阵由 1996年 7月1日至 1996年 11 

月 20日共 1∞ 个交易 日的收盘价求出．应用区间 

搜索算法求出 33个临界集，其中包括：3l条抛物 

线和两个端点(见图 2)． 

a， b) 

圈 2 算饲中证券组合前沿的构成 

图2a为不允许卖空时的证券组合前沿，2b为 的区间搜索方法具有理论基础完备、算法简单明 

构成该前沿的31条抛物线(外加两个端点，共33 了，有利于大规模证券组合优化问题的求解等特 

个l临界集)及其连接情况，为节省篇幅 31条抛物 点．对于促进均值方差模型的实用化，以及机构投 

线的解析式略去． 资者研究制定各种动态组合证券投资和风险控制 

4 结论 策略具有较大的理论意义和实用价值_ 

本文提出的求解不允许卖空时证券组合前沿 
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The interval searching approach for sol ving portfol io frontier with no 

short selling 

YANG De—q蝴  ，YANG De—li ，SH I Ke—lu。，HU Yun—quan 

1。Institute of Systems Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 1 1 6024，China 

2．School of Management，Harbin Institute of Technology，Harbin 1 50001，China 

Abstract： This paper investigates the structure and the property of the portfolio frontier with no short 

selling，on this basis an interval searching approach for solving po rtfolio frontier problem with no short sell— 

ing is put foreword．Portfolio frontier with no short selling together with all of its composing parabolas can 

be conveniently and rapidly determined．The approach is of important theoretical meaning and practical 

value for solving portfolio optimization problem with large—scale covariance matrix and also useful for 

putting po rtfolio theory and its associate methods into practical use． 

Key words： portfolio；efficient frontier；short selling 
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