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摘要：在假设证券收益存在有界不确定干扰和考虑交易费用的情况下。基于微分对策理论，研 

究了最差情况下的最优消费和投资策略问题，首先，建立了最优消费和投资决策的微分对策模 

型 ；其 次，证明 了该微分对策模型存在唯一的值函数，并根据微分对策理论推导出了值函数满 

足的IB偏微分方程；再次，基于微分对策值函数，给出了最差情况下的最优消费和投资策略； 

最后，给出了IB偏微分方程解析解的一种求解方法，并对解的性质做了初步探讨， 
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0 引 言 

诺贝尔经济学奖获得者 Merton在7O年代初 

就在一定假设条件下建立了最优消费和投资模 

型口]，并给出了解析解．这是现代金融理论的突破 

性成果之一，人们将这个成果称为经典的最优消 

费和投资模型．时至今日，仍有许多人在不断放宽 

经典最优消费和投资模型的假设条件来研究这一 

问题，取得了许多成果”’ ．但其主要研究集中在 

两个方面：一是带有交易费用的最优消费和投资 

问题 i二是具有不确定收入的最优消费和投资 

问题 ]．这些研究大多都要求证券价格服从维纳 

过程．但是，现实的金融市场证券价格往往不真正 

服从维纳过程 ，那么这些用随机动态模型研究证 

券投资决策问题的方法就不再适用了．因此有必 

要研究其它解决问题的方法．本文将研究另一种 

非完全市场情况下的最优消费和投资问题。既考 

虑了证券收益存在有界不确定干扰又考虑交易费 

用的情况。所使用的方法是微分对策方法．关于运 

用微分对策方法研究证券投资决策问题，文 7。8] 

给出了这种基本思想，但没有进行深入具体的研 

究．文[9]仅运用微分对策方法给出了投资策略． 

1 微分对策模型描述 

为了描述问题方便。作出如下一些假设：考虑 

只投资一个风险证券，r表示投资决策过程的终 

端时间； ( )，Y( )分别表示在 t时刻银行存款的 

现金余额和证券余额} ⋯Y 分别表示初始现金额 

和柳始证券金额； (7 )，y( )分别表示终端现金 

余额和终端证券余额；C( )表示投资者的消费过 

程i“t(￡)，“ ( )分别表示证券的购人速率和卖出 

速率。 ( )，“2(f)∈[0，u]．U是常数，当 (f)一 

(￡)一0时表示没有交易； (f)∈： 1，1]表示 

不确定 因素运动方式 ； 表示不确定程度．这一部 

分所研究的问题是：假设在固定的有限时期 内， 

投资者既不增加资金，也不抽取交易费用外的资 

金．假设投资者可以自由地从银行存款中取出现 

金购买证券，也可以自由地抛出证券，变为现金存 

人银行．但是购买和抛售单位金额证券要付交易 

费用 m由于不确定因素 v(t)的存在，证券余额 

y(t)可能增加也可能减少．投资者的目的是针对 

不确定干扰最差的情况下。选取最优交易策略 

“(f)和消费策略r(￡)使终端值的效用最大．这一 

问题可以用如下微分对策模型描述 
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a-(f)一 r (f)一 c(t)一 “l(f)十 “ ( )一 

∞ ( )一 m 2(f J， 

上(O)一 z (1) 

(f)一 r2 ( )+ “ ( ) (f)十 0)， 

(0)一 c (2) 

目标泛函为 

(“】．“。， ， )一 {l F(c(5))exp(一,or)山 十 

F ( (T))+ Fz( (r))} (3) 

其中 _ r 分别表示无风险利率和风险资产投资 

的预期收益率 ；i0表示贴现因子，P越大表示未来 

消费的贴现率越大；F )，F ( )．F。 )分别为效 

用函数．方程(1)表示投资者现金拥有量的瞬时 

变 化量 等于现金利 率收益 l，I( )z(f)、瞬时消 费 

c( )、瞬时交易额“ ( )+“。(f)和付出的交易费用 

( )+“ ( )]的总和．方程(2)表示证券金额 

的瞬时变化量等于股票收益j一-。(f)十 ( ) (z) 

与证券瞬时交易额“。( )一 (f)之和．其中股票 

收益率 r (￡)+ ( )由两部分组成：一部分是预 

期收益率 r ( )；另一部分是不确定干扰 ( )，由 

方程(2)可以看 出，本文用有界不确定 干扰 v(t) 

代替了随机动态模型中的维纳过程，所以本模型 

可以用来描述另一种不确定性问题．这里的问题 

可看作：控制者一方(投资者)在干扰控制者一方 

(不确定因素 ) ( )最差 的情况下 ，如何选取控制 

．(f) ( )∈ O，f，：和 c( )，使 Ft标 泛 函 _， 

最 大． 

其中 的下角标 ，-r， 表示V关于相应变量的偏 

导数． 

定理的证明见附录． 

现在讨论 IB方程(4)解的形式 ，通过求解 IB 

方程(4)中的两个优化问题，可以得到基于值函 

数的最优消费和投资策略． 

问题 I 

N —max{F(f)一cV ) (5) 

假设具体的效用函数为F )=专z ，(y< 

l， ≠ O)，则问题 I的最优解为 

c一 ( )向  (6) 

最优值为 

Ⅳ一L ( )击 (7 

问题 Ⅱ 

M — max{L1 0)+ L2“2( )) (8) 
1 z 

其中 L．一V 一 (1+e)V (g) 

L 2一 一 + (1一 a)V (10) 

则问题 Ⅱ的最优解分为以下 3种情况： 

1。当厶 >0，L < 0时，最优解为“ ( )一U， 

¨)一0，最优值为M =L U； 

2。当 <0，L >0时，最优解为“ (f)一0， 

2( )一U，最优值为M L U； 

3。当 < 0，L2< 0时 ，最 优解 为 (f)= 

( )一o，最优值为M 一0 

2 苎三值函数的最优消费和投资 3 1B偏微分方程的解析解 策略 ⋯‘。 。。。⋯⋯⋯一 

为了求解上述微分对策问题，首先，证明本 

文 的微分对策模型(1)、(2)和(3)存在唯一的值 

函数． 

定理 1 在交易策略有限的条件下，微分对 

策问题(1)、(2)和(3)存在唯一的值函数V( ，z， 

)，且是如下伊萨克 一 贝尔曼(Isaacs—Bellman)方 

程的粘性解 

I ．1_r， + r! 一 yle" 【一 P — 

max{F( ) f ，+ 

max [V (1十a)V ] 0)+ (4) 
l 。” 

[ 十 (1一 ) ：“2( )}一0 

I ( ， ， )一 F ( )+ F2( ) 

这一部分对IB方程(4)在各种情况下，解的 

形式进行了讨论，并得到了在相应情况下解的解 

析表达式．首先将优化问题 I和问豚 Ⅱ的最优 

值代人方程(4)得 

f c+ +r2yV yV， 一P 4- 

l L ( )南．． 

< max 一 (1+a)V ]“ ( )+ (11) 
”I ”2 

l — _‘(1 ) ] ( )}--0 

lV(7’，32， )一F (-r)+F ( ) 

由于 IB偏微分方程(11)是高度的非线性关 

系，对一般的效用函数 F( )，F．( )，F。Cr)很难 

求出解析解，因此考虑如下的特殊情况 
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F( )一 i-"1(z)一 F ( )= 

下面分 4种情况进行讨论 

r L > 0．L < 0时 

- 0< < 1 ( 
， ， )一 132．~ 

令 V— y z 厂．0)+ 7_。 ( )一 ( )． 

厂 (T )一 1．， (7 )一 1． (12) 

厂 (f)≥ 0，f3(7 )一 0 

先将最优值 Ⅳ，Ⅳ 代人方程 (4)，然后再将式(12) 

代人得 

一 f ( )十 r l(0 一Pf,(f)+ 

[厂 (f)]吉]+ 
_。，[ ( )一r ， 0) 卢 ， 0)～ 0)]+ 

， ( )一P，。( )一UEf20)一 (1+ 1／ 0)]一0 

由 ， 的任意性必有 

f( )一?-1y ( ) 1(̈ + 

÷'，[ (￡1] 一。，f．(7 )一1 (13) 

f (f)一 r ， ( )一卢 ( )一 

0)一 0， (了1)一 l (14) 

， ( )一 ( )+uE (f) 

(1+ )， ( )]一 0，／：(了1)一 0 (15) 

求懈方程(1 3)，令 ( )一 [厂 (r)]古 ，则 

， ( )一 ( )]“ (1 6) 

，( )一 (1 y)EA<t~3 A(f) (tT) 

将式(16)和(1 7)代人式(13)得如下方程 

^( )一 ； ̂ ( ) (18) 

解方程 (18)得 

( 一  二 
⋯  (r y 一 

将式(1 8)代人式 

f 0) 

+l 
ex [! c 
(16)中得 

1 

(rIy P) 

． 1 

’ (r_ — p) 

+ 

]． 

P) — 

t)l (1 9) 

唧 [ c丁 ㈣ l 门 J 
显然由方程(14)和(15)可以得到 

，i(f)一expE(r：y 卢y P)(?’ )] (21) 

， (f)一exp( )I u[ ( ) (1+ )· 

， ( )]exp( os)ds (22) 

将式(2O)、(21)和(22)代人式(1 2)得值函数如下 

l— y 

(rly— p)7 

[ + ]- 

ex [ )一-．I一 + 
y—yYexp-( 7 P)(了1一 f)：+ 

exp(pt)l u-f20)一(1+ )，L( )]· 

exp( ,os)ds 

2。L L< 0，L > 0时 

先将最优值 N，M 代人方程(4)中．然后再将 

式(12)代人，与第一种情况推导的方法完全相 

同．可求得值函数为 

(f，z．_y)一 一 p) + 

[ + ]· 

唧 [篱 c丁 + 
7。。b-' expE(r~7 P)(了1一 ：+ 

exp(,ot)l u[ f2( )+ 

(1 a)，：(5)]exp(一ps)ds 

3 L < 0，L：< 0时 

先将最优值Jv， 代人方程(4)中，然后再将 

式(12)代人，同理得 

7 J 
口 

+ 

[ + ]· 

唧 [ c丁⋯ 一 
_1 expE( 卢 户)(丁 )] 

4。L > 0，L：> 0时 

此时f ( ) (1+ )， (幻>0，f L( )(1 ) 

一 ，2(f)> 0，则 f L( )(1一 )>f L( )(1一 )，即 

( )< 0．这与 a和上面已求出的 (f)皆大于 0 

相矛盾 ，故这种情况不可能出现． 

4 消费和投资策略分析 

1。消费策略分析 

将值函数 V(t，z， )代人式(6)．可得到最优 

消费策略 
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， r ～
I 1 7 

【 “ “  
～

1 二l。 一。 
一

1 上  二  一
． 

一  
y— p)7

一  

ex ：等 cT 
2。投资策略分析 

将值函数 V( ， ． )代^式(9)和式(10)可 

得到 

，_I— exp-(r!y 卢 —P)(T— )] 

(1+ d)I 一f ( ) (24) 

L!一 一 expE(r ∥ P)(7、 f)]一 

(1 ) ， 0) (25) 

t)当 L > 0， < o，p< r_ 一 

{ln(1+ )+ (y 1)(1nz lny)+ 

lnf ( )}时，以最大速率买进证券． 

2)当L．< 0． >。，．9> r． 导 

{In(1 。)+ ( 1)(1nl-一 lny)+ 

lnf ( ))时．以最大速率卖出证券．令 

— r 号 {ln(1+n)一 一r 二 i ‘+ 一 
(y— t)(1n lny)+ ln，．( )} 

6—7-2号 -．兰 ln(1 )+ 
(y 1)(1nl- lny)+ infl(f)} 

3)当L < 0．L < 0-“<．9<b时，停止交易． 

由此可以看出，当p小于n时，投资者应以最 

大速率买进证券．当．9大于6时，投资者应以最大 

速率卖出证券．当 处于(n，6)区间时，投资者可 

不做任何交易，处于观望之中．当 —n或 ．9—6 

时．最优策略不确定 ．即奇异控制． 

5 结论 

使用微分对策方法研究基于最差情况最优消 

费和投资策略是文[9]的继续和深^，虽然推导 

最优消费和投资策略的解析表达式比较繁琐．但 

有清晰的思路和重要的经济意义，而且最优消费 

策 略与经典最 优消费策略的结果形式上是一致 

的．其投资策略与文[9：是相似的，同时本文使用 

的方法和研究思路是一种新的探索． 

附录 

以下简述微分对策理论 ．而对有关理论不加 

证 明．详尽的内容可参考文[10 12：．考虑由下面 

常微分方程描述的微分对策问题 

X — f( ，X0)． ( )， 0))．X(0)一 X (A．1) 

其 中X( )E R 是状态变量，u(t)E Q ， (f)∈Q2 

分别表示控制双方的策略，集合 Q 和Q：是欧几 

里得距离意义下的紧集．设对策的支付函数为 
r 

or(￡。．Xc、“， )一 l ( ，X( )，“( )， (s))· 
J  ̈

g( ，X ( )， ( )， (s))ds+ 

了1，x(7、)]· 

g0，X (f)， ( )， ( )) (A．2) 

其中 ：[0，了1]×R ×Q ×Q — R ， ：[0，T]× 

R ×Ql×Q 一R ，g：E0， ．]×R ×Q ×Q2一 
广 - n 

R ，g( ，X0)，“( )， ( ))= expl— l b(X )， 
一  J 

“ )，口0))d 1． ：R ×Q ×Q 一R ． ：EO，7’]× 

—  
，控制 “( )努力使其最大，控制 ( )希望 

其最小． 

定义 l 微分对策(A．1)的下值函数定义为 

( ，X)一 max minJ(t，X ，”， )． 
∈ 0 。∈02 

定义2 微分对策(A，1)的上值函数定义为 

(f．X)= min max or(t，X，“， )． 
∈02 ∈口L 

由微分对策的理论知道，对 V( ，x)E ：O， 

rl×R ．微分对策的上值和下值有如下关系 

一(f，X)≤ V ( ，X) (A．3) 

当式(A．3)等号成立时，微分对策(A．1)、(A．2) 

存在值函数．值函数定义为 

V( ，x)∈：0，T]×R ， 

V(t，X)一 V一(f，X )= V 0，X) 

下面给出微分对策问题(A．1)、(A．2)值函数存 

在的条件： 

(B1)函数 ：[0，T]×R ×Q × 一 R 和 

：[0，T]×R ×Q ×Q。一R 是连续的，并对所 

有的( ，X． ． )∈E0，r]×R ×Q ×Q2，有 

l，( ，X， ， )l≤ R (1一 lx1)， 

1l ( ．X． ， )l≤R (1+ l x 1) (A．4) 

其中 R，和R 是正数，lxl是欧几里得范数． 

(B2)对一切(f，X．“， )∈ ：0，71_×R × 

Qt× Q2，y∈ ，函数 ，关于变量 x，满足 

I ipschitz条件 
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I，( ．x+ ， ， ) ( ， Y，“， ≤ 

RLIIYI (A．5) 

其 中 心 是正数． 

(B3)对任意 ∈̂R 和( ，x)∈-o，了1]×R ， 

如下 Isaacs条件成立 

max rain H ( ．X ， ， ，̂)一 
∈0 ’‘ ： 

rain i~lax H ( ，X ． ． ，̂ )一 
E日! E0 L 

H (f， ． ) (A．6) 

其中 H( ，X，“， ， )= 0，x，“， )一 6( ( )， 

u(t)， ( )) ( ，X)+ { ． (f，X，“， ))’(̂√ 表 

示 中向量 与̂ ，的内积． 

一 般情况下，值函数不是 c 的．Isaacs Bellman 

偏 微 分 方 程 未 必 有 光 滑 解 ，因 此 为 了 用 

Isaacs Bellman方程来刻划值 函数，必须更新概 

念，另辟途径．在2O世纪80年代初期．CrandaHM 

G和 Lion P 1 提供了一种称为牯性解 的新概 

念 ”。“．在粘性解 的概念下 ，Isaacs—Belhnan偏微 

分方程的解的存在性 和唯一性问题容易解决．下 

面给出粘性解的定义： 

设 Q是 K维欧氏空间 中的一个具有光滑 

边界 J姐 的区域，C(Q)表示在区域上实值连续函 

数的全体，C (Q)表示在 区域 Q上有连续一阶导 

数的实值连续函数的全体．以下考虑一阶偏微分 

方程 

F(X ， (X )，DzL,(X))一 0 (A．7) 

其中 F(·)：Q ×R×R 斗 R，X∈ Q，w：Q斗 R， 

Dw,表示 的梯度． 

定义 3 如果对任意的 h∈C’(Q)及 "一h的 

每一局部最大点 X。，有 

F(X。， (X。)，Dh(X。))≤ 0 

则称连续函数 (x)为偏微分方程(A．7)的牯性 

下解 ． 

如果对任意的h∈C’(Q)及Ⅲh的每一局部 

最小点 ．有 

F(X。．w(X )，Dh(X ))≥ 0 

则称连续函数”(x)为偏微分方程(A．7)的粘性 

上解 ． 

如果 (x)既是偏微分方程(A．7)的粘性上 

解 又是牯性下解，则称 (x)是偏微分 方程 

(A．7)的粘性解． 

在有些情况下，上述粘性解的定义用起来不 

太方便 ，因此 ．引进一些等价的定义，为此 ，首先引 

进一些记号 ．对于甜(X)∈C(Q)以及 』Y ∈Q．定 

义函数 (X)在 置 点的上微分为 

D— (x )一 户∈R ：lira[Ⅲ(x) 
⋯  

甜(』Y ) (户，x—x )：≤ 0} 

(A．8) 

类似地 ．定义 函数 (X)在 x。点的下微分为 

D w{X )一 lP∈R lira Lw(X) 
⋯ “ 

(x )一 (户，x ～ x ) ≥ 0) 

(A．9) 

现在给出粘性解的另一个等价定义． 

定义 4 如果对任意X E Q，PE D w(JY)．有 

F(x，Ⅲ(x)，户)≤ 0 

则称连续函数 (x)为偏微分方程(A．7)的粘性 

下解 ． 

如果对任意 X ∈ Q，P∈ D— (x)，有 

F(x， (x)，户)≥ 0 

则称连续函数 ( )为偏微分方程(A．7)的粘性 

上解． 

如果 Ⅲ(x)既是偏微分方程(A．7)的粘性上 

解又是粘性 下解，则称 (x)是偏 微分方程 

(A．7)的牯性解． 

引理J⋯’ 假设微分对策问题(A．1)满足条 

件 (B1)、(B2)和 (B3)，则微分 对策 问题 (A．1)、 

(A．2)存在唯一值函数 V(t，x)：Eo，7']×R 一 

尺，且是如 下Cauchy问题的粘性解 

fH(t，x，DV)一0，( ，x)∈[o，丁]×R 

J ( ， )一 7’， ( )]， ∈R 

(A．10) 

其 中 H( ，X，̂)由(A．6)定义 ，DV表示 的梯 

度，控制双方的最优策略按如下方式选择．对任何 

^∈ ，最优策略满足式(A．6)，即 

( ， ， )一 Arg maxLmin H(t， ， ， ， )] 

(A．】1) 

(f，x， )一Arg minEmax H(t，x，“，F， )] 

(A．1 2) 

当值函数V( ，x)在点(f，x)处连续可微时，其中 

等于 的梯度 ，即 ^一 DV． 

定 理 1的证 明：显然微 分对策 问题 (A．1)、 

(A 2)和(A．3)满足条件(B1)和(B2)，下面只须 
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证明条件(B3)也满足，对任意 ^= ( -． )∈R ， 

0， ， )∈ [0， ]×R ， ，0)， (f)∈ ：0，u]， 

口(f1∈ [一 1，1]有 

左端 一 ITISX min{V 一 pV+ F(c)+ 
。”?’I 

(̂．f(t， ，Y， 1，“!， )))= 

max rain{V．一 pV — F )+ 
”i 2⋯  

1̂ 1 c (1+ a)u10)+ 

(1一 )“2“)]+ 

。̂[ Y+“l( )一 20)+ 

flyv(f)])= 

V 一,oV+ IrI5r一 2̂r 一卢I I+ 

max{F(c)一ca．)+ 
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Optimal consumption and investment strategy based on worst—case 

L／U Hai long，Ⅵ， Chong一 ng 

Aetna School of Management，Shanghai Jiaotong University ，Shanghai 200052，China 

Abstract： Under the hypothesis that security returns have bounded uncertainty，considering transaction 

costs，based on the theory of differential game，a optimal consumption and investment decision prohlem in 

financial market is studied．First，the differential game model for optimal consumption and investment deci 

sion problem was established．Secondly，the differential game proved to have a unique value function，and a 

partial differential equation is obtained for the value function．Third，The worst case optimal consumption 

and investment strategies are given．Finally，the．solution of IB partial differential equation in financial in— 

vestment is made to explore the properties of the solution roughly,． 

Key words：optimal consumption and investment；differential game；bounded uncertainty；Isaacs—Bellman 

equatlon 

(上接第47页) 

Combination forecasting based on Stein-rul e estimation and error 

correction 

ZENG Yong ，TANG Xiao Zg'O ，ZHENG W ei一 。 

1_Management College，University of Electronic Science and Technology of China，Chengdu 610054 

China； 

2．School of Economics and Management，Tsinghua University，Beijing 1 00084，China 

Abstract：Combination forecasting pioneered by Granger is an efficient way to diversify forecasting risk 

and thus to deal with model uacertainty．However，the empirica1．evidences have shown that the simple 

combining forecasts usually outperform the complex models due to the uncertainty and instability of the re- 

lationship between single forecasts．In this paper．the combination forecasting methods and model specifi— 

cation based on Stein rule shrinkage estimation and error correction mechanism are studied．The empirical 

results show that the performance of combining forecasts can be improved by adopting Stein rule est[mators 

to combine non—sample information and sample information．Furthermore，the error correction models of 

combining forecasts are more accurate than other model forms．The error correction models proposed in 

this paper are more efficiency than previous models in"utilizing the co——integration relationship between non—— 

stationary series and their forecasts，and therefore even better and more applicable． 

Key words：combination forecasting；Stein rule estimators；error correction mod els 
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