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摘要: 主要研究在V aR 风险度量之下, 收益具有厚尾性质的资产的投资组合问题. 证明了基于

尾部分布二阶展开的最优投资组合收敛于基于尾部分布一阶展开的最优投资组合. 因此, 对于

V aR 风险度量之下的最优投资组合问题, 如果要求的风险承受水平充分低, 则只需要利用尾

部分布的一阶展开代替厚尾部分布进行近似计算, 就可以达到满意的精度, 从而不需要进行复

杂的高阶运算.
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0　引　言

1994 年以来,V aR (V alue a t R isk) 逐渐成为

金融行业风险度量与风险管理的工业标准. 不仅

金融机构出于自身的目的需要利用V aR 进行风

险管理, 而且金融监管组织, 例如: 国际清算银行

(B IS)、欧盟 (EU )、国际互换与衍生产品协会

( In terna t iona l Sw ap s and D eriva t ives

A ssocia t ion) , 等等, 均在某种程度上认可V aR 为

风险评估的标准. 1998 年的巴塞尔资本协议

(Basel Cap ita l A cco rd)就要求银行以基于市场风

险的V aR 模型进行内部估算, 并根据这个内部估

算值设置风险准备金[ 1- 3 ]. 金融机构和金融监管

机构对V aR 风险管理技术的情有独钟, 极大地激

发了学术界对V aR 的研究兴趣, V aR 的研究论

文在各类金融与经济学的学术期刊占很大的分

量. (参见网站www. glo riam undi. o rg. 这是一个

V aR 研究与应用领域的综合网站, 集合了国际上

V aR 研究的大批资料. ) 90 年代后期国内学术界

开始将国际V aR 的研究介绍到国内, 同时探讨

V aR 技术在我国金融风险管理中的应用前

景[ 4- 6 ] , 并着手研究适合我国金融市场的V aR 度

量模型[ 7, 8 ] , 一些学者还适时地开展了信用风险的

研究工作[ 9- 11 ].

V aR 风险管理技术主要是考察资产收益的

尾部 ( ta il) 特征. 它是通过求V aR 值提供一些不

经常发生、但又不该忽视的极端事件 (ex trem e

even t) 的信息, 从而对可能遭受的风险采取防范

措施. Jo rion [ 12 ]在考察长期资本管理公司 (L ong

T erm Cap ita l M anagem en t) 危机时发现, 长期资

本管理公司危机的主要成因就是缺乏对尾部事件

( ta il even t)的有效管理. 人们在实证研究中发现,

大多数金融资产都具有厚尾 (heavy ta iled) 现象,

利用传统的正态分布方法或者非参数方法将造成

V aR 值的低估或高估, 然而利用极值技术

(ex trem e value techn iques) 可以更好地估算出厚

尾资产的V aR 值[ 13- 15 ].

目前学术界和实业界对于V aR 的探讨主要

集中在后验 (ex po st)V aR 值的导出以及检验该

V aR 值是否与实际风险相一致. 利用V aR 概念

进行先验 (ex an te) 的投资组合研究, 尚不是很

多. 实际上, 如果对企业业绩的评估以及对企业的

监管是以V aR 为基准, 企业在进行项目或投资选

择时必然是考虑制定符合V aR 的策略. 因此, 这
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方面的研究具有相当大的理论和实际意义.

本文主要研究在V aR 风险度量之下, 收益具

有厚尾性质的两个资产的投资组合问题. 如果两

个资产的厚尾指数不同, 它们的投资组合问题是

容易的. 本文的主要结果是, 证明了对于厚尾指数

相同的资产, 基于尾部分布二阶展开的最优投资

组合收敛于基于尾部分布一阶展开的最优投资组

合. 因此, 当要求的风险承受水平充分低时, 投资

者在进行投资组合时, 只需要通过尾部分布的一

阶展开, 就可以达到满意的精度, 而不需要进行复

杂的高阶运算.

1　问题描述

给定一个预先设置的置信水平 ∆,V aR 值定

义为这样一个损失分位数 q ( lo ss quan tile) , 使得

资产的收益X 低于 q 的概率不大于 ∆, 即 P r{X ≤

q} ≤∆. 一般地, 置信水平∆都选取得非常低 (5◊

或 1◊ ). 这样对V aR 值的计算通常并不要求对收

益的分布有全面的了解, 而仅仅需要知道收益的

尾部分布.

根据定义,V aR 所考虑的对象是资产左侧尾

部的情况, 即对于充分大的 x > 0, 要考察 P r{X

≤- x } 的分布情况. 为了简便记号, 不妨假定资

产收益的尾部分布是对称的, 即 P r{X ≤- x } =

P r{X ≥ x }, 这样对资产左侧尾部分布的讨论可

以等价地转化为对右侧尾部分布的讨论.

记 F (x ) 是资产收益 X 的分布函数, 如果存

在Α> 0, 使得 lim
t→+ ∞

1 - F ( tx )
1 - F ( t)

= x - Α, 资产收益X

被称为厚尾的, 如果 F (x ) 在无穷远处以厚尾指

数正则变化.

在无穷远处对F (x ) 进行二阶T aylo r 展开, 有

F (x ) = 1 - A x - Α[1 + B x - Β + O (x - Β) ]

　　　　　as　x →+ ∞

这里A 和 Β均为正数.

现在假设存在两种收益分布相互独立的资产

X 和 Y , 它们尾部的二阶展开分别为

P r{X ≥ x } = A x - Α[1 + B x - Β + O (x - Β) ]

　　　　as　x →+ ∞

P r{Y ≥ y } = Cx - Χ[1 + D y - Σ + O (y - Σ) ]

　　　　as　x →+ ∞

　　一般地, 总假设A , C > 0, Α, Χ> 2, Β, Σ> 1.

有关尾部分布的极值理论, 文 [16218 ] 有很好的

描述和理论刻画.

当以V aR 作为风险管理的目标进行投资组合

时, 投资者遇到的是两类问题. 一个是在给定的风险

水平之下, 求资产组合使V aR 值最大; 另一个是在

给定的损失承受水平之下, 求资产组合使组合收益

低于该损失承受水平的发生概率最小. 本文讨论的

是第二类资产组合问题, 即对于一个充分低的损失

承受水平 2s (s > 0 是一个充分大的实数) , 如何构

造一个资产 X 和 Y 的投资组合 (po rtfo lio) , 使得

该投资组合的收益小于或等于 2s 的概率最小. 换

言之, 考察的资产组合问题是希望求 Κ∈ [0, 1 ],

使得 P r{ΚX + (1 - Κ) Y ≥ s} 最小.

如果两种资产的厚尾指数不同, 不妨设 Α>

Χ. 此时, 容易证明下式成立 P r{ΚX + (1 - Κ) Y ≥

s} = A ΚΑs- Α[1 + O (s- Η) ]; 这里Η= m in{Β, Χ- Α,

1}. 显然, 欲使P r{ΚX + (1 - Κ) Y ≥ s} 最小, 只需

取 Κ= 0. 这表明在进行资产组合时, 只要选取那

些尾部指数小的资产即可. 也就是说, 在考虑

V aR 风险度量时, 总是选择尾部风险较低的资

产. 这与人们的直观感觉是一致的.

考查两种资产的厚尾指数相同时的投资组合

情况, 此时 Α= Χ. 首先如果只考虑分布函数的一

阶展开, 容易看出此时资产组合问题可以化成

m in{A ΚΑ + C (1 - Κ) ΑûΚ∈ [0, 1 ]} (1)

不难计算, 问题 (1) 的最优解为Κ3 =
w

1 + w
.

这里w =
C
A

1
Α- 1

, 于是 Κ3 是一个独立于 s 的

数量.

对于后验V aR 值的估计问题, 一般而言, 对

分布函数进行二阶展开将在很大程度上提高估计

精度[ 16, 17 ]. 现在的问题是, 如果在进行先验的投

资组合时引入二阶展开, 那么会对资产组合产生

什么样的影响? 为此可以引入分布函数的二阶展

开, 此时有

P r{ΚX + (1 - Κ) Y ≥ s} = A ΚΑs- Α[1 + B ΚΒs- Β +

Α(1 - Κ) E (Y ) s- 1 + O (s- 2) ] +

C (1 - Κ) Αs- Α[1 + D (1 - Κ) Σs- Σ +

　　ΑΚE (X ) s- 1 + O (s- 2) ]

于是具有二阶厚尾的投资组合问题可以表述
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如下:

　 m in
Κ∈[ 0, 1 ]

{A ΚΑ[1 + B ΚΒs- Β + Α(1 - Κ) E (Y ) s- 1 ] +

C (1 - Κ) Α[1 + D (1 - Κ) Βs- Β +

　　　　　ΑΚE (X ) s- 1 ]} (2)

本文的主要目的是讨论问题 (2) 最优解的渐

近性质.

2　主要结果

本节的目的是证明问题 (2) 的最优解收敛于

问题 (1) 的最优解. 为此目的, 需要引入下面的

概念.

定义 　f (Κ, s) 是定义在[0, 1 ] × [0, + ∞)

之上的二元函数. 对于每个固定的 Κ, lim
s→+ ∞

f (Κ, s)

收敛于 g (Κ). 如果对于任意的 Ε> 0, 存在S > 0,

使得对所有Κ∈ [0, 1 ], s > S , 有 û f (Κ, s) - g (Κ) û
< Ε, 那么称 f (Κ, s) 一致收敛于 g (Κ).

　　不难证明, 有以下结果[ 19 ]:

引理1　对于定义在[0, 1 ] × [0, + ∞) 之上

的二元函数, 如果存在M > 0, Η> 0, 使得 û f (Κ,

s) û ≤M
S Η, 那么 f (Κ, s) 一致收敛于 0.

引理 2　f 1 (Κ, s)、f 2 (Κ, s) 是定义在 [0, 1 ] ×

[0, + ∞) 之上的两个二元函数. 如果 f 1 (Κ, s) 一

致收敛于 g 1 (Κ) , f 2 (Κ, s) 一致收敛于 g 2 (Κ) , 则

f 1 (Κ, s) + f 2 (Κ, s) 一致收敛于 g 1 (Κ) + g 2 (Κ).

引理3　如果定义在[0, 1 ] × [0, + ∞) 之上

的二元函数 f (Κ, s) 关于 Κ连续, 而且一致收敛于

g (Κ) , 那么 g (Κ) 关于 Κ连续.

引理4　定义在[0, 1 ] × [0, + ∞) 之上的二

元函数 f (Κ, s) , 一致收敛于 g (Κ) , f (Κ, s) 关于Κ连
续. 如果存在序列{Κn , sn} 满足 f (Κn , sn) = 0, Κn →

Κ, sn →+ ∞ , 则 g (Κ) = 0

证明　由引理 3, g (Κ) 关于 Κ连续. 因此, 对

于任意 Ε> 0, 存在正整数N 1, 使得当 n > N 1 时,

有 ûg (Κn) - g (Κ) û < Ε. 根据 f (Κ, s) 一致收敛于

g (Κ) , 知对于上述的 Ε, 存在 S > 0 使得对于 Κ∈

[0, 1 ], s > S , 有 û f (Κ, s) - g (Κ) û < Ε.
　　由于 sn →∞, 对于上述S , 存在正整数N 2, 使

得n > N 2 时, sn > S.

　　 注意到 ûg (Κ) û ≤ û f (Κn , sn) - g (Κn) û +

ûg (Κn) - g (Κ) û , 于是当 n > m ax{N 1,N 2} 时, 有

ûg (Κ) û < 2Ε, 于是 g (Κ) = 0. 证毕

记 T (Κ, s) = sΑP r{ΚX + (1 - Κ) Y > s}. 下面

开始考查具有二阶展开式的最优资产组合.

不难推导:

5T
5Κ(Κ, s) = ΑA ΚΑ- 1 [ 1 + B ΚΒs- Β +

Α(1 - Κ) E (Y ) s- 1 + O (s- 2) ]

+

A ΚΑ[B ΒΚΒ- 1s- Β - ΑE (Y ) s- 1 + O (s- 2) ] -

ΑC (1 - Κ) Α- 1 + [1 + D (1 - Κ) Σs- Σ +

ΑΚE (X ) s- 1 + O (s- 2) ] +

C (1 - Κ) Α[ - ΣD (1 - Κ) Σ- 1s- Σ +

ΑE (X ) s- 1 + O (s- 2) ]　

容易看出,
5T
5Κ(Κ, s) 关于 Κ在 [0, 1 ] 上连续. 进一

步, 由引理 1 和引理 2 直接可得5T
5Κ(Κ, s) 一致收敛

于G (Κ) = ΑA ΚΑ- 1 - ΑC (1 - Κ) Α- 1.

注意到　 5T
5Κ ( 0 , s ) = - ΑC [ 1 + D S - Σ+

O (s- 2) ] + C (- ΣD S - Σ + ΑE (x ) s- 1 + O (s- 2) ],

以及 5T
5Κ(1, s) = ΑA [1 + B s- Β + O (s- 2) ] +

A [B s- Β - ΑE (Y ) s- 1 + O (s- 2) ]. 由此可以得到,

存在 S > 0, 使得当 s > S 时, 有5T
5Κ(0, s) < 0,

5T
5Κ(1, s) > 0. 根据5T

5Κ(Κ, s) 关于 Κ的连续性, 可以

得到: 对于每个s > S , 存在 Κ(s) ∈ (0, 1) , 使得
5T
5Κ(Κ(s) , s) = 0. 现在只需要证明当 s →+ ∞时,

Κ(s) 收敛于 Κ3 . 事实上, 对于任意的序列{sn} <
[S , + ∞) 满足 sn →+ ∞, 由于 0 < Κ(sn) < 1, 序
列{Κ(sn) } 有聚点. 不失一般性, 假设 Κ(sn) 收敛于

Κ. 由引理 4, 有 G (Κ) = 0. 由于 G’(Κ) = Α(Α-
1) [A ΚΑ- 2 + C (1 - Κ) Α- 2 ] 在 (0, 1) 上大于 0, G (Κ)

在 (0, 1) 上严格单调上升, 于是Κ3 是G (Κ) 唯一的
零根. 这样就有 Κ= Κ3 . 对于序列{Κ(s) }, 由于其
任何一个收敛的子序列{Κ(sn) ûsn →+ ∞} 均收敛
于 Κ3 , 所以有 lim

s→+ ∞
Κ(s) = Κ3 .

由以上分析, 可得
定理　问题 (2) 的最优解收敛于问题 (1) 的

最优解.

以上的讨论是针对两个资产进行, 但是上述

的所有结果, 都可以很容易地推广到多个资产. 事
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实上, 假设有 n 个资产X i, 它们尾部的二阶展开分

别为

P r{X i ≥ x } = A ix
- Αi [1 + B ix

- Βi + O (x - Βi) ]

as　x →+ ∞

这里A i > 0, Αi > 2, Βi > 1. 这时 n 个资产V aR 风

险约束下的最优投资组合问题既为求解 n 个资产

的一个凸组合使得 P r{Κ1X 1 + Κ2X 2 + ⋯ +

ΚnX n ≥s} 最小. 对于这个问题, 只需要考虑那些

尾部指数最大的资产的最优投资组合. 不妨设 Α1

= ⋯ = Αm > Αm + 1 ≥⋯≥ Αn , 那么只需要考虑前

m 个资产的一个凸组合使得P r{Κ1X 1 + Κ2X 2 + ⋯

+ ΚmX m ≥ s} 最小. 进一步, 对于求解这m 个资产

的最优投资组合, 如果风险承受水平 (- s) 充分

低, 只需要考虑它们的一阶展开, 因为基于高阶展

开的最优投资组合收敛于基于一阶展开的最优投

资组合. 此时, 最优投资组合可以转化成如下形

式:

m in{A 1ΚΑ
1 + A 2ΚΑ

2 + ⋯ + A m ΚΑ
m ûΚi ∈ [0, 1 ],

Κ1 + Κ2 + ⋯ + Κm = 1}

这一问题很容易用拉格朗日乘子法求解, 而且解

是独立于风险承受水平的.

根据以上分析, 可以得出这样的结论: 在

V aR 风险度量之下进行最优投资组合, 如果要求

的风险承受水平 (- s) 充分低, 只需要利用尾部

分布的一阶展开代替原尾部分布进行近似计算,

就可以达到满意的精度, 不需要进行复杂的高阶

运算.
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Convergence of optimal portfol io under VaR with fa t ta ils
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Abstract: 　T he paper stud ies the po rtfo lio op t im iza t ion p rob lem under V aR m easu re w here the

d ist ribu t ion s of retu rn s are of fa t ta ils. It has p roved tha t the op t im al po rtfo lio based on the second

o rder fa t ta ils converges to the op t im al po rtfo lio based on the first o rder fa t ta ils. T he resu lt show s

tha t it need on ly con struct the op t im al po rtfo lio based on the first o rder fa t ta ils w h ich is enough to

guaran tee a good app rox im at ing accu racy w hen the requ ired risk level is sufficien t low. T hu s the

com p lex com pu ta t ion fo r the po rtfo lio op t im iza t ion w ith h igher o rder fa t ta ils can be avo ided.

Key words: 　V aR; h igh o rder fa t ta il; po rtfo lio op t im iza t ion; convergence

第二届“工商管理研究方法国际研讨会”在同济大学召开

第二届“工商管理研究方法国际研讨会”于 2001 年 12 月 14 日- 15 日在上海同济大学举行。本次会议由加拿大国际

开发署 (C IDA )、中国国家自然科学基金委员会管理科学部、全国M BA 教育指导委员会、加拿大麦吉大学 (M cGill)、同济

大学经济与管理学院共同组织。

本次会议恰逢中国正式加入W TO 和我国开办工商管理教育 (M BA )十周年, 因此具有特别的意义。管理科学部基于

对所资助项目研究成果的分析, 认为中国管理科学家的研究工作与国际先进水平相比, 还存在较大的差距。我们的研究

人员在许多方面需要学习和提高, 以获得高质量的研究成果并在学术界和工业界实现自身的价值。这些方面包括: 怎样

获取和利用各种研究资源 (文献、数据) , 怎样发现和提炼科学问题, 怎样设计研究路线, 怎样使用各种模型和方法, 怎样

宣传自己的成果 (包括向国际刊物投送论文) , 怎样提高国际学术交流的效果, 等等。促使中国管理科学家的研究工作规

范化、国际化一直是管理科学部的目标。有鉴于此, 学部与几个有共同想法的机构开始筹划管理科学研究方法研讨会, 近

两年以来, 我们先后在北京、上海、西安、广州、成都和香港都组织过类似的活动, 反响较大。每次都邀请几位一流的学者

现身说法, 介绍他们丰富而又可行的研究经验。

在本次会议上作大会报告或专题演讲的学者有: M cGill 大学A lex W h itmo re 教授、L i Shan ling 教授, L aval 大学

A nn Sèrro r 教授, To ron to 大学D uan J inchuan 教授、L i Yue 教授, Saskatchew an 大学D eng Shengliang 教授, 同济大学郭

重庆院士, 中科院系统所刘源张院士, 西安交通大学席酉民教授, 厦门大学沈艺峰教授。

来自国内外 50 多所大学的 100 余名学者参加了研讨会, 其中我国重点大学 30 所, 一般院校 19 所, 民办院校 1 所。

与会代表中副高以上职称者占 70 余人。

研讨会安排了 5 个大会主题报告和 6 个专题学术报告。5 个大会主题报是: 管理科学的方法论问题 (刘源张)、管理研

究及其方法论 (席酉民)、中国会计与财务实证研究的现状和问题 (沈艺峰)、M BA 的案例教学法- A (A nn Sèrro r)、M BA

的案例教学法- B (D eng Shengliang)。 6 个专题报告是: 组织行为学的研究方法 (A nn Sèrro r)、市场营销的研究方法

(D eng Shengliang)、会计学的研究方法 (L i Yue)、生产运作管理的研究方法 (L i Shan ling)、管理科学研究中的数量方法

(A lex W h itmo re)、财务管理的研究方法 (D uan J inchuan)。

本次会议主题鲜明、突出研讨、气氛热烈, 与会者进一步加强了对管理科学研究的本质和要求的认识, 也从报告中学

到了如何做好工商管理研究的经验和技巧, 部分学者之间还建立了学术合作的联系。C IDA 代表A lex W h itmo re 教授和

管理科学部副主任黄海军教授在闭幕式上对本次研讨会做了总结, 并表示会继续支持和资助这类活动。

(管理科学部、同济大学联合供稿)
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