
研究简报

判断矩阵迁移的信息提取与预测
①
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摘要: 以不同时间点的判断矩阵为基础, 通过对数最小二乘法求解出其变化信息, 并预测下一

时间点的判断矩阵; 同时对判断矩阵的多阶段预测和动态判断矩阵的求解也提出了一种新方

法. 最后, 以一个算例说明该方法的实施过程.
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0　引　言

现实生活中, 对于社会、经济活动中的许多问

题, 专家往往在某一特定时期能够给出较为准确

的判断信息, 而不能给出该问题的处于较长时间

段内的变化过程的准确判断信息. 因此, 如何从多

个时间点的专家判断矩阵中提取出问题的变化信

息, 对于深入认识问题的内在机制, 从而预测将来

的变化趋势和控制其发展方向, 具有极为重要的

意义.

例如, 国家“八五”、“九五”以及“十五”期间的

经济状况, 可以通过“八五”、“九五”的判断信息,

提取出该时间段内的变化信息, 得到经济的变化

发展方向, 借此预测“十五”期间的经济状况. 事实

上, 如果在环境没有发生重大变化的情况下, 可以

通过以往多个时期的判断信息的变化趋势, 拟合

出各项指标的变化函数, 从而更为准确地预测问

题将来的发展状况. 为说明问题方便, 主要讨论两

个时间段内的情况.

1　判断矩阵的迁移

假定在 t 时刻, 判断矩阵A ( t) = [a ij ( t) ]n×n ,

t + 1 时刻判断矩阵为 A ( t + 1) = [a ij ( t +

1) ]n×n , 则只需要求出这两个矩阵之间的相互关

系, 就得到其变化信息. 为表示方便, 令矩阵A =

[a ij ]n×n , 为期初判断矩阵,A 3 = [a3
ij ]n×n 为期末

判断矩阵.

令对角矩阵 R = diag [ r1, r2, ⋯, rn ], S =

diag [s1, s2, ⋯, sn ], ∑
n

i= 1

r i = 1, r i = s- 1
i , i = 1, 2, ⋯,

n. 称对角矩阵 R、S 为矩阵A (通过 RAS ) 迁移到

A 3 的迁移矩阵. 对角矩阵R 对矩阵A 横向调整,

矩阵S 对矩阵A 纵向调整. ∑
n

i= 1
r i = 1, 表示对矩阵

A 各行调整的比重之和为 1, 其中 r i 表示对矩阵A

第 i 行调整的幅度占矩阵总体调整的比重. r i =

s- 1
i , 是为了使得在矩阵A 迁移的过程中不改变矩

阵 A 的一致性. 显然, 若矩阵A 为一致性矩阵, 则

RAS 也是一致性矩阵.

简证

RAS = [ r ia ijsj ]n×n = r ia ij
1
r j n×n

(1)

则

[ r ia ijsj ]n×n = r ia ij
1
r j n×n

=

[ (rja j isi) - 1 ]n×n = (rja j i
1
ri

) - 1

n×n
(2)
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另　

ria ij sj õ rja jksk = r i
1
rj

a ija j k r jsk = r ia iksk (3)

则　　　

ria ij sj =
r ia iksk

rj a jksk
(4)

可以通过以下优化问题 (对数最小二乘法使

得RAS 与矩阵A 3 最贴近) 求解矩阵R、S:

J = m in∑
n

i= 1
∑

n

j= 1
[ ln (r ia ijsj ) - lna3

ij ]2 (5)

在满足式 (5) 的优化问题下, 可以认为迁移

矩阵R、S 描述了判断矩阵从A 变化到A 3 的过程.

事实上, 现实中对于许多问题的处理也是通过这

种思想实现的. 这种方法的本质是将判断矩阵的

整个指标体系作为一个整体 (系统) 来考虑, 迁移

矩阵就是描述了这一系统的各项指标从一个状态

(时刻) 到另一个状态的总体变化程度, 因而也就

比从各单个指标去描述更为科学、可靠.

2　迁移矩阵的求解

　令 R i = ln ri, S i = lnsi,

　K ij = ln
a3

ij

a ij
= ln a3

ij - ln a ij

则式 (5) 转化为

J = m in∑
n

i= 1
∑

n

j= 1

(R i + S j - K ij ) 2 (6)

故而

J = m in∑
n

i= 1
∑

n

j= 1

(R 2
i + S 2

j + 2R iS j -

　　　　　　　2R iK ij - 2S jK ij + K2
ij ) (7)

由式 (7) 对R i 求偏导, 故有

5J
5R i

= 2∑
n

i= 1
R i + 2∑

n

i= 1
S j - 2∑

n

j = 1
K ij = 0 (8)

则

R i =
1
n ∑

n

j= 1
K ij - ∑

n

j= 1
S j =

　 1
n ∑

n

j= 1

a3
ij

a ij
- ∑

n

j = 1
lnsj (9)

由此可得

R i - R k = ln
r i

rk
=

1
n ∑

n

j= 1
ln

a3
ij

a ij
- ln

a3
k j

ak j

(10)

r i

rk
= exp

1
n ∑

n

j= 1
ln

a3
ij

a ij
- ln

a3
k j

ak j
=

　　exp
1
n ∑

n

j= 1

ln
a3

ij ak j

a3
k j a ij

(11)

至此, 就得到了所有 ri 与 rj 的比例关系.

再由∑
n

i= 1
r i = 1, r i = s- 1

i , i = 1, 2, ⋯, n 就可以

求解出迁移矩阵R、S.

3　矩阵迁移的预测

根据以上方法, 就求解出迁移矩阵R、S. 如果

认为在未来的一段时间内, 外部环境不会发生重

大变化, 判断矩阵的各项指标变化趋势不会发生

重大偏移, 下面就可以利用迁移矩阵R、S , 预测下

一阶段判断矩阵的各项指标情况, 即RA 3 S.

RA 3 S = [ r ia
3
ij sj ]n×n = ria

3
ij

1
rj n×n

(12)

要表示出一个动态的判断矩阵[a ij ( t) ]n×n 是

非常困难的. 在动态A H P 中, 针对不同情况有多

种方法用来描述了动态判断矩阵 (在此不赘述) ,

但是大多只是给予定性的描述, 不能较好地定量

计算, 因此其实用性就受到很大限制. 使用以上判

断矩阵的迁移信息求解方法, 这一问题就可以得

到较好解决.

正如前所述, 迁移矩阵R、S 仅描述了一段时

间内 (两个时间点) 从期初的判断矩阵A 变化到

期末的A 3 的过程. 当然, 如果针对较长时期内的

状态不断变化问题, 要更加准确地预测未来发展

趋势, 或要动态表示出判断矩阵的变化情况, 需要

求解出一个较长时期内的若干阶段判断矩阵的迁

移情况, 可以先分别求出各阶段的迁移矩阵

(R ( t) = [ r i ( t) ]n×n、S ( t) = [si ( t) ]n×n) , 然后把这

一系列迁移矩阵加以分析, 拟合出各迁移矩阵与

不同阶段的关系函数, 得到新的迁移矩阵函数

R 3 ( t)、S 3 ( t). 这样就可以计算出动态的判断矩

阵 A 3 ( t) , 也就可以对任意时期判断矩阵的变化

进行预测. 本文主要介绍解决这类问题的算法和

思想, 具体数学手段不再赘述, 感兴趣的同仁可以

参考线性系统理论的有关资料. 事实上, 对于许多

实际问题, 如投入产出问题等, 只需要解决的是期

初和期末的状态判断并预测下期的状态. 这样的
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问题就可以直接使用本文的方法, 而且在不考虑

外部条件变化时, 这种方法是有效、可靠的.

当然, 上述关于如何更加科学地拟合出迁移

矩阵与不同时间阶段的关系函数等问题, 是以后

需要进一步研究的课题. 另外, 正如前文所述, 这

里假定了外部环境不会发生重大变化, 判断矩阵

的各项指标变化趋势不会发生重大偏移, 如果考

虑这些因素, 在预测下期判断矩阵时还需要加入

外部调整因子矩阵, 这也是预测误差的主要来源.

如何科学、有效决策这一问题, 也是需要进一步研

究的.

4　算例

期初判断矩阵

A =

1 1ö3 1ö2 1ö4 1ö5
3 1 3ö2 3ö4 3ö5

2 2ö3 1 1ö2 2ö5

4 4ö3 2 1 4ö5
5 5ö3 5ö2 5ö4 1

期末判断矩阵

A 3 =

1 1ö4 1ö3 1ö3 1ö4

4 1 4ö3 4ö3 1

3 3ö4 1 1 3ö4

3 3ö4 1 1 3ö4
4 1 4ö3 4ö3 1

令迁移矩阵为R、S , R = diag [ r1, r2, r3, r4, r5 ],

S = diag [s1, s2, s3, s4, s5 ], ∑
5

i= 1
ri = 1, ri = s- 1

i ,

i = 1, 2, ⋯, 5. 则根据式 (11) 可以得到
r1

r2
=

3
4

,
r1

r3
=

2
3

,
r1

r4
=

4
3

,
r1

r5
=

5
4

.

又　∑
5

i= 1
r i = 1

故　 r1 = 0. 185 8, s1 = 5. 383 3; r2 = 0. 247 7,
s2 = 4. 037 5; r3 = 0. 278 6, s3 = 3. 588 9;

r4 = 0. 139 3, s4 = 7. 177 8; r5 = 0. 148 6,

s5 = 6. 729 2.

至此, 求得迁移矩阵R、S 如下:

R = diag [0. 185 8, 0. 247 7, 0. 278 6,

　　　　　0. 139 3, 0. 148 6 ]

S = diag [5. 383 3, 4. 037 5, 3. 588 9,

　　　　　7. 177 8, 6. 729 2 ]

因此, 由公式 (12) 可以预测下一期期末判断

矩阵为

RA 3 S =

1 0. 187 5 0. 222 3 0. 444 5 0. 312 5

5. 333 8 1 1. 185 4 2. 370 8 1. 666 7

4. 499 4 0. 843 6 1 2. 000 0 1. 406 3

2. 249 7 0. 421 8 0. 499 9 1 0. 703 2

3. 199 9 0. 600 0 0. 711 1 1. 422 2 1

还可以对上面的矩阵进行一致性检验:

Κm ax = 5. 000 0, C. I = 0, C. R = 0, 即该矩阵为一

致性矩阵, 不需要进行一致性调整.

需要说明的是, 在此算例中的这一预测结果

在忽略其他外部因素时是可靠、准确的. 实际运用

中可以再加入调整因子矩阵, 对指标的变化加以

适当修正.

5　结束语

综上所述, 本文主要讲述了以不同时间点的

判断矩阵为基础, 利用对数最小二乘法求解出判

断矩阵的迁移信息, 并通过得到的迁移矩阵, 预测

下一时间点的判断矩阵的方法; 同时, 由于动态判

断矩阵描述的困难性, 本文还提出了通过将时间

段分割的办法, 拟合新的迁移矩阵, 对判断矩阵作

多阶段预测, 从而求解动态判断矩阵的一种新

思路.
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Information extraction and forecasting of judgm en t matr ix
var ia tion

W A N G Guo2hua , L IA N G L iang
Bu siness Schoo l, U n iversity of Science and T echno logy of Ch ina, H efei 230026, Ch ina

Abstract: 　 In th is paper, a m ethod of ex tract ing varia t iona l info rm at ion from judgm en t m atrixes and

fo recast ing the varia t ion is d iscu ssed. It is the m ain idea tha t w e can ex tract varia t iona l info rm at ion by

the m ethod based on the judgm en t m atrixes a t d ifferen t t im es, and fo recast the fu tu re judgm en t

m atrix a t nex t t im e. M eanw ile, the paper b rings fo rw ard a new m ean s to fo recast ing the varia t ion by

stages and figu ring variab le judgm en t m atrix. A t the end, the m ethod is exp la ined by an exam p le.

Key words: 　judgm en t m atrix; info rm at ion; fo recast ing
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