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摘要: 在国内外学者应用L egendre 坐标法重构一类经济动力系统的相空间, 研究了时序间隔 Σ
的取值范围, 讨论了时序间隔 Σ对相空间重构工作的影响, 并用所提方法重构了这类经济动力

系统的吸引子, 算例表明该方法是有效的.
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0　引　言

相空间重构理论是由 Packard, et al[ 1 ] , R uell

和 T akens[ 2 ]在80年代首次提出来的. 它的重大贡

献在于证明了相空间重构能保持混沌时序所对应

的原非线性动力系统内在本质结构特征的几何不

变性, 比如: 系统嵌入空间矩阵的本征值、吸引子

的分维数、其轨线的L yapunov 指数以及其内在的

分岔和混沌特性等的不变性.

实测的时序数据不可避免地要受到噪声的侵

扰, 而时序中所含的噪声水平会影响到混沌时序

重构的方法. 文[2 ]证明了在存在噪声的情况下时

序可以被嵌入到相空间中. 文[3 ]给出了混沌时序

中所含噪声水平的一个合理估计. 由于原动力系

统的方程是未知的, 所以不能从系统的方程中得

到它的吸引子, 然而可以在所选择的嵌入空间中

从实测的时序数据中重构原系统的奇怪吸引子而

使其保持原所有内在特征的不变性. 假设 d 是生

成时序向量X ( t) 的动力系统的分维数

X ( t) = [x ( t) , x ( t - Σ) , x ( t - 2Σ) , ⋯, x ( t -

(m - 1) Σ) ]T 而Σ是时序之间的采样间隔, m 是嵌

入空间矩阵的维数. Takens[ 2 ] 证明了在存在噪声

的情况下重构相空间时m 应满足: m ≥2[d ] + 1.

在相空间重构的过程中 Σ的取值也是非常重要

的. 如果 Σ的值取得太少, 则其所有的坐标几乎是

一致的, 轨线在相空间中龟缩在同一条直线上; 如

果 Σ的值取得太大, 轨线在相空间中会出现间断

现象, 这样一来有可能导致比较简单的几何图线

在相空间中看起来非常复杂, 系统的相图失真. 文

[4 ] 给出了 Σ值选取的初步理论估计, 文[5 ] 给出

了初略 Σ值选取的上界估计值. 从总体上讲, 在时

序存在噪声的情况下, 系统的一些不变量如: 分维

数 d 和L yapunov exponen ts等与m 和 Σ的选取有

关, 所以相空间重构的中心任务便是合理地选取

m 和 Σ.
相空间重构的基本方法有 3 种, 它们分别是

导数法[ 1 ] , 时间延迟法[ 2 ] 和基本分量坐标法[ 9 ]. 到

目前为止这 3 种方法之间的关系还没有完全弄清

楚. Gibson, et al. 最近指出基本分量坐标[ 10 ] 和由

Packard, et al[ 1 ] , Takens[ 2 ] 所提出的导数坐标之

间存在着非常紧密的联系; 更进一步地, 对于很少

的延迟时间他们提出了基本分量坐标是基于简化

了的L egendre 多项式的观点.

因此, 在最近的几年里对不同相空间重构方

法的研究便成为此领域研究的焦点. 与此相关的

是求出比较好的重构方法中的各相关参数

值[ 9, 11 ]. 文 [12 ] 给出了用基本分量坐标法重构相

空间的相应结论. 本文在国内外学者工作的基础
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上, 应用L egendre 坐标法重构原非线性动力系统

的相空间, 讨论了时序间隔 Σ对相空间重构工作

的影响, 并用所提方法重构了系统的吸引子, 算例

表明本文建议的方法是有效的.

1　L egendre 坐标变换

为方便起见, 选择嵌入维数 m 为奇数, 即

m = 2p + 1. 对于 x ∈ R m = 2p + 1 定义延迟向量

x ( t) 为

x ( t) = [x ( t - p Σ) , ⋯, x ( t) , ⋯, x ( t + p Σ) ]T

(1)

这里 Σ为时序间隔, T 表示转置. 围绕时序的导数

得到坐标变换

w j ( t) = ∑
p

n= - p

rj , p (n) x ( t + nΣ) (2)

式中时序 x ( t) 是输入w j ( t) , 是输出, r j , p (n) 是离

散变换的核, 假设时序的窗口宽度 Σ充分小, 则可

以得到下式

w j ( t) = ∑
p

n= - p

rj , p (n) ∑
∞

i= 0

(nΣ) i

i!
x

( i) ( t) =

∑
∞

i= 0

Σi

i!
x

( i) ( t) ∑
p

n= - p

n irj , p (n) (3)

从式 (3) 可以看出 在 i < j 的情况下如使括号内

的向量消失, 则 rj , p (n) 必满足下式

∑
p

n= - p

n irj , p (n) = 0　　fo r　i < j (4)

∑
p

n= - p

ri, p (n) rj , p (n) = ∆ij ,

∑
p

n= - p

r2
j , p (n) = 1　　fo r　i, j ≤ 2p (5)

从式 (4) 和式 (5) 可以得到

rj , p (n) =
1

cjp
j n j - ∑

j - 1

k= 0

rk, p (n) ∑
p

l= - p

lj rk, p ( l)

fo r j ≤ 2p (6)

定义离散的L egendre 多项式在 R m = 2p + 1 的正交基

rj 为

rj = (rj , p (- p ) , ⋯, rj , p (0) , ⋯, r j , p (p ) ) T

(7)

由此可定义L egendre 坐标w j ( t) 为

w j ( t) = x T ( t) rj (8)

由m 个离散的L egendre 多项式通过m ×m

矩阵

R = (r0, r1, ⋯, rm - 1) (9)

来定义变换R: Rm →Rm , 这里R 是正交的矩阵.

定义L egendre 坐标向量为　

w ( t) = (w 0,w 1, ⋯,w m - 1) T (10)

可以得到　

wT ( t) = x T ( t)R (11)

取 p = 2 则可求得R 为

　　　　　　　　　R =
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(12)

2　时间间隔 Σ的选取

根据文[13 ] 的结论:

L og2 C (r, Σ,M )≈ D 2 Log2 r - M ΣT K 2 log2e

(13)

K 2 为 2 熵, 计算时 K 2 可取最大的 L yapunov

Exponen t. 这里 T 可取 1. 这时落入半径为 r 的D 2

维球体内的点集个数 J 为

J ≈ 1
2

N 2 rD 2e- M ΣT K 2 (14)
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由于J 必须大于等于 1, 则最少的搜索半径 r 应满

足式 (15)

Log2 rm in (Σ,M ) > (1 - 2Log2N + ΣM T K 2Log2e) öD 2

(15)

由于 J ≤N , 则最大的搜索半径 r 应满足式 (16)

Log2 rm ax (Σ,M ) ≤ (1 - L og2N + ΣM T K 2Log2e) öD 2

(16)

结合文[14 ] 所证得的式 (17)

Log2 rm ax (Σ,M ) ≤ ΣM T K 2Log2eö(D 2 - M ) (17)

可以进一步得到

∃ = L og2 rm ax (Σ,M ) - Log2 rm in (Σ,M ) <

ΣM T K 2L og2eö(D 2 - M ) -

(1 - 2Log2N + ΣM T K 2L og2e) öD 2 (18)

根据文[14 ] 的研究结论 ∃ 应满足　

∃ ≥ 4 (19)

于是可以进一步得到

Σm ax <
(2L og2N - 1 - 4D 2) (M - D 2)

M 2K 2TL og2e

(20)

对于L orenz system Ρ = 10, r = 13. 926, b = 8ö3

标准混沌的情况,D 2 = 2. 06, K 2 = Κ1 = 1. 51, T

= 1, 计算时取N = 3 000, 则可算得

Σm ax (M ) < 6. 362 950 464
(M - D 2)

M 2 (21)

文[15 ] 采用计算时序 x i+ Σ 的自相关函数 7 (Σ) 求

得 Σ,

7 (Σ) = 〈[x ( t + Σ) - x ] [x ( t) - x ]〉ö
〈[x ( t) - x ]2〉≈ 1öe (22)

这里 x 为时序 x i+ Σ的平均值, 均值〈õ〉与时间 t 有

关. T helier 建议最佳的时序采样间隔 Σ可以通过

式 (22) 求得.

对于实测数据采样间隔 Σ的选取, 建议可通

过考虑 T helier 给出的自相关函数法和文中给出

的式 (20) 来求得.

3　计算结果

取如下 2 组数据对本文的算法进行验证

第 1 组　对

　　L orenz system

dx
d t

= Ρ(y - x )

dy
d t

= - x z + rx - y

dz
d t

= x y - bz

取Ρ= 10, r = 13. 926, b = 8ö3标准同缩分岔的情

况, 前 1 000 点作为暂态点去掉, 把后 3 000 点作

为第 1 组原始数据点.

第 2 组　用所得到的经济混沌数据 3 000 点

作为实验数据, 作为第 2 组实验数据.

由于本文所采用的 2 组数据: 第 1 组数据的

分维数为 d = 2. 06, 第 2 组数据的分维数为 d =

1. 33, 由此可取嵌入维数m = 3, 由式 (1) 可知此

时 p = 1, 再由式 (21) 可求得第 1组数据的时序间

隔满足

Σm ax (M ) < 0. 664 574 826 (23)

由式 (22) 可求得第 2 组数据的时序间隔满足

Σ= 0. 026 (s) (24)

本文用计算所得到的 2 组数据 Σ值允许的范

围内用由式 (11) 所决定的L egendre 坐标法 (3 个

坐标轴分别为: w 0,w 1 和w 2) 进行了重构工作,

重构结果如下. 图 1 给出了第 2 组实测混沌数据

的时间历程图.

图 1　 第 2 组实测混沌数据的时间历程图
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　　图 2a～ 图 2c 为第 1 组数据的 2 维相空间重

构相图, 其横、纵坐标分别为w 0,w 1 和w 2, 嵌入维

数m = 3, Σ= 0. 6.

图 2d 为第 1 组数据的 3 维相空间重构相图,

其横坐标、纵坐标和竖坐标分别为w 0,w 1 和w 2,

嵌入维数m = 3, Σ= 0. 6.

　　 图 2a　 第 1 组数据的相空间重构图, 横标为w 0,

纵标为w 1. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 6

　　 图 2b　 第 1 组数据的相空间重构图, 横标为w 0,

纵标为w 2. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 6

　 图 2c　 第 1 组数据的相空间重构图, 横标为w 1, 纵标

为w 2 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 6

　　 图 2d　 第 1 组数据的相空间重构图, 横标为w 0,

纵标为w 1 竖坐标为w 2 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 6

本文也对Σ= 0. 8～ 1. 2 (不满足式 (23) ) 时第1组

数据进行了相空间重构工作, 其相图中出现了轨

线间断现象, 重构效果失真.

图 3a～ 图 3c 为第 2 组数据的 2 维相空间重构相

图, 其横、纵坐标分别为w 0,w 1 和w 2, 嵌入维数

m = 3, Σ= 0. 024

　 图 3a　第 2 组数据的相空间重构图, 横标为w 0,

纵标为w 1. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 024

　　 图 3b　 第 2 组数据的相空间重构图, 横标为w 1

纵标为w 2. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 024

　　图 3d 为第 1 组数据的 3 维相空间重构相图,

其横坐标、纵坐标和竖坐标分别为w 0,w 1 和w 2,

嵌入维数m = 3, Σ= 0. 024.
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　 图 3c　 第 2 组数据的相空间重构图, 横标为w 0,

纵标为w 2. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 024

图 3d　 第 2 组数据的相空间重构图, 横标为w 0, 纵标

为w 1 竖坐标为w 2. 嵌入维数m = 3, Σ= 0. 024

　　 本文也对 Σ = 0. 01, 0. 015 (不满足式 (24) )

时第 2 组数据进行了相空间重构工作, 其相图中

也出现了轨线间断现象, 重构效果失真.

4　结论

(1) 用L egendre 坐标法进行相空间重构, 其

局部的重构效果良好.

　　 (2) 相空间重构工作应在允许的 Σ值范围内

进行.

(3) 从图 3d 中可以看出第 2 组数据为混沌数

据, 但其混沌特征基本上是发生在某一平面上, 这

与从得到的其分维数值来得出的结论是完全吻

合的.

(4) 利用相空间重构可以很好的确定最佳嵌

入维数m , 这对接下来要进行的混沌时序的预测

和控制工作有重要意义.
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