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摘要: 马柯维兹均值—方差模型使用收益率的方差度量证券的风险, 但是实际分布呈尖顶胖尾

状, 使得方差可能不存在. 作为度量风险的标准, 绝对离差比方差更为合适. 用绝对离差刻画了

风险, 提出基于绝对离差的证券组合投资模型, 并用模拟退火算法求解. 为了比较在两种风险

标准下两种模型的优劣, 首次定义了风险弹性. 实证分析表明, 在不同收益率水平下, 风险弹性

的绝对值都大于1. 说明绝对离差模型比均值- 方差模型无论在理论上还是在实际效果上都要

更好. 实证分析还表明, 绝对离差模型中有近似的两基金分离现象存在.
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0　引　言

1952 年M arkow itz (马柯维兹) 提出了划时代

的均值 - 方差证券组合投资理论[ 1 ] , 允许具有不

同风险规避的理性投资者在投资风险与投资收益

之间作最优折中选择: 对于给定的收益水平, 根据

该模型, 可以求取方差意义下最小风险的投资组

合, 反过来也一样. M arkow itz的均值—方差模型

是如下规划问题

m in
Ξ

ΞT 8 Ξ　使得 ΞT Λ= a, ΞT l = 1

其中 ΞT = (Ξ1, Ξ2, ⋯, ΞN ) 是投资N 种证券的比

例向量, 8 是N 种证券收益率的协方差矩阵 (注:

收益率指对数收益率) , Λ是N 种证券的期望收益

率向量, a 是投资者所给定的组合投资的期望收

益水平, 记号T 表示矩阵的转置, 记号 l 表示N 维

全 1 列向量. 用拉格朗日法很容易求得该模型的

最优解.

虽然均值 - 方差模型简单明了, 易于求解,

但是该模型依赖于收益率方差的存在. 若方差存

在, 该模型确实是最优的资产组合模型. 然而方差

是发散或不存在的. 收益率的实际分布呈“尖顶胖

尾”状, 而且实证分析表明实际分布是通不过正

态 性检验的[ 2 ]. 收益率的方差定义为∫(x -

m ) 2f (x ) dx , f 表示概率密度函数,m 表示期望收

益率.“胖尾”的含义是: 当收益率较大时, 其概率

密度函数没有迅速衰减, 从而积分不收敛, 即方差

发散或不存在[ 2, 3 ]. 于是, 通过计算样本方差, 使之

作为方差的无偏估计量将不正确. 因此, 作为描述

风险的统计量, 方差存在着理论缺陷.

用来描述风险的统计量除方差外, 还有绝对

离 差 (m ean abso lute deviation) 、 半 方 差、

V aR (value at risk) 等. 这些度量都是对风险的合

适而且直观的度量方法, 由于不能像方差那样给

出最优投资组合的解析表达式, 而不被重视[ 4, 5 ].

1991 年 Konno 和 Yam azak i提出了绝对离差投资

组合模型[ 6 ] , 用收益率的绝对离差而不是方差表

示风险. 对于收益率为 r 的某证券, 收益率的绝对

离差定义为 Eû r - m û =∫ûx - m û f (x ) dx , 此处

f 表示收益率的概率密度函数,m 表示期望收益

率. 由于积分中没有平方项, 所以绝对离差是存在

的. 绝对离差模型的缺点是不具备良好的解析性

质, 无法给出投资组合解的解析表达式. 但是可以
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通过计算机算法求解最优投资组合. 本文以绝对

离差描述风险, 采用模拟退火算法作为求解算法.

1　基于绝对离差的投资组合模型

设有N 种线性独立的证券, 其收益率是随机

变量, 分别记为 r
～

1, r
～

2, ⋯, r
～

N , 或者用向量表示为

r
～

= ( r
～

1, r
～

2, ⋯, r
～

N ) T. 提出基于绝对离差的投资

组合模型为

m in
{Ξ}

EûΞT ( r
～

- Λ) û

约束条件 ΞT Λ= a, ΞT l = 1 (1)

其中 ΞT = (Ξ1, Ξ2, ⋯, ΞN ) 是投资N 种证券的比

例向量, ΛT = (Λ1, Λ2, ⋯, ΛN ) 是N 种证券的期望

收益率向量, a 是投资者所给定的组合投资的期

望收益水平. 投资于第 i 种证券的比例 Ξi 可以为

负, 即允许卖空证券.

若是规定不可以卖空证券, 如中国当前的情

形, 则称为不可卖空的绝对离差投资组合模型[ 7 ]

m in
{Ξ}

EûΞT ( r
～

- Λ) û

约束条件　ΞT Λ= a, ΞT l = 1, Ξi ≥ 0 (2)

若是像国外那样可以在一定程度上卖空证

券, 即规定卖空的下限, 则称为有卖空限制的绝对

离差投资组合模型

m in
{Ξ}

EûΞT ( r
～

- Λ) û

约束条件　ΞT Λ= a, ΞT l = 1, Ξi ≥ Ξ (3)

其中 Ξ 表示所规定的卖空下限.

以 上的模型都是先指定收益水平 a, 即

ΞT Λ = a, 再求 Ξ 使绝对离差风险最小. 也可以先

指定绝对离差风险的水平 ∆, 求 Ξ 使收益最大. 从

而模型 (1)、(2)、(3) 也可以分别转化为对偶模型

m ax
{Ξ}

ΞT Λ

约束条件　EûΞT ( r
～

- Λ) û = ∆, ΞT l = 1 (1’)

m ax
{Ξ}

ΞT Λ

约束条件　EûΞT ( r
～

- Λ) û = ∆,

　　　　ΞT l = 1, Ξi ≥ 0 (2’)

m ax
{Ξ}

ΞT Λ

约束条件　EûΞT ( r
～

- Λ) û = ∆,

　　　　ΞT l = 1, Ξi ≥ Ξ (3’)

虽然这两种模型考虑的出发点不同, 但是实

际上是等价的[ 8 ]. 为了便于比较, 采用模型 (1) 具

体求解, 称之为绝对离差投资组合模型.

2　用模拟退火算法求解模型

2. 1　模拟退火算法

模拟退火算法 (sim ulated annealing) 是一种

著名的全局优化算法[ 9 ]. 它以优化问题的求解与

物理系统退火过程的相似性为基础, 利用

M etropo lis算法, 适当控制温度的下降过程实现模

拟退火, 从而达到求解全局优化问题的目的. 模拟

退火算法引入了一定程度的随机性扰动, 作用是

一方面要克服局部极小的约束; 另一方面要保证

最终得到全局最优解后不再受扰动的影响. 它与

传统的随机搜索方法不同, 模拟退火算法中产生

随机扰动的概率分布函数是随温度的下降而不断

变化的. 因此模拟退火算法能够以概率 1 求得非

凸目标函数的全局最优解.

由于 EûΞT ( r
～

- Λ) û÷R N → R 是非凸函数, 有

多个极小值. 用传统的梯度下降法只能得到目标

函数的局部极小值, 而无法求得全局最小值[ 10 ].

穷举法也是行不通的, 因为如果证券组合的个数

比较大, 例如N = 30, 即使每一个Ξi 只取 1 000个

样本点, 也总共需要 1 00030 = 2299 次计算目标函

数值, 比经典的H ano i 问题的 264 还要大得多, 是

典型的组合爆炸问题. 由于模拟退火算法采取的

是随机搜索策略, 可以避免组合爆炸, 因此本文选

用模拟退火算法求解绝对离差模型.

模拟退火算法的性能主要取决于控制温度下

降过程的温度更新函数. 通常, 温度更新函数应当

根据所产生随机扰动的分布函数来确定, 否则不

能以概率 1 搜索到全局最优解[ 11 ]. 比较常用的分

布有正态分布与Cauchy 分布, 前者的温度更新函

数与退火时间的对数成反比; 后者的温度更新函

数与退火时间成反比. 由于Cauchy 分布的二阶矩

是发散的, 所产生的随机扰动会偶然地出现大尺

度的跳跃, 这种正态分布不具备的特性使得算法

能够较快地搜索到目标函数的全局最优解, 因此

本文选用 Cauchy 分布作为产生随机扰动的分布

函数.
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2. 2　算法步骤

设有N 种证券、L 个周数据, 第 i 种证券在第

j 周的周收益率为 rj
i (是给定的历史数据) , 1 ≤

i ≤N , 1 ≤ j ≤L . 又设 Λi 表示第 i 种证券的平均

周收益率. 则模型 (1) 变为如下具体形式

m in
{Ξ}

f (Ξ)

约束条件 ∑
N

i= 1
Ξi = 1, ∑

N

i= 1
ΞiΛi = a (4)

其中 f (Ξ) =
1
L ∑

L

j= 1
û∑

N

i= 1
Ξi (rj

i - Λi) û. 用模拟退火

算法求解基于绝对离差的投资组合模型的步骤描

述如下:

步骤 1　确定初始值

给定初始投资组合向量Ξ0 和初始温度T 0, 给

定产生随机向量的分布函数和控制温度下降的温

度更新函数, 给定判断M etropo lis 抽样稳定性的

阀值M . 置 k = 0, i = 0. 计算 f (Ξ0) , 置当前投资

组合 Ξnow、最优投资组合等于初始投资组合 Ξ0, 即

Ξnow = Ξm in = Ξ0; 赋初值 f now = f m in = f (Ξ0).

步骤 2　 生成新投资组合

用给定的分布函数产生一个随机扰动向量

Z, 用当前投资组合Ξnow 和Z 产生一个新投资组合

Y , 即 Y = Ξnow + ΧZ, 其中 Χ为控制扰动大小的比

例常数.

步骤 3　 以概率接受新投资组合

若 f (Y ) ≤ f (Ξnow )

则置 Ξnow = Y f now = f (Ξnow )

否则取一服从 (0, 1) 均匀分布的随机数Rand

若 exp
f (Y ) - f (Ξnow )

T k
> Rand

则置, Ξnow = Y , f now = f (Y )

否则转步骤 2.

　　步骤 4　最优投资组合更新

若 f now < f m in

则 Ξm in = Ξnow , f m in = f now

否则令 i = i + 1

步骤 5　M etropo lis 抽样稳定性判别

若 i ≤M , 则转步骤 2

步骤 6　 算法结束判断

若 f m in 小于所设定的值, 则算法结束, Ξm in 为

最优投资组合, f m in 为相应的最小绝对离差. 否则

继续步骤 7

步骤 7　退火方案

根据温度更新函数产生一个新的温度 T k , 置

k = k + 1, 转步骤 2.

3　 绝对离差模型与均值 — 方差模

型的比较

为了比较绝对离差投资组合模型与均值

—方差模型, 给出如下概念.

3. 1　有效前沿

在均值—方差模型中, 对于每一个给定的收

益水平 a, 得到的对应投资组合的方差 (或标准

差) 比在同样收益水平的任何组合的方差 (或标

准差) 要小, 称为组合前沿 (po rtfo lio fron tier). 在

方差 — 均值坐标系中, 组合前沿是抛物线; 在标

准差 — 均值坐标系中, 则是一条双曲线. 收益率

高于最小方差组合所对应的收益率的组合, 位于

组合前沿的上半部分, 称为有效前沿 (efficien t

fron tier). 本文称之为标准差有效前沿.

用模拟退火算法, 搜索到了在不同收益率约

束下的最小绝对离差的投资组合, 从而可以得到

基于绝对离差的有效前沿曲线, 简称之为绝对离

差有效前沿. 通过观察标准差有效前沿与绝对离

差有效前沿的位置, 可以初步比较两个模型.

3. 2　风险弹性

对于给定的收益水平, 均值—方差模型的最

优组合的标准差肯定比绝对离差投资组合模型所

得到的最优组合的标准差要小. 但是根据本文算

法所得的结果, 在同样的收益水平下, 均值 - 方

差模型的最优组合的绝对离差却比绝对离差投资

组合模型所得到的最优组合的绝对离差要大. 这

就是说, 在标准差的风险度量标准下, 均值 - 方

差模型是优于绝对离差投资组合模型的; 而在绝

对离差的风险度量标准下, 却刚好相反. 为了客观

地比较两种模型在两种风险标准下的优劣, 本文

提出风险弹性的概念.

所谓风险弹性, 就是在给定收益水平不变的

条件下, 从均值 - 方差模型的最优组合变化到绝

对离差投资组合模型的最优组合, 标准差增加

1% 引起的绝对离差减少的百分比, 用公式表

示为
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E =
∃d öd

∃SV öSV
=

(dm - d s) ö(dm + d s)
(SV m - SV s) ö(SV m + SV s)

(5)

其中 dm 与 SV m 分别表示在期望收益水平 a 下, 用

均值 — 方差模型所求得的最优投资组合的绝对

离差与标准差, d s 与 SV s 表示在期望收益水平 a

下, 用绝对离差模型经由模拟退火算法所求得的

投资组合的绝对离差与标准差.

风险弹性的直观含义是: 当风险弹性的绝对

值大于 1 时, 相对均值 — 方差模型而言, 绝对离

差投资组合模型的标准差虽然增大了, 但是绝对

离差投资组合模型的绝对离差却减少了很多, 这

时, 从整体上讲, 绝对离差投资组合模型优于均值

— 方差模型; 相反, 当风险弹性的绝对值小于 1

时, 绝对离差投资组合模型标准差增大的百分比

要大于绝对离差减少的百分比, 这时, 从整体上

讲, 绝对离差投资组合模型不如均值 - 方差模

型. 当风险弹性的绝对值等于 1 时, 为单位弹性.

3. 3　两基金分离

两基金分离 ( tw o fund separation) 在数理金

融学中具有非常重要的地位, 它的定义[ 8 ] 是: 称

N 种证券 ( r
～

1, r
～

2, ⋯, r
～

N ) T 两基金分离, 如果存在

两个共同基金 Α1, Α2, 使得对于任意组合 q, 存在实

数 Κ有 ΚΑ1 + (1 - Κ) Α2 第 2 度随机占优于 q.

从数理金融学中知道共同基金 Α1, Α2 都必为

前沿组合[ 8 ] , 而且组合前沿上的前沿组合能由两

个不同的前沿组合生成, 即如果有 E [ r
～ q ] =

ΚE [ r
～ Α1 ] + (1 - Κ) E [ r

～ Α2 ], 则必有线性关系 Ξq =

ΚΞΑ1 + (1 - Κ) ΞΑ2 成立, 其中E [ r
～ q ] 与E [ r

～ Αi ] 分别

表示为投资组合权重向量Ξq 与ΞΑi ( i = 1, 2) 所对

应的期望收益率. 这是金融学中的简单结论[ 8 ] ,

证略.

由于本文是将收益率水平进行等分的, 所以

易证投资在第 i 种证券上的比例即权重 Ξi (a) 是

收益率水平a 的线性函数, 即权重Ξi (a) 在权重—

收益坐标系中是一条直线. 通过观察它是否为直

线, 从而观察到了两基金分离的存在.

两基金分离赋予了投资者一个简单法则: 每

一个具有不同风险偏好的投资者, 都可以通过改

变持有两个不同共同基金 Α1, Α2 的比率 Κ, 而得到

在他的预期收益水平下的最优投资组合. 以上结

论是建立在均值—方差模型基础之上的. 本文将

说明绝对离差模型存在近似两基金分离现象.

4　实证分析

4. 1　数据说明

为具有代表性及客观性, 本文以“上证 30 指

数”中的 30 种成分股票作为投资组合中的风险资

产. 数据来源于钱龙系统提供的周交易数据. 时间

区间是从 1999 年 1 月 8 日到 2000 年 4 月 7 日, 共

50 周样本数据. 如果发生了送股、配股和发放现

金股息等活动, 则相应调整当期的股价.

4. 2　有效前沿

本文只研究有效前沿, 而忽略无效前沿. 考察

的收益率区间是: 从最小标准差投资组合的收益

率到正无穷大. 本文中最小标准差投资组合的收

益率等于 - 0. 005 9. 为了求得绝对离差有效前

沿与标准差有效前沿, 本文先选择从 - 0. 005 9

到 0. 022 6 区间, 并以 0. 001 5 为单位将该区间均

匀分成 19 个期望收益率水平; 然后对每个收益率

水平分别求解均值 - 方差模型与绝对离差投资

组合模型的最优投资组合.

图 1 中的横轴表示绝对离差, 纵轴表示收益

率. 星号表示均值 - 方差模型在每一个给定收益

率下的最优投资组合的收益率与绝对离差; 点号

表示均值 - 方差模型的无效前沿; 加号表示采用

模拟退火算法求解所得到的组合的收益率与绝对

离差. 由图 1 观察到, 绝对离差有效前沿在标准差

有效前沿的左边. 这就是说, 在每一个收益率水平

下, 用模拟退火算法求解得到的投资组合的绝对

离差比均值 - 方差模型所产生的最优投资组合

的绝对离差要小. 这说明在绝对离差风险度量下,

绝对离差投资组合模型要优于均值 - 方差模型.

图 2 中的横轴表示标准差, 纵轴表示收益率;

星号表示均值 - 方差模型在每一个给定收益率

下的最优投资组合的收益率与标准差; 点号表示

均值 - 方差模型的无效前沿; 加号表示采用模拟

退火算法求解所得到的组合的收益率与标准差.

从图 2 观察到, 绝对离差有效前沿在标准差有效

前沿的右边.

将图 1、2 画在同一坐标系中, 得到图 3. 直观

上, 与均值 - 方差模型相比, 在相同收益率下, 绝

对离差投资组合模型的投资组合的标准差虽然略
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有增大, 但是绝对离差显著减小, 说明绝对离差投

资组合模型比均值 - 方差模型更好.

图 1　 有效前沿用绝对离差表示

图 2　 有效前沿用标准差表示

图 3　 将图 1 图 2 画于同一坐标系中

4. 3　风险弹性

图 4 中的横轴表示收益率, 纵轴表示风险弹

性的绝对值; 点号表示在给定收益率水平下, 风险

弹性的绝对值的大小. 从图 4 得知, 在不同收益率

水平下的弹性绝对值都显著大于 1, 其中大部分

大于 2, 说明从整体上, 在同样的收益率下, 绝对

离差投资组合模型的组合比均值 - 方差模型的

组合具有更小的风险. 绝对离差投资组合模型比

均值 - 方差模型更好. 风险弹性值见表 1.

图 4　 风险弹性

表 1　 风险弹性

收益率 - 0. 004 4 - 0. 002 9 - 0. 001 4 0. 000 1

风险弹性 - 1. 209 2 - 2. 199 9 - 1. 817 0 - 2. 000 9

　0. 001 6 0. 003 1 0. 004 6 0. 006 1 0. 007 6

- 2. 445 7 - 2. 286 2 - 2. 428 9 - 2. 370 1 - 2. 796 0

　0. 009 1 0. 010 6 0. 012 1 0. 013 6 0. 015 1

- 2. 522 2 - 2. 198 0 - 2. 097 5 - 2. 202 4 - 1. 879 3

　0. 016 6 0. 018 1 0. 019 6 0. 021 1 0. 022 6

- 2. 197 1 - 1. 800 0 - 2. 019 3 - 1. 923 0 - 1. 800 1

4. 4　两基金分离

图 5、图 6 中的横轴表示收益率, 纵轴表示权

重. 由于允许卖空证券, 所以权重有正有负. 图 5

中的线表示在不同收益率水平下, 均值 - 方差模

型所产生的最优组合的投资在第 i 种证券上的比

例. 由于收益率水平是等分的, 线是直线, 所以确

实存在两基金分离现象.

而在图 6 中, 首先, 可以发现权重不再是收益
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率的线性函数, 有波动, 呈现非线性; 但也不是高

度非线性, 还是比较光滑、存在一定的趋势这可能

是模拟退火算法对权重的全空间进行随机搜索的

原因. 其次, 投资在某一证券上的比例随着收益率

水平的上升而上升 (或者下降) , 即基本上是单调

的; 没有出现随着收益率水平的上升, 投资在某证

券上的比例突然由正变为负或由负变为正的现

象, 即没有突变. 再次, 通过比较两个模型所产生

的两个组合的权重, 可以发现权重的变化并不大,

没有出现大的跳跃.

总之, 实证分析说明绝对离差投资组合模型

仍然近似有两基金分离成立. 这一现象具有重要

意义. 因为信奉绝对离差的投资者可以依据他的

风险偏好, 将资金分配在两个基于绝对离差的共

同基金上, 从而得到近似的前沿组合.

5　结论

本文提出了基于绝对离差的证券投资组合模

型, 用模拟退火算法求解, 还提出了风险弹性的概

念. 发现绝对离差证券投资组合模型中有近似的

两基金分离现象存在. 投资者可以依据他的风险

偏好, 将资金分配在两个基于绝对离差的共同基

金上, 从而得到近似的前沿组合. 虽然本文只求解

了允许卖空证券的模型, 结论不能直接应用到中

国证券市场的实际中去, 但是结论具有理论价值.

对不允许卖空的证券投资组合模型将做进一步的

研究.

图 5　 均值 - 方差模型投资组合的权重图

图 6　 绝对离差模型投资组合的权重图
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Portfol io cho ice model based on mean absolute dev ia tion and it’s
simulated annea l ing a lgor ithm

X U X u2song , CH EN Y an2bin
Schoo l of Business, W uhan U niversity, W uhan 430072, Ch ina

Abstract: 　M arkow itz’ s m ean2variance model describes the risk of asset by variance, but variance m ay no t

ex ist because of fat2tailedness of asset returns. A s a m easure of risk, m ean abso lute deviation is better than

variance in a sense. In th is paper, a po rtfo lio cho ice model is p roposed based on m ean abso lute deviation.

T he so lution of the model is obtained by a sim ulated annealing algo rithm. In o rder to compare the new

models w ith M arkow itz one, a risk elasticity is defined. T he emp irical result show s that the abso lute values

of risk elasticity are more than 1 under various returns and it also indicates that the p roposed model based

on m ean abso lute deviation is better than m ean2variance model based on variance bo th in theo ry and in

p ractice. Two2fund separation is found in m ean abso lute deviation portfo lio cho ice model.

Key words: 　portfo lio cho ice; m ean abso lute deviation; sim ulated annealing algo rithm; risk elasticity;

two2fund separation
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