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摘要: 提出了两企业间进行广告与投资分配决策竞争的一般模型, 对这个一般模型及其特殊形

式进行了研究; 证明了模型的Cou rno t 型均衡解的存在性和单调性; 对广告间的影响参数进行

了分析; 给出了具体问题均衡解的求解方法; 最后, 通过一个简单例子的分析计算对本文进行

了验证.
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0　引　言

企业的功能之一是生产和销售商品, 获取效

用并力求效用最大化. 在市场竞争日趋激烈的今

天, 企业生产的商品要想在市场中销售出去, 一般

都要有相应的促销手段. 广告宣传是促销策略中

最为常见的手段之一. 尽管日常的产品广告所传

递的信息大多是关于产品的软信息, 但广告 (特别

是经验品的大量广告) 还是给消费者传递了一些

令人感兴趣的产品信息, 显著地提升了商品的声

誉, 影响了消费者对商品的选择[ 1 ]. 因而现实中众

多的企业都花费大量的资金进行商品的广告

宣传.

许多学者对商品的广告进行了研究, 如多夫

曼和斯泰勒提出了硬广告的一个简单形式, 将广

告重新解释为关于商品的存在的一组信息, 从而

影响消费者的需求[ 2 ]. 巴特斯研究了一个关于垄

断竞争的模型, 认为产品的差异化主要由于消费

者只知道有限数目的品牌, 认为垄断竞争均衡导

致太多的广告和太少的搜寻[ 3 ]. 格罗斯曼和夏皮

罗在巴特斯的研究基础上, 分析了寡头垄断相互

作用下的信息广告问题, 研究了广告对个人需求

弹性的影响, 及广告对可占用性和偷窃生意效应

的影响[ 4 ]. 在经验商品方面, 贝格威尔考虑了以广

告作价表明产品质量的可能性[ 5 ]. 法莱尔得到了

由于信息的差异化, 即使是低质量的现有产品也

可以阻挠高质量的市场进入者[ 6 ]. 迪克希特与诺

曼对广告影响偏好时的福利进行了分析[ 7 ]. 在结

合基金项目进行经理信息系统理论研究[ 10- 12 ]及

对某经理信息系统分析与设计时, 我们与经理们

都认为, 生产与广告间的不同投资决策对企业的

收益影响不同, 希望能找到某种模型进行分析, 帮

助决策.

本文考虑的是在总投资一定时, 互为竞争的

企业如何在生产和广告费用间进行分配, 使它们

各自获取的效用最大. 为简化问题的研究, 把本企

业的所有竞争企业抽象为一个虚拟的企业. 本文

首先建立关于该问题的两企业进行商品生产与广

告投资的模型, 然后利用流行的博弈理论[ 8 ]对该

模型进行研究, 证明了均衡解的存在性, 分析了广

告形式对均衡解的影响, 给出了求解具体均衡解

的方法等.
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1　模型的基本描述

用 i = 1, 2 表示企业,B i > 0,A i 分别表示第 i

个企业的总投资 (常数) 和用于广告的费用, 假设

总投资只用于生产和广告, 0≤A i ≤B i, 相应的生

产投资费用为 (B i - A i).

先考虑企业 1 的模型. 设企业 1 的生产费用

得到纯贴现值为 c1 (B 1 - A 1) Α的商品. 企业间广

告投资对企业 1 销售的影响因子为函数 f (A 1,

A 2) , 它具有如下性质:

性质 1　0 ≤ f (A 1,A 2) < 1　ΠA 1 ∈ [0,

B 1 ], ΠA 2 ∈ [0,B 2 ];

性质 2　f (0,A 2) = 0;

性质 3　f A 1
(A 1,A 2) ≥ 0, 即 f (A 1,A 2) 关于

A 1 单调递增; f A 2
(A 1,A 2) < 0, 即 f (A 1,A 2) 关于

A 2 单 调 递 减; f A 1A 1
(A 1,A 2) < 0; f A 2A 2

(A 1,

A 2) > 0;

性质 4　
f A 1

(A 1,A 2)

f (A 1,A 2) 关于A 2 单调递增.

其中 f A 1
(A 1,A 2) , f A 1A 1

(A 1,A 2) 分别表示 f (A 1,

A 2) 关于A 1 一阶和二阶偏导数, 其它及后文中类

似情况, 含义类似.

性质 2 含义是不做广告则效用为 0; 性质 3 表

明随着本企业广告投资的增加影响因子增大; 竞

争对手的广告投资增加, 影响因子减小; 广告投资

足够大时, 再增大广告投资影响因子的增加不明

显 (广告的饱和性) ; 竞争对手的广告投资较本企

业的广告投资充分大时, 影响因子下降明显; 性质

4 可理解为影响因子关于本企业广告投资的弹性

随着竞争对手广告投资的增加而增长.

两个企业追求的都是贴现净利润 (效用) 最

大化. 借助于 f (A 1,A 2) , 建立企业 1 如下的决策

模型.

m ax
A 1

U 1 = c1f (A 1,A 2) (B 1 - A 1) Α

s. t. 0 ≤A 1 ≤B 1 (1)

常数c1 > 0代表企业1的生产技术水平, 常数

Α> 0 是相应生产投资的产出弹性.

同样, 企业 2 的决策模型为.

m ax
A 2

U 2 = c2g (A 1,A 2) (B 2 - A 2) Β

s. t. 0 ≤A 2 ≤B 2 (2)

常数c2 > 0代表企业2的生产技术水平, 常数

Β > 0 是相应生产投资的产出弹性.

g (A 1,A 2) 是广告投资对企业 2 销售的影响

因子, 具有与 f (A 1,A 2) 类似的性质, 即 0 ≤

g (A 1, A 2) < 1　ΠA 1 ∈ [0,B 1 ], ΠA 2 ∈ [0,B 2 ];

g (A 1, 0) = 0; gA 2
(A 1,A 2) ≥ 0, gA 1

(A 1,A 2) < 0,

gA 2A 2
(A 1, A 2) < 0, gA 1A 1

(A 1,A 2) > 0,
gA 2

(A 1,A 2)

g (A 1,A 2)

关于A 1 单调递增.

满足性质要求的 f (A 1,A 2) 与g (A 1,A 2) 一定

存在, 如后文给出的示例函数.

模型 (1)、(2) 都是非线性规划模型, 对模型

的分析要用到微积分及非线性规划理论方面的相

关知识, 可参见文[9 ].

2　模型的Cournot 型分析

此时两企业同时行动, 彼此不知道对方采取

的策略, 它们的效用函数结构与约束是共同的知

识, 是完全信息静态博弈问题. 为求得它们的均衡

策略, 先考虑企业 1 的情况.

从式 (1) 知,U 1 (A 1,A 2) 是关于A 1 与A 2 连续

的函数并且具有一阶偏导数, 而

U 1 (0,A 2) = c1f (0,A 2) (B 1 - 0) Α =

c1
3 03 B Α

1 = 0

U 1 (B 1,A 2) = c1f (B 1,A 2) (B 1 - B 1) Α =

c1f (B 1,A 2) 3 0Α = 0

因而由微积分学定理知, ΠA 2 ∈ [0,B 2 ],

ϖ A 3
1 (A 2) ∈ (0,B 1) , 使函数U 1 (A 1,A 2) 在A 3

1 处

取最大值, 并且满足
5U 1 (A 3

1 ,A 2)
5A 1

= 0, 即

f A 1
(A 3

1 ,A 2) (B 1 - A 3
1 ) - Αf (A 3

1 ,A 2) = 0

(3)

定理 1　A 3
1 (A 2) 关于A 2 单调递增.

证明　式 (3) 等价于

f A 1
(A 3

1 ,A 2)

f (A 3
1 ,A 2)

(B 1 - A 3
1 ) = Α,

考虑到 Α,B 1 均为常数, 及影响因子的性质

(4) 知,
f A 1

(A 3
1 ,A 2)

f (A 3
1 ,A 2) 关于A 2 单调递增, 从而B 1 -

A 3
1 (A 2) 关于A 2 递减. 因而A 3

1 (A 2) 关于A 2 单调

递增. 得证.
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此外, 如果函数U 1 (A 1,A 2) 关于A 1 是严格凹

的 (上凸的) , 由微积分知识知, 满足式 (3) 的极值

点唯一, 即A 3
1 唯一.

再现考虑企业 2 的情况, 分析与企业 1 类似.

也有ΠA 1 ∈ [0,B 1 ], ϖ A 3
2 (A 1) ∈ (0,B 2) 使函数

U 2 (A 1,A 2) 在 A 3
2 处 取 最 大 值, 并 且 满 足

5U 2 (A 1,A 3
2 )

5A 2
= 0, 即

gA 2
(A 1,A 3

2 ) (B 2 - A 3
2 ) -

Βg (A 1,A 3
2 ) = 0 (4)

定理 2　A 3
2 (A 1) 关于A 1 单调递增.

同样, 如果函数U 2 (A 1,A 2) 关于A 2 是严格凹

的 (上凸的) , 则A 3
2 唯一.

定理 1 与定理 2 表明, 随着竞争对手广告投

资的增加, 企业的最优广告投资也单调增加.

为进一步讨论, 取如下的函数分别为企业 1

和企业 2 的影响因子. 如不特别指明, 本文后面的

所有讨论均是如此.

f (A 1,A 2) =
A 1

A 1 + Α1A 2 + Α2
(Α1 > 0, Α2 > 0)

g (A 1,A 2) =
A 2

Β1A 1 + A 2 + Β2
(Β1 > 0, Β2 > 0)

(5)

其中的 Α1, Α2, Β1, Β2 可视为竞争对手的广告投资

转换化为与本企业广告投资相当的参数. 显然它

们均满足前述影响因子的所有性质, 例如

f A 1
(A 1,A 2)

f (A 1,A 2) =
Α1A 2 + Α2

A 1 (A 1 + Α1A 2 + Α2) 关于A 2 单调

递增. 不难证明,
52U i

5A 2
i

< 0 ( i = 1, 2) , 因此U 1 (A 1,

A 2) 关于A 1 是严格凹的 (上凸的) ,U 2 (A 1,A 2) 关

于 A 2 是严格凹的 (上凸的) , 从而最优反应

A 3
1 (A 2) 唯一且单调递增,A 3

2 (A 1) 唯一且单调递

增. 由

f A 1
(A 1,A 2) =

Α1A 2 + Α2

(A 1 + Α1A 2 + Α2) 2

gA 2
(A 1,A 2) =

Β1A 1 + Β2

(Β1A 1 + A 2 + Β2) 2 (6)

将式 (5)、(6) 分别代入 (3) 和 (4) , 分别得到

A 3
1 (A 2) =

2B 1

(Α+ 1) + (Α+ 1) 2 +
4ΑB 1

(Α1A 2 + Α2)

(7)

A 3
2 (A 1) =

2B 2

(Β + 1) + (Β + 1) 2 +
4ΒB 2

(Β1A 1 + Β2)

(8)

定理 3　企业间广告竞争的纳什均衡解存在

且唯一.

证明 　 由式 (7) , 显然有最优反应函数

A 3
1 (A 2) 关于A 2 连续且严格单调递增.

同样由 (8) 也有最优反应函数A 3
2 (A 1) 关于

A 1 连续且严格单调递增. 令

a0 = A 3
1 (0) , a1 = A 3

1 (B 2) , b0 = A 3
2 (0) , b1 =

A 3
2 (B 1)

显然有 0 < a0 < a1 ≤B 1, 0 < b0 < b1 ≤B 2

　　 因此最优反应函数 A 3
1 (A 2) 与 A 3

2 (A 1) 在

A 1 ∈[0, B 1 ],A 2 ∈ [0,B 2 ] 必然存在等值点 (参见

图 1) , 即存在纳什均衡解. 再考虑到严格单调递

增性, 因而均衡解是唯一的. 证毕.

图 1　 最优反应函数及均衡解

3　均衡解的确定与参数变化分析

为便于分析, 取Α2 = Β2 = 0, 此时为避免影响

因子在 (0, 0) 处的奇异性, 可考虑去除此点处的

一个小邻域进行考虑 (直觉经验是, 如果广告投资

太小, 影响因子应该接近于零). 考虑到相类似媒

体上进行广告时, 影响因子参数具有对称性, 应有

Α1 × Β1 = 1, 即 Β1 = 1öΑ1.

3. 1　均衡解的确定

记此时由 (7)、(8) 决定的纳什均衡解分别为

N 1 (Α1) 与N 2 (Α1) , 它们满足如下方程组
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N 1 =
2B 1

(Α+ 1) + (Α+ 1) 2 +
4ΑB 1

Α1N 2

N 2 =
2B 2

(Β + 1) + (Β + 1) 2 +
4ΒB 2Α1

N 1

(9)

由前述定理知, 方程组 (9) 决定唯一一组解

(纳什均衡解). 通过变换得到

k 1N
3
1 + k 2N

2
1 + k 3N 1 + k 4 = 0 (10)

其中, 　k 1 = (1 + Α) (1 + Β) Α
Α1

-
ΒΑ3

Α2
1

　 k 2 = B 2 (Α+ 1) 2 -
B 1 (Β + 1) Α

Α1

　 k 3 = - 2B 1B 2 (Α+ 1) ; k 4 = B 2
1B 2

对具体的两个企业, 参数是给定的, 从而 k i

( i = 1, 2, 3, 4) 也就确定了. 利用迭代算法 (如牛

顿法等) 容易求得方程 (10) 的解, 从而也就确定

了问题的Cou rno t 型纳什均衡解.

3. 2　参数变化分析

由U 1 = c1
A 1

A 1 + Α1A 2
(B 1 - A 1) Α

U 2 = c2
A 2

1
Α1

A 1 + A 2

(B 2 - A 2) Β

易求得

5U 1

5Α1
= - c1

A 1A 2

(A 1 + Α1A 2) 2 (B 1 - A 1) Α < 0

5U 2

5Α1
= c2

A 1A 2

Α2
1

( 1
Α1

A 1 + A 2) 2
(B 2 - A 2) Β > 0

此外尽管由式 (10) 不容易求出N 1 (Α1) 的一

般表达式, 但对方程组 (9) 两边关于 Α1 求偏导:

5N 1 (Α1)
5Α1

≥ 0,
5N 2 (Α1)

5Α1
≤ 0.

即企业 1 的效用关于 Α1 单调递减, 企业 2 的

效用关于 Α1 单调递增, 相应均衡广告投资N 1 (Α1)

关于 Α1 单调递增,N 2 (Α1) 关于 Α1 单调递减. 这表

明通过创新的广告方式增加广告效率 (导致 Α1 减

小) , 企业 1 即使不增加广告投资, 其效用也会增

加; 企业 2 的广告创新, 导致 Α1 增大, 从而相应的

效用增加. 这与日常生活中, 资金相对较小的企

业, 为了求得较大的效用, 常常花少量的资金进行

炒作是一致的.

4　算例分析

假定某两企业生产与广告竞争的效用函数分

别为

U 1 (A 1,A 2) =
A 1

A 1 + A 2
(1 - A 1) Α

U 2 (A 1,A 2) =
A 2

A 1 + A 2
(1 - A 2) Β

其中, 常数 Α> 0, Β > 0.
5U 1 (A 1,A 2)

5A 1
=

A 2

(A 1 + A 2) 2 (1 - A 1) Α -

A 1

(A 1 + A 2) Α(1 - A 1) Α- 1

由
5U 1 (A 1,A 2)

5A 1
= 0, 解得,

A 1 (A 2) =
2

(Α+ 1) + (Α+ 1) 2 +
4Α
A 2

(11)

显然, 反应函数A 1 (A 2) 关于A 2 是严格单调

递增的.

同样由
5U 2 (A 1,A 2)

5A 2
= 0, 解得

A 2 (A 1) =
2

(Β + 1) + (Β + 1) 2 +
4Β
A 1

(12)

显然, 反应函数A 2 (A 1) 关于A 1 也是严格单

调递增的.

取 Α=
1
2

, Β =
1
3
由式 (11)、(12) , 得如下联

立方程组

　　　　

A 1 =
4

3 + 9 +
8

A 2

A 2 =
3

2 + 4 +
3

A 1

(13)

将A 2 代入A 1 并化简得
11A 3

1 + 19A 2
1 - 36A 1 + 12 = 0 (14)

　　 利用迭代算法求方程 (14) 的解, 得 A 1 =

0. 515 231. 代入方程组 (13) , 又得A 2 = 0. 584 327.

容易验证, 它们满足方程组 (13) , 所以它们为本问

题的纳什均衡解. 即纳什均衡解为

　　　　
N 1 = 0. 515 231

N 2 = 0. 584 327
(15)

说明 　 方程 (14) 还有两个增根,A 1 =

- 2. 958 240与A 1 = 0. 715 736, 前者不满足非负
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性; 后者, 容易验证其不满足方程组 (13).

5　结论

本文提出了一种两企业间进行广告与投资竞

争的一般模型, 利用完全信息静态博弈理论, 对这

个一般模型及其后续的较为特殊形式分析后, 得

到了若干理论结论. 对影响参数进行了初步分析,

这些很好地解释了现实中此类竞争中存在的现

象, 对企业的决策有帮助. 此外还给出了求具体问

题均衡解的方法, 利用该方法的编程实现, 我们在

某经理信息系统中进行了运用, 有一定的实用价

值. 限于篇幅, 本文没有对模型的 Stackeberg 型

及Cartel 型博弈进行分析 (将在另文中进行探

讨). 进一步的工作有, 针对不同的产品市场建立

特定的模型; 模型连续投资时的博弈分析等.
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Com petit ion ana lysis between en terpr ises in a llocation of produc-

t ion and advertising investm en t

ZH A N G Y u2l in1, 2, ZH ON G W ei2jun1, M E I S hu’e1
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Abstract: 　 In th is paper, a genera lm odel abou t tw o en terp rises to a lloca te p roduct ion and advert ising

investm en t is set up. T he m odel and its part icu la r fo rm s are stud ied by u sing gam e theo ry. T he ex is2
tence and m ono tone of Cou rno t equ ilib rium abou t the m odel are p roven theo ret ica lly. O ne m ethod to

find ou t the equ ilib rium so lu t ion is g iven. F ina lly, the resu lts a re tested and verif ied by analyzing a

sim p le p rob lem.

Key words: 　m arket ing; gam es; advert isem en t; info rm at ion econom y; equ ilib rium
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