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摘要: 提出了向量随机波动模型波动协同持续 (comm on persistence in vo la t ility) 的定义, 证明

了波动协同持续与协整 (co in tegra t ion) 两者之间的等价关系; 同时, 基于 Stock2W atson 与

Gonzalo2Granger 因子分解, 给出了协同持续因子 (comm on persisten t facto r)的两种不同的表

达形式, 证明了两者间存在着协整关系. 文中讨论了在隐因子过程为VA R (1) 的假定下, 协同

持续因子的表达以及协同持续因子存在的必要条件.
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0　引　言

在金融市场上, 如股票收益、汇率变化等均呈

现波动的时变性及持续性, 不同的市场之间又存

在着相互的关联影响, 从而有必要研究波动的共

同趋势 (comm on trend) 问题. 从经济、金融或自

然科学理论上讲, 许多事物间存在着紧密的联系,

从而在表现上有着同趋势运动的特征, 因此对波

动共同趋势研究, 有助于系统结构的研究; 反映共

同趋势的因子与反映短期行为特征的因子的分

离, 有利于信息的遴选利用, 这对于政策制定、金

融投资有着重要意义; 两类因子的分离, 有助于简

化复杂系统, 更深入探究系统结构; 共同趋势因子

是多变量间共性的反映, 反映的是系统特征, 其研

究有助于系统行为的预测.

早 在 1986 年 Engle、Bo llerslev 提 出 I2
GA RCH 模型[ 1 ]并对D iebo ld 等的评论作答时, 就

根据协整的思想提出波动协同持续的观点, 到

1993 年给出波动协同持续的定义[ 2 ] , 并在

GA RCH 模型下作了讨论. 但随后的研究凤毛麟

角[ 3- 6 ]. 值得注意的是 Engle、Bo llerslev 给出波动

协同持续的定义是基于时变的条件异方差, 并涉

及了条件协方差, 从而使得这一定义在另一类反

映波动特征的 SV (stochast ic vo la t ility) 模型下无

法扩展. 在文 [ 4 ]中从长相依 ( long2range depen2
den t) 的共因子角度提出 SV 模型波动协同持续

的一个新观点, 本文将其扩展、研究.

1　向量 SV 模型的波动协同持续

由文[7 ]等提出的 SV 模型与文[ 8 ]等提出的

A RCH 类模型不同. 前者从金融理论出发, 将时

变异方差当作一个由不可观察的隐因子过程支配

的随机过程, 而后者将时变异方差当作基于历史

数据的条件自回归过程; 在反映波动的持续性方

面, 前者认为可通过不可观察的隐因子过程表现

的长相依性表示[ 3, 9 ] , 而后者直接通过条件异方差

过程的分整 (单整) 行为来刻画[ 10 ]; 在多维方面,

前者因不直接考虑变量间的相关性, 可用于研究

多个变量或多个市场间波动的联系[ 3, 11 ] , 而后者

直接利用了变量间的协方差, 而使市场组合后的

投资收益波动分析成为可能. 因此在两种模型下

的波动协同持续定义将会不同, 其波动协同持续

的涵义也不同.
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文[4 ]提出, 如果两随机波动过程的隐因子是

同一长相依过程的线性函数 (可具有不同的系

数) , 那么称这两个随机波动过程是关于波动协同

持续的 (comm on persistence in vo la t ility). 可见

在这一观点中, 变量间存在长相依的共同因子是

波动协同持续的关键. 对于金融市场的许多收益

过程来说, 其波动经常受诸如市场因子、行业因

子、经济增长等因素的影响, 从而完全可能导致它

们在波动上有着共同的趋势, 即出现波动协同持

续现象. 因此, 研究探讨隐藏在各波动后的共同因

素有着重要的意义, 它有助理解金融市场的内在

规律. 由于在经济金融系统中单位根现象的普遍

存在性, 下面对长相依共同因子为 I(1) 的单整过

程的 SV 模型给出波动协同持续的定义.

定义 1　 设有N 维不相关的随机波动过程

{Yt}

Yt = (Y 1t, Y 2t, ⋯, Y N t) T ,

Yit = Ρi exp (h itö2) Εit, i = 1, 2, ⋯,N (1)

Εt = (Ε1t, Ε2t, ⋯, ΕN t) T 为N 维独立正态分布白噪声

(Εt～ N (O , 2 Ε) , 2 Ε为对角线元素是 1 的正定阵) ;

h t = (h1t, h 2t, ⋯, hN t) T 为每一分量是 I (1) 的单整

过程, 并由VA R (p ) 表达

h t = 5 1h t- 1 + 5 2h 2t + ⋯ + 5 p h t- p + Γt (2)

的N 维隐因子过程. 其中 Γt 为N 维独立正态分布

的白噪声 (Γt～ N (O , 2 Γ) , 2 Γ 为正定阵) , 且与{Εt}

不相关; 系数阵 5 i, i = 1, 2, ⋯, p 满足特征方程

det{I - ∑
p

i= 1
5 iz

i} = 0 的根之模大于等于 1 的条

件. 那么, 当存在每一分量为一阶单整的、且分量

间不存在协整关系的m (< N ) 维随机过程{Μt},

使 Y it = Ρi exp { (ΗT
i Μt + u3

it ) ö2}Εit, i = 1, 2, ⋯,N

时, 则称随机波动过程{Yt} 关于波动协同持续, 其

中Ηi 为m 维的元素非零的列向量, u 3
it 为 I (0) 的平

稳过程, i = 1, 2, ⋯,N . 相应地, 将导致{Yt} 波动

协同持续的共同因子 Μt 称为协同持续因子.

在定义 1 中, 协同持续因子 Μt 是每一分量为

一阶单整的、且分量间不存在协整关系的m 维随

机过程, 因此各分量的任意线性组合仍为 I (1) 的

单整过程, 反映了隐因子h t 中的长期共同趋势, 是

导致{Yt} 波动协同持续的内在因素. 一般意义下,

协同持续因子 Μt 就是指导致各金融市场或各收益

过程波动持续的共同因素.

随机过程{Y t}波动协同持续就是内在共同因

素的表现, 这些内在共同因素的行为可间接地通

过可观察的{Y t} 得以反映. 下面定理 1 将从定量

的角度说明这种关系, 即波动协同持续与协整之

间的关系.

定理 1　 由式 (1)、(2) 表示的随机过程{Y t}

关于波动协同持续的充要条件是随机过程{W t}:

W t = (log Y 2
1t, log Y 2

2t, ⋯, log Y 2
N t) T (3)

分量间协整.

证明　必要性　由于{Y t} 关于波动协同持

续, 所以存在m 维的协同持续因子 Μt, 使得

Y it = Ρi exp { (ΗT
i Μt + u 3

it ) ö2}Εit, i = 1, 2, ⋯,N

将上式两边平方并取对数有

logY 2
it = log Ρ2

i + ΗT
i Μt + u 3

it + log Ε2
it,

i = 1, 2, ⋯,N

用矩阵表示有

W t = Λ + ΗT Μt + u3
t + Νt (4)

其中, Λ = (log Ρ2
1 + E log Ε2

1 t, ⋯, log Ρ2
N +

E log Ε2
N t) T , u 3

t = (u3
1t , ⋯, u 3

N t) T

Νt = (log Ε2
1t - E log Ε2

1t, ⋯, log Ε2
N t - E log Ε2

N t) T.

取 Η⊥ 为与Η行向量正交的 (N - m ) ×N 阶矩阵,

并在式 (4) 等式两边左乘 Η⊥ 有

　　Η⊥W t = Η⊥ ΗT Μt + Η⊥ (Λ + u3
t + Νt)

因 Η⊥ ΗT = 0, 所以上式右边为 I (0) 平稳序列, 可

得W t 分量间协整.

充分性　因W t = Λ + h t + Νt,W t 各分量间

协整, 所以对协整向量Α∈R N , ΑTW t = ΑT (Λ+ Νt)

+ ΑTh t 为 I (0) 的平稳过程, 从而ΑT h t 为 I (0) 平稳

序列, h t 分量间也协整.

不妨假定 ∃h t 有W o ld 表达式为

∃h t = C (L ) Γt, ∑
+ ∞

j = 0
j ûcj û < ∞

L 为 滞 后 算 子 , C (z ) = ∑
∞

i= 0
ciz

i, C (o) = IN ,

rank C (1) = m , Γt 为具有均值为 0, 协方差为∑Γ

的独立正态分布的白噪声, 并假定 Γs = 0, s ≤ 0.

在 此 情 况 下, 由 Stock2W atson 关 于

Beveridge2N elson 分解的多维推广[ 12 ] 有

h t = A Σt + Αt (5)

Σt = Σt- 1 + u t (6)

其中, Σt = S mH - 1∑
t

i= 1
Γi为m 维的随机游走过程,
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a t = (1 - L ) - 1 (C (L ) - C (1) ) Γt 为N 维 I (0) 平稳

过程, u t = SmH - 1Γt, Sm = [O m ×(N - m ) Im ] 为m ×N 阶

的选择矩阵(select ion m atrix) , H = [H 1 H 2 ], H 2 为

列向量正交于N × (N - m ) 阶阵H 1 的列向量的秩为

m 的N ×m 阶阵, 而C (1)H 1 = 0, H 1 为秩为N - m

的N × (N - m ) 阶阵,A = C (1)H 2.

取协同持续因子 Μt = Σt, 则有

Y it = Ρiexp { (A iΜt + a it) ö2}Εit, (7)

i = 1, 2, ⋯,N .

其中A i 为A 的第 i 个行向量, a it 为 a t 的第 i 个分

量. 由定义 1 知{Y t} 关于波动协同持续. 证毕.

定理 1 的证明反映了由可观测的{Yt} 而得的

{W t} 分量间协整与不可观测的隐因子{h t} 分量

间协整的等价关系, 这是波动存在共同趋势与存

在内在长相依共同因素间接关系的必然体现.

2　协同持续因子的确定

向量 SV 过程的波动协同持续是根据协同持

续因子来定义的. 协同持续因子是向量 SV 过程

各隐因子中共同的长期趋势成分, 是导致向量SV

过 程 波 动 协 同 持 续 (comm on p ersistence in

vo la t ility) 的内在因素. 由于从协同持续因子角度

定义波动协同持续具有很好的理论解释, 因此协

同持续因子的确定成为向量 SV 过程波动协同持

续的关键问题.

正如前面定理 1 证明中所示, 在式 (1)、(2) 表

示的向量随机波动过程{Y t} 下,N 维隐因子 h t 的

协整隐含了协同持续因子 v t 的存在, 协同持续因

子就是长相依的共同趋势成分. 在长相依因子的

确定方面, Pena and Box, Stock and W atson,

Granger and Gonzalo 等学者做了一些有益的

尝试.

如前式 (5) , 因子Σt 的载荷阵A 的正交补若记

为A ⊥, 由A T
⊥ A = 0 可知,A ⊥ 由 h t 的协整向量构

成. 记 f t = (A ,A ⊥) T h t, 则由文[13 ] 的讨论,A T h t

确定的因子为互相之间不存在协整关系的 I (1)

的因子, 反映的是 h t 中的长期共同趋势; A T
⊥ h t 确

定的是 I (0) 的因子, 反映的是 h t 中的协整关系,

这样h t被分解为上述两个成分. 若特别取A 及

A ⊥ 使

A TA = I ,A T
⊥ A ⊥= I

则

AA T + A ⊥ A T
⊥= I (8)

从而有

h t = A (A Th t) + A ⊥ (A T
⊥ h t) (9)

而在一般情况下有

h t = P 1 (A T h t) + P 2 (A T
⊥ h t) (10)

其中, P 1, P 2 分别为N ×m 及N × (N - m ) 矩阵,

满足 P 1A
T + P 2A

T
1 = I.

文 [12 ] 取 A T h t 为共同趋势因子, 可取

A (A TA ) - 1 为相应的因子载荷阵, 那么按 (10) 的

分解有

　h t = A (A TA ) - 1 (A T h t) +

　　　A ⊥ (A T
⊥ A ⊥) - 1 (A T

⊥ h t) (11)

将式 (11) 称为 Stock2W atson 因子分解.

记D 为满足C (1)D = 0 的N × (N - m ) 阶

矩阵,D ⊥ 为D 的正交补, 其中 C (1) 由定理 1 中

C (L ) 决定, 那么文[14 ] 提出的短期成分并不对h t

的长期趋势产生影响的 Perm anen t2t ran sito ry 分

解为

　h t = A (D T
⊥ A ) - 1 (D T

⊥ h t) +

　　　D (A T
⊥ D ) - 1 (A T

⊥ h t) (12)

其中,D T
⊥ h t 反映了 h t 的长期趋势,A T

⊥ h t 为 h t 的短

期成分. 式 (12) 称为 Gonzalo2Granger 因子分解.

下面以定理方式说明在这两种分解下协同持续因

子间的关系.

定理 2　 在 Stock2W atson 因子分解的共同

趋势因子和 Gonza lo2Granger 因子分解的长期趋

势因子下, 由式 (1)、(2) 表示的{Yt} 相应的两协

同持续因子是协整的.

证明　由式 (11)、(12) 可分别取两协同持续

因子:

ΜSW t = A T h t (13)

ΜGG t = D T
⊥ h t (14)

相应地, 对{Y t} 分别有

Y it = Ρi exp { (A 1
i ΜSW t + u 13

it ) ö2}Εit

　　Y it = Ρi exp { (A 2
i ΜGG t + u 23

it ) ö2}Εit,

i = 1, 2, ⋯,N

其中,A 1
i、A 2

i 分别为矩阵A (A TA ) - 1,A (D T
⊥A ) - 1 的

第 i 行向量, u 13
it 、u 23

it 分别为式 (11)、(12) 右边第 2

项的第 i 个分量. 由式 (11)、(12) 有
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　A (A TA ) - 1 (A T h t) - A (D T
⊥ A ) - 1 (D T

⊥ h t) =

[D (A T
⊥ D ) - 1 - A ⊥ (A T

⊥ A ⊥) - 1 ] (A T
⊥ h t) (15)

因为A T
⊥ h t 是 I (0) 平稳的, 所以A Th t 与D T

⊥ h t 是协

整的, 从而得 ΜSW t 与 ΜGG t 协整. 证毕.

由定理 2 知, 同一过程{Y t} 可以有不同的协

同持续因子, 但它们之间存在着内在联系即协整

关系, 说明不同的方法确定的协同持续因子有着

相同的长期趋势. 这也说明, 虽然导致过程{Y t}波

动协同持续的共同因素在表达上会有所差异, 但

这些表达在反映长期趋势上没有本质的不同.

协同持续因子决定了向量 SV 过程的波动协

同持续, 它反映的是多个变量中波动的内在联系,

这种内在联系也许不是单一的, 可能要由多个协

同持续因子来刻画, 其个数已由定理 1、定理 2 显

示, 为 (h t 的维数)— (h t 协整的阶数). 协同持续因

子不同于反映协整关系的短期成分, 作为变量 h t

的线性组合仍保持着单位根的长相依特性. 为了

对协同持续因子有更深入的理解, 进行下一步的

研究.

3　进一步的结果

协同持续因子必然由共同长期趋势决定, 正

如式 (13) 表明的, 只有当存在共同长期趋势时才

存在协同持续因子. 本部分将在式 (2) 中 p = 1 即

h t～ VA R (1)

　　h t = 5 1h t- 1 + Γt (16)

情况下, 探讨协同持续因子的表达及其存在的必

要条件. 式 (16) 也是向量 SV 模型经常使用的假

设. 记A ⊥ 为 h t 的协整矩阵,A 为A ⊥ 的正交补, 且

满足A TA = I ,A T
⊥A ⊥= I. 由第 2 部分知A T h t 为 h t

的长期趋势成分, 可取为协同持续因子, 如式 (13)

记为 ΜSW t.

定理 3　 若由式 (1)、(16) 确定的N 维随机

波动过程{Yt} 关于波动协同持续即隐因子过程 h t

为N - m 阶协整时, {Yt} 的协同持续因子 ΜSW t 由

两部分构成: 一部分为V A R (1) , 另一部分为由

A T
⊥ h t 确定的平稳成分. 在A 与A ⊥关于5 1 正交时,

ΜSW t 也服从VA R (1) , 且系数阵 5 3
1 = A T 5 1A 含有

m 个实单位根; 在此条件下, 方程 (16) 中系数阵

5 1 至少存在一个实单位根.

　　 证明 　 在方程 ( 1 6 ) 两边左乘A T 并利用

AA T + A ⊥ A T
⊥= I 有

ΜSW t = A T 5 1 [AA T + A ⊥ A T
⊥ ]h t- 1 + A T Γt =

A T 5 1A ΜSW t- 1 + A T Γt + A T 5 1A ⊥õ
(A T

⊥ h t- 1) (17)

由此可见 ΜSW t 由两部分构成: 一部分为V A R (1) ,

另一部分为由A T
⊥ h t 确定的平稳成分.

在A 与A ⊥ 关于 5 1 正交时,A T 5 1A ⊥= 0, 从而

ΜSW t = A T 5 1ΜSW t- 1 + A T Γt, 即 ΜSW t 服从V A R (1) , 且

系数阵 5 3
1 = A T 5 1A.

文[12 ] 中指出,N 维N - m 阶协整的随机过

程{h t} 具有m 个共同趋势,A T h t 即 ΜSW t 就是这m

个 单 整 的 共 同 趋 势 的 线 性 组 合, 5
～

=

[∑ΜSW tΜT
SW t- 1 ] [∑ΜSW t- 1ΜT

SW t- 1 ]- 1 的极限 5 就有

m 个实的单位根. 由此在 ΜSW t～ V A R (1) :

ΜSW t = 5 3
1 ΜSW t- 1 + ∆t (18)

(其中, ∆t = A Th t) 下, 在式 (18) 两边右乘 ΜSW t- 1 并

关于 t 求和有

　∑ΜSW tΜT
SW t- 1 = 5 3

1 ∑ΜSW tΜT
SW t- 1 + ∑∆tΜT

SW t- 1

由于[∑∆tΜT
SW t- 1 ] [∑ΜSW tΜT

SW t- 1 ]- 1 依概率收敛于

零, 所以在 ΜSW t～ V A R (1) 时, 系数阵 5 3
1 即为文

[12 ] 中的 5 , 因此系数阵 5 3
1 就有m 个实单位根.

由 ûΚIm - 5 3
1 û = ûΚIm - A T 5 1A û = ûA T

(ΚIN - 5 1)A û = ûA TQ T (ΚIN - J )QA û (其中,Q 为

使 5 1 约当化的正交矩阵, J 为相应的约当阵) 知,

在 5 3
1 存在实单位根的情况下, 5 1 至少存在一个

实单位根. 否则, 在 5 1 不存在实单位根下, (ΚIN -

J ) 将为满秩矩阵, 从而A TQ T (ΚIN - J )QA 也满

秩, 相应行列式不为零. 这与 5 3
1 存在实单位根相

矛盾, 故式 (16) 的系数阵 5 1 至少存在一个实单位

根. 由V A R (1) 的边际化知, h t 每一分量为单整过

程. 证毕.

定理 3 讨论了协同持续因子的表达及其存在

的必要条件. 它也说明, 如果导致金融市场波动或

各收益过程波动的隐因子是具有一阶滞后效应

的, 那么导致各市场波动协同持续的共同因素 —

协同持续因子也是一阶滞后的; 而且, 共同的长相

依因子的存在必然说明原各隐因子间内涵着这种

长相依性, 这可从单位根的存在性上得以印证.
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4　结论

在本文中, 证明了以协同持续因子为出发点

的波动协同持续与协整间存在着等价关系, 说明

了长相依共因子与波动协同持续的内在联系; 本

文还证明了在 Stock2W atson 与 Gonzalo2Granger

的不同因子分解下而得的不同协同持续因子间存

在协整性, 说明协同持续因子即导致金融市场或

收益过程波动持续的共同因素虽会有不同表达形

式但有相同长期趋势; 最后讨论了在隐因子过程

为一阶向量自回归情况下, 协同持续因子的表达

及其存在的必要条件, 从而对协同持续因子有了

更深入的理解. 全文工作有助于进一步研究金融

市场波动之间的关系亦即金融市场的波动结构,

但对于应用于实际金融市场分析还有待于提出多

维 SV 模型有效的估计检验方法、解决 SV 模型的

单位根检验以及合理的因子个数检验方法等问

题, 本文工作只是一个理论探讨的起点.
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Stock Exchange. T he resu lts ind ica te tha t the tw o com po site indexes and tw o A 2share indexes can ac2
cu ra tely reflect the m arket changes, and o ther indexes are no t so good in th is funct ion. Becau se a ll the

fou r indexes are no t good investm en t po rtfo lio s, w e need to m ake index ing po rtfo lio s to track them.

W ith the theo ry of A PT and the app roaches of sta t ist ics and op t im iza t ion, w e choo se p rincipa l com po2
nen ts as facto rs, m ake the facto r load ings of t rack ing po rtfo lio s the sam e as the indexes, and then let

the sum of squared differences of residua ls m in im ized in the sam p le period to ob ta in the w eigh t of each

stock in the po rtfo lio. A bou t 20 stock s are selected from every m arket to ob ta in the track ing po rtfo lio

w ith specif ied w eigh t. T he index ing po rtfo lio s have a lm o st the sam e retu rn s as the indexes bo th in the

sam p le period and after sam p le period (th ree m on th s) .

Key words: 　m arket indexes; index ing po rtfo lio; clu ster ana lysis; A PT m odel

(上接第 5 页)

Study on comm on factors of vector stochastic vola til ity m odel

D U Z i2p ing , ZH A N G S h i2y ing
Schoo l of M anagem en t, T ian jin U n iversity, T ian jin 300072, Ch ina

Abstract: 　 In th is paper, from the idea of comm on trend, w e pu t fo rw ard the defin it ion of co2persis2
tence in vo la t ility of vecto r SV m odel, and estab lish the equ iva len t rela t ion sh ip betw een comm on per2
sistence in vo la t ility and co in tegra t ion. M eanw h ile, w e give tw o rep resen ta t ion s of comm on persisten t

facto rs under the Stock2W o tson and Gonzalo2Granger facto r decom po sit ion s, and verify the ex istence

of co in tegra t ion betw een these tw o rep resen ta t ion s. M o reover, under the unob served variab les to be

VA R (1) , the rep resen ta t ion of co2persistence facto rs is p resen ted, and necessary condit ion s of ex ist2
ing co2persistence facto rs are a lso stud ied.

Key words: 　vecto r SV m odel; comm on persistence in vo la t ility; comm on persisten t facto r; co in te2
gra t ion; long2run comm on trend
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