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摘要: 研究任意多个厂商条件下的一般动态古诺模型, 把两个厂商条件下的古诺模型拓广到一

般情形, 并进行动态分析。给出了一般动态古诺模型的数学表达式, 并证明了均衡解的存在性.

进一步通过理论分析和计算, 给出了各厂商的均衡产量的计算公式.
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0　引　言

寡头垄断市场是指少数厂商完全控制一个行

业的市场结构, 是一种普遍存在的市场. 1838 年

法国经济学家古诺 (A ugu st in Cou rno t) 最早提出

了一个数学模型, 用以考察一个行业中仅有两个

生产厂商的所谓双头垄断市场的情况, 研究两个

厂商条件下的均衡产量问题. 该模型后来被称为

古诺模型. 该模型假定: 寡头市场仅有两个生产厂

商, 他们生产同质的产品; 两个厂商的边际成本为

零; 两个厂商都掌握市场需求情况, 他们都面临共

同的线性需求曲线; 各厂商根据对手采取的行动,

并假定对手继续如此行事, 来作出自己的决策.

　　古诺模型仅涉及两个生产厂商, 是一种较为

极端的情形. 而在现实的经济活动中, 普遍存在的

是多个生产厂商控制的情形. 本文旨在研究这种

多个生产厂商条件下的一般动态古诺模型的数学

表达式及均衡解.

1　一般动态古诺模型的数学表达式

现假定寡头垄断市场上有 n 个生产厂商, 分

别为厂商 1, 厂商 2, ⋯, 厂商 n. 他们共同面临的线

性需求曲线方程为

　　P = a - bQ (1)

式中: P 和Q 分别为产品的价格和产量; a 和 b 均

为正常量. 记市场容量为 d , 则 d =
a
b

.

在分析多个生产厂商条件下的古诺模型时,

其基本假设与两个生产厂商条件下的古诺模型的

基本假设条件相同[ 9, 10 ] , 不同的只是产量调整规

则. 与两个厂商古诺模型相同, 多个厂商古诺模型

也假设每个厂商在确定其产量时, 将产量确定为

剩余市场容量的一半, 以获得最大收益. 但在多个

厂商的条件下, 应规定调整产量的先后顺序. 现假

定厂商 1 首先调整产量, 其次是厂商 2, 再其次是

厂商 3, 依次下去, 最后是厂商 n. 设厂商 i 第m 次

调整后的产量为Q i (m ) , i = 1, 2, ⋯, n , 则得

　Q 1 (m ) =
1
2

[d - ∑
n

i= 2
Q i (m - 1) ] =

1
2

d -
1
2 ∑

n

i= 2
Q i (m - 1)

　Q 2 (m ) =
1
2

[d - Q 1 (m ) - ∑
n

i= 3
Q i (m - 1) ] =

1
2

d -
1
2

Q 1 (m ) -
1
2 ∑

n

i= 3
Q i (m - 1)

　⋯⋯

　Q k (m ) =
1
2

[d - ∑
k- 1

i= 1
Q i (m ) - ∑

n

i= k+ 1
Q i (m - 1) ] =
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　　 1
2

d -
1
2 ∑

k - 1

i= 1
Q i (m ) -

1
2 ∑

n

i= k+ 1
Q i (m - 1)

　　⋯⋯

　　Q n (m ) =
1
2

[d - ∑
n- 1

i= 1
Q i (m ) ] =

1
2

d -
1
2 ∑

n- 1

i= 1
Q i (m )

将上述等式写成矩阵形式为

　

Q 1 (m )

Q 2 (m )

Q 3 (m )

�
Q k (m )

�
Q n (m )

= -
1
2

0 0 0 ⋯ 0 0

1 0 0 ⋯ 0 0

1 1 0 ⋯ 0 0

� � � � �
1 1 1 ⋯ 0 0

� � � � �
1 1 1 ⋯ 1 0

õ

　　　

Q 1 (m )

Q 2 (m )

Q 3 (m )

�
Q k (m )

�
Q n (m )

= -
1
2

0 1 1 ⋯ 1 1

0 0 1 ⋯ 1 1

0 0 0 ⋯ 1 1

� � � � �
0 0 0 ⋯ 1 1

� � � � �
0 0 0 ⋯ 0 0

õ

　　　

Q 1 (m - 1)

Q 2 (m - 1)

Q 3 (m - 1)

�

Q k (m - 1)

�
Q n (m - 1)

+
d
2

1

1

1

�
1

�
1

(2)

记上式 (2) 中等式右端第 1 个矩阵为A , 即

　　　A =

0 0 0 ⋯ 0 0

1 0 0 ⋯ 0 0

1 1 0 ⋯ 0 0

� � � � �
1 1 1 ⋯ 0 0

� � � � �
1 1 1 ⋯ 1 0

(3)

再记Q (m ) = [Q 1 (m ) ,Q 2 (m ) , ⋯,Q n (m ) ]T ,B =

[1, 1, ⋯, 1 ]T , 则式 (2) 可以写成为

　Q (m ) = -
1
2

AQ (m ) -
1
2

A TQ (m - 1) +

d
2

B (4)

即

　　 ( I +
1
2

A )Q (m ) = -
1
2

A TQ (m - 1) +

　　　　　 d
2

B (5)

记 C = I +
1
2

A , 显见C 为可逆矩阵. 从而, 由式

(5) 可得

　CQ (m ) = -
1
2

A TQ (m - 1) +
d
2

B (6)

即

　Q (m ) = -
1
2

C - 1A TQ (m - 1) +
d
2

C - 1B (7)

又记D = -
1
2

C - 1A T , E =
d
2

C - 1B 则由式 (7) 可

得

　　Q (m ) = DQ (m - 1) + E (8)

式 (8) 即为一般动态古诺模型的数学表达式.

以下所要讨论的问题是, 如何判别由式 (8)

确定的古诺模型是否存在均衡解, 以及如果存在

均衡解, 均衡解是多少.

2　一般动态古诺模型的均衡解的存
在性

为了解决古诺模型均衡解的存在性, 先证明

下述重要结论.

定理 1　 一般动态古诺模型中, 矩阵D 的所

有特征值的模小于 1.

证明　 设 Κ为D 的任一特征值, 于是有 ûΚI

- D û = 0, 从而可得

　ûΚI +
1
2

C - 1A T û = 0Ζ ûΚC +
1
2

A T û = 0Ζ

　　　　ûΚI +
Κ
2

A +
1
2

A T û = 0 (9)

即

　　　

Κ 1
2

1
2

⋯ 1
2

Κ
2

Κ 1
2

⋯ 1
2

Κ
2

Κ
2

Κ ⋯ 1
2

� � � �
Κ
2

Κ
2

Κ
2

⋯ Κ

= 0 (10)

令上式中左端行列式为M (Κ) , 则利用行列式的性

质可得
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　　M (Κ) = Κ

1
1
2

1
2

⋯ 1
2

1
2

Κ 1
2

⋯ 1
2

1
2

Κ
2

Κ ⋯ 1
2

� � � �
1
2

Κ
2

Κ
2

⋯ Κ

=

Κ

1
1
2

1
2

⋯ 1
2

-
1
2

Κ-
1
2

0 ⋯ 0

-
1
2

Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

� � � �

-
1
2

Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ-
1
2

(11)

又令式 (11) 中最右端的行列式值为A n (Κ) , 则有

　　M (Κ) = ΚA n (Κ) (12)

下面计算A n (Κ).

应用行列式的L ap lace 展开式, 有

　　A n = (Κ-
1
2

)A n- 1 + (- 1) n+ 1 õ 1
2

õ

-
1
2

Κ-
1
2

0 ⋯ 0

-
1
2

Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

-
1
2

Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ 0

� � � �

-
1
2

Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ
2

-
1
2

=

(Κ-
1
2

)A n- 1 + (- 1) n+ 1 1
2

(-
1
2

) õ

1 Κ-
1
2

0 ⋯ 0

1
Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

1
Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ 0

� � � �

1
Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ
2

-
1
2

(13)

现在计算式 (13) 中的最后一个行列式. 为方

便起见, 该行列式为N n- 1 (Κ) , 则

　　N n- 1 (Κ) =

1 Κ-
1
2

0 ⋯ 0

0 -
Κ
2

Κ-
1
2

⋯ 0

0 -
Κ
2

Κ-
1
2

⋯ 0

� � � �

0 -
Κ
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ-
1
2

=

-
Κ
2

Κ-
1
2

0 ⋯ 0

-
Κ
2

Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

-
Κ
2

Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

� � � �

-
Κ
2

Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ
2

-
1
2

=

(-
Κ
2

)

1 Κ-
1
2

0 ⋯ 0

1
Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

1
Κ
2

-
1
2

Κ-
1
2

⋯ 0

� � � �

1
Κ
2

-
1
2

Κ
2

-
1
2

⋯ Κ
2

-
1
2

=

　　　　 (-
Κ
2

)N n- 2 (Κ) (14)

应用上述递推公式, 可得

　　N n- 1 (Κ) = (-
Κ
2

)N n- 2 (Κ) =

　　　 (-
Κ
2

) 2N n- 3 (Κ) = ⋯ =

　　 (-
Κ
2

) n- 3N 2 (Κ) = (-
Κ
2

) n- 3

1 Κ-
1
2

1
Κ
2

-
1
2

=

　　　　　 (-
Κ
2

) n- 2 (15)

从而, 由式 (13) 和式 (15) 知

　A n = (Κ-
1
2

) (Κ-
1
2

)A n- 1 +

　　 (- 1) n+ 1 1
2

(-
1
2

) (-
Κ
2

) n- 2 =

　　 (Κ-
1
2

)A n- 1 +
Κn- 2

2n (16)

递推式 (16) , 有
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　A n = (Κ-
1
2

)A n- 1 +
Κn- 2

2n =

　　 (Κ-
1
2

) [ (Κ-
1
2

)A n- 2 +
Κn- 3

2n- 1 ] +

　　 Κn- 2

2n = ⋯ = (Κ-
1
2

) n- 2A 2 +

(Κ-
1
2

) n- 3 Κ
23 + ⋯ + (Κ-

1
2

) õ

Κn- 3

2n- 1 +
Κn- 2

2n =

(2Κ- 1) n - (Κ) n- 1

2n (Κ- 1)
(17)

于是, 将上式代入 (12) 得

　M (Κ) = ΚA n (Κ) = Κ
(2Κ- 1) n - (Κ) n- 1

2n (Κ- 1)

(18)

由 ûΚI - D û = 0Ζ M (Κ) = 0 知, 当 Κ≠ 1 时, 有

M (Κ) = 0Ζ Κ[ (2Κ- 1) n - (Κ) n- 1 ] = 0Ζ Κ= 0 或

　　　　 (2Κ- 1) n = (Κ) n- 1 (19)

又易知 Κ= 1 不是特征值. 事实上, 当 Κ= 1 时, 对

M (1) 应用行列式的性质, 有

M (1) =

1
1
2

1
2

⋯ 1
2

1
2

1
1
2

⋯ 1
2

1
2

1
2

1 ⋯ 1
2

� � � �
1
2

1
2

1
2

⋯ 1

=
n + 1

2
1
2

n- 1

≠ 0

由此得证, Κ= 1 不是 D 的特征值. 于是, 由式
(19) , 只须证明满足 (2Κ- 1) n = Κn- 1 的根 Κ的模

小于 1 即可.

以下分两种情况 : 当Κ为实根时和Κ为复

根时.

1) 当 Κ为实根时. 易知 Κ> 0. 因为若不

然, Κ< 0 (显然 Κ≠ 0) , 则 (2Κ- 1) < 0, 从而 (2Κ
- 1) n 与Κn- 1 异号. 由此, (2Κ- 1) n ≠Κn- 1, 这与式

(20) 矛盾.

现在证明Κ< 1. 反证. 若不然, 假设Κ> 1 (已

证 Κ≠ 1) , 则 2Κ- 1 > Κ] (2Κ- 1) n > Κn > Κn- 1,

这也与式 (19) 矛盾.

于是, 得证 0 < Κ< 1, 自然地, ûΚû < 1.

2) 当 Κ为复根时. 因式 (19) 中的系数均为实

数, 故由多项式理论知, 式 (19) 的根必共轭成对

出现. 于是, Κ也是式 (19) 的根. 即有

　 (2Κ- 1) n = Κn- 1 且 (2 Κ- 1) n = Κn- 1 (20)

设Κ= a + bi (b≠ 0) , 并将式 (20) 中的两式相乘,

得

　[ (2Κ- 1) (2 Κ- 1) ]n = (ΚΚ) n- 1] [4ΚΚ-

　　　　2 (Κ+ Κ) + 1 ]n = (ΚΚ) n- 1]
[4 (a2 + b2) - 4a + 1 ]n = (a2 + b2) n- 1 (21)

下面用反证法证明, 满足式 (21) 最后一个等

式的a、b必满足a2 + b2 < 1, 即 ûΚû < 1. 以下又分

两种情况.

1) 若 a2 + b2 = 1, 则

　　4 (a2 + b2) - 4a + 1 = a2 + b2]
　　　　4 - 4a + 1 = 1] a = 1] b = 0

与 b ≠ 0 矛盾.

2) 若 a2 + b2 > 1, 再分两种情况.

i) 当 a ≥ 1 时. 由 a - 1 ≥ 0, 3a - 1 ≥ 0 可

知

　　 (3a - 1) (a - 1) ≥ 0] 3a2 - 4a + 1 ≥

　　0] 4a2 - 4a + 1 + 4b2 ≥ a2 + 4b2]
　　　　 (2a - 1) 2 + 4b2 ≥ a2 + 4b2]
　　　　　 (2a - 1) 2 + 4b2 ≥ a2 + b2 > 1

于是, 有

　　[ (2a - 1) 2 + 4b2 ]n ≥ [a2 + b2 ]n >

[a2 + b2 ]n- 1 (22)

这与式 (21) 的最后一个等式矛盾.

ii) 当 a < 1 时. 因 a2 + b2 > 1, 故

　3a2 - 4a + 1 + 3b2 = 3 (a2 + b2) - 4a + 1 >

　　　　3 × 1 - 4a + 1 = 4 - 4a > 0 (23)

从而

　　 (2a - 1) 2 + 4b2 > a2 + b2 > 1 (24)

由此可知,

　　[ (2a - 1) 2 + 4b2 ]n ≥ [a2 + b2 ]n >

　　　　　　　[a2 + b2 ]n- 1 (25)

这也与式 (21) 的最后一个等式矛盾.

综上所述, 便得证 ûΚû < 1. 由此得证定理 1.

现在证明一般动态古诺模型均衡解的存在

性.

设厂 商 i 的 均 衡 产 量 为 Q i, 则 Q i =

lim
m →∞

Q i (m ) , i = 1, 2, ⋯, n. 定义均衡解向量为Q =

[Q 1,Q 2, ⋯,Q n ]T , 则有下述结论.

定理 2　一般动态古诺模型均衡产量向量为

Q = ( I - D ) - 1E (26)

证明　由式 (8) 经简单推导可得
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Q (m ) = D m - 1Q (1) + D m - 2E + D m - 3E +

⋯ + D 2E + D E + I =

D m - 1Q (1) + ∑
m - 2

i= 0
D i E (27)

因D 的特征根的模小于 1 , 由矩阵理论知 ,

lim
m →∞

D m = 0 (零矩阵) , lim
m →∞∑

m - 2

i= 0
D i = ( I - D ) - 1E. 由

式 (27) 可得

　Q = lim
m →∞

D m - 1Q (1) + ( lim
m →∞∑

m - 2

i= 0

D i) E =

( I - D ) - 1E (28)

由此获得均衡解的存在性.

3　一般动态古诺模型均衡解的计算

现在可以从式 (5) 导出均衡解的具体计算
公式.

定理 3　一般动态古诺模型均衡产量向量为

Q =
d

n + 1
,

d
n + 1

, ⋯,
d

n + 1

T

(29)

　　证明　由式 (5) 可得

　　 lim
m →∞

[ ( I +
1
2

A )Q (m ) ] =

　　　　　 ( I +
1
2

A ) lim
m →∞

Q (m ) =

　　　　　 -
1
2

A T lim
m →∞

Q (m - 1) +
d
2

B

即

( I +
1
2

A )Q = -
1
2

A TQ +
d
2

B

也即

　　 ( I +
1
2

A +
1
2

A T )Q =
d
2

B (30)

记M = I +
1
2

A +
1
2

A T , 则有

M Q =
d
2

B (31)

经计算可得

　　M =

1
1
2

1
2

⋯ 1
2

1
2

1
1
2

⋯ 1
2

1
2

1
2

1 ⋯ 1
2

� � � �
1
2

1
2

1
2

⋯ 1

(32)

容易求得M 的逆矩阵为

M - 1 =
2

n + 1

n - 1 - 1 ⋯ - 1

- 1 n - 1 ⋯ - 1

- 1 - 1 n ⋯ - 1

� � � �
- 1 - 1 - 1 ⋯ n

(33)

由式 (31) 可得

　　Q = M - 1 d
2

B =
d
2

2
n + 1

õ

n - 1 - 1 ⋯ - 1

- 1 n - 1 ⋯ - 1

- 1 - 1 n ⋯ - 1

� � � �
- 1 - 1 - 1 ⋯ n

1

1

1

�
1

=

d
n + 1

1

1

1

�
1

=
d

n + 1
,

d
n + 1

, ⋯,
d

n + 1

T

由此得证定理 3.

上述定理表明, 在 n 个厂商条件下的动态古

诺模型的均衡解只与厂商的数目 n 和市场容量 d

有关, 且各个厂商的均衡产量均为 d
n + 1

, 即都

为市场容量的 1
n + 1

. 下面来看一个例子.

例 　 考虑一个具有 5 个生产厂商的古诺模

型. 设市场容量 d 为单位 1, 各厂商的产量记为

Q i (m ) . 设第 1 个厂商进入市场时的产量为

Q 1 (1) = 0. 5, 则各厂商的产量变化如表 1 所示.

　　从表 1 可以看出, 当进行到第 12 次产量调整

时 , 各厂商的产量Q i (12) 已很接近均衡值

Q i (∞) = 0. 166 666 67. 此外, 还可以看出各厂商

的产量变化与只有两个厂商时的产量变化不同,

不再是一个严格单调变化过程, 而是一个有升有

降的过程. 实质上这是多个厂商古诺模型产量变

化的基本特征.

4　结束语

本文建立了任意多个厂商条件下的一般动态

古诺模型, 把两个厂商条件下的古诺模型拓广到

了一般情形, 并进行了动态分析, 给出了一般动态

古诺模型的数学表达式, 并从理论上证明了均衡

解的存在性. 进一步通过理论分析和计算, 给出了
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各厂商的均衡产量的计算公式.

表 1　5 个厂商古诺模型产量变化

m Q 1 (m ) Q 2 (m ) Q 3 (m ) Q 4 (m ) Q 5 (m )

1 0. 500 000 00 0. 250 000 00 0. 125 000 00 0. 062 500 00 0. 312 500 0
2 0. 265 625 00 0. 257 812 50 0. 191 406 25 0. 126 953 12 0. 079 101 56
3 0. 172 363 28 0. 215 087 89 0. 203 247 07 0. 165 100 10 0. 122 100 83
4 0. 147 232 06 0. 181 159 97 0. 192 203 52 0. 178 658 1 0. 150 376 32

5 0. 148 804 19 0. 164 982 08 0. 178 592 80 0. 178 623 31 0. 164 499 31
6 0. 156 651 75 0. 160 816 92 0. 169 704 86 0. 174 163 58 0. 169 331 45
7 0. 162 991 60 0. 161 904 26 0. 165 804 56 0. 169 984 07 0. 169 657 76
8 0. 166 324 68 0. 164 114 47 0. 164 959 51 0. 167 471 79 0. 168 564 77

9 0. 167 444 73 0. 165 779 60 0. 165 369 55 0. 166 420 67 0. 167 492 72
10 0. 167 468 73 0. 166 624 16 0. 165 996 86 0. 166 208 77 0. 166 850 74
11 0. 167 159 74 0. 166 891 95 0. 166 444 40 0. 166 326 58 0. 166 588 66
12 0. 166 874 20 0. 166 883 07 0. 166 663 74 0. 166 495 16 0. 166 541 91

∞ 0. 166 666 67 0. 166 666 67 0. 166 666 67 0. 166 666 67 0. 166 666 67
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D ynam ic ana lysis of Cournot m odel with m ultiple f irm s
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Abstract: 　T he ob ject ive of th is paper is to genera lize the Cou rno t m odel w ith tw o firm s to genera l
dynam ic Cou rno t m odel w ith firm s m o re than tw o. Given the m athem atica l fo rm u la of the genera l dy2
nam ic Cou rno t m odel, it is p roved tha t the equ ilib rium so lu t ion of th is m odel a lw ays ex ists, and fu r2
therm o re, the fo rm u la of the equ ilib rium so lu t ion is ob ta ined. T hese resu lts g ive con tribu t ion s to the
theo ry of Cou rno t m odel.
Key words: 　Cou rno t m odel; equ ilib rium condit ion; equ ilib rium so lu t ion; equ ilib rium ou tpu t
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