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摘要 : 基于互反和互补两类判断矩阵 , 给出了混合判断矩阵及完全一致性混合判断矩阵的定

义 , 介绍了互反判断矩阵与互补判断矩阵之间的转换关系 , 提出了混合判断矩阵排序的线性

目标规划法. 该法通过建立一个线性目标规划模型可求得混合判断矩阵的排序向量 , 具有简

洁、实用、易于计算机上实现等特点. 最后进行了算例分析.
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0 　引　言

多属性决策[1 ,2 ]是现代决策的一个重要组成

部分 , 其中 , 对给定的备选决策方案进行排序或

择优 , 是多属性决策的一个重要过程. 决策者

(专家)在决策过程中往往需对决策方案进行两两

比较 , 并构造判断矩阵. 目前人们所研究的判断

矩阵的形式一般有两种 : 互反判断矩阵[3 —10 ]和

互补判断矩阵[10 —14 ] . 关于互反判断矩阵的理论

研究已基本成熟 (文 [ 15 —20 ]) , 有关互补判断矩

阵的排序理论与方法也取得了一些进展 (文 [ 10 ,

21 —24 ]) . 文[10 ]还详细研究了互反判断矩阵和

互补判断矩阵之间的关系. 然而 , 由于客观事物

的复杂性 , 在决策过程中 , 有时会出现同一专家

给出不同的判断信息 ———混合判断信息的情形 ,

因此 , 如何处理这类问题 , 是一个具有重要实际

应用价值的研究课题 , 到目前为止 , 有关这方面

的研究还是空白. 本文对于同一专家给出不同的

判断信息的情形 , 给出了混合判断矩阵和完全一

致性混合判断矩阵的定义 , 提出了混合判断矩阵

排序的线性目标规划法. 该法通过建立一个线性

目标规划模型求得混合判断矩阵的排序向量 , 具

有简洁、实用、易于计算机上实现等特点. 最后通

过算例说明了方法的可行性和实用性.

1 　主要结果

在群组决策中 , 设 X = { x1 , x2 , ⋯, xn} 为方

案集 , 且记 N = { 1 ,2 , ⋯, n} . 考虑专家对决策方

案进行两两比较 , 并作出判断. 若专家只按互反

型标度 (见表 1) 进行赋值 , 给出互反判断矩阵

A = ( ɑij) n×n , 它具有如下性质 : ɑij > 0 , ɑijɑij =

1 , ɑii = 1 , i , j ∈N . 若专家只按互补型标度 (见

表 2) 进行赋值 , 给出互补判断矩阵 B =

( bij) n×n , 它具有如下性质 : bij > 0 , bij + bji = 1 ,

bii = 0. 5 , i , j ∈N .

表1中 ,2 ,4 ,6 ,8可以取为1～9标度相邻的判断

中值. 若第 i元素与第 j元素的重要性之比为 ɑij , 那

么第 j 元素与第 i 元素重要性之比为 ɑji = 1/ ɑij .

表 2中 ,0. 2 ,0. 4 , 0. 6 , 0. 8可以取为 0. 1～0. 9 5

标度相邻的判断中值.

定义 1 　称 A = ( ɑij) n×n 是完全一致性互反

判断矩阵 , 若 ɑij = ɑikɑkj , Π i , j , k ∈N .

定义 2　称 B = ( bij) n×n是完全一致性互补判断
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矩阵 , 若 bij/ bji = ( bik/ bki) ( bkj/ bjk) , Πi , j , k ∈N.

完全一致性互反 (补) 判断矩阵定义与互反

(补) 判断矩阵的差异在于 : 完全一致性互反 (补)

判断矩阵的所有元素具有传递性 , 即不仅能体现

两个元素之间的重要性关系 , 而且体现了所有元

素之间的重要性关系.

表 1 　4 种互反型标度

1 ～ 9 标度 指数标度 10/ 10 ～ 18/ 2 标度 9/ 9 ～ 9/ 1 标度 含义

1 ɑ0 10/ 10 9/ 9 表示第 i 元素与第 j 元素同样重要

3 ɑ2 12/ 8 9/ 7 表示第 i 元素稍微重要于第 j 元素

5 ɑ4 14/ 6 9/ 5 表示第 i 元素明显重要于第 j 元素

7 ɑ6 16/ 4 9/ 3 表示第 i 元素强烈重要于第 j 元素

9 ɑ8 18/ 2 9/ 1 表示第 i 元素极端重要于第 j 元素

表 2 　两种互补型标度

0. 1 ～ 0. 9 5 标度 0. 1 ～ 0. 9 9 标度 含义

0. 1 0. 1 表示第 j 元素极端重要于第 i 元素

0. 138 表示第 j 元素强烈重要于第 i 元素

0. 3 0. 325 表示第 j 元素明显重要于第 i 元素

0. 439 表示第 j 元素稍微重要于第 i 元素

0. 5 0. 5 表示第 i 元素与第 j 元素同样重要

0. 561 表示第 i 元素稍微重要于第 j 元素

0. 7 0. 675 表示第 i 元素明显重要于第 j 元素

0. 862 表示第 i 元素强烈重要于第 j 元素

0. 9 0. 9 表示第 i 元素极端重要于第 j 元素

　　定义 3 　称 C = ( cij) n×n 是混合判断矩阵 ,

若该矩阵中既含互反判断信息又有互补判断

信息.

定义 4 　称 C = ( cij) n×n 是完全一致性混合

判断 矩 阵 , 若 其 中 的 互 反 判 断 信 息 满 足

cij = cikckj , Π i , j , k ∈ N , 且互补判断信息满足

cij/ cji = ( cik/ cki) ( ckj/ cjk) , Π i , j , k ∈N .

引理 1 　设 A = ( ɑij) n×n 是互反判断矩阵 ,

则通过转换公式[10 ]

　　　　bij = ɑij/ ( ɑij + 1) (1)

可得互补判断矩阵 B = ( bij) n×n .

引理 2 　设 B = ( bij) n×n 是互补判断矩阵 ,

则通过转换公式[10 ]

　　　　ɑij = bij/ (1 - bij) (2)

可得互反判断矩阵 A = ( ɑij) n×n

易证下列定理成立.

定理 1 　设 A = ( ɑij) n×n 是互反判断矩阵 ,

则通过转换公式

　　　　bij = 1/ (1 + ɑji) (3)

可得互补判断矩阵 B = ( bij) n×n .

定理 2 　设 B = ( bij) n×n 是互补判断矩阵 ,

则通过转换公式

　　　　ɑij = bij/ bji (4)

可得互反判断矩阵 A = ( ɑij) n×n .

定理 3 　若 A = ( ɑij) n×n 是完全一致性互反

判断矩阵 , 则通过式 (1) 、(3) 转换得到的判断矩

阵 B = ( bij) n×n 是完全一致性互补判断矩阵.

定理 4 　若 B = ( bij) n×n 是完全一致性互补

判断矩阵 , 则通过式 (2) 、(4) 转换得到的判断矩

阵 A = ( ɑij) n×n 是完全一致性互反判断矩阵.

若专家在某一准则下对 n个决策方案进行两

两比较 , 并且构造判断矩阵 , 那么判断矩阵的排

序向量即为 n个决策方案在该准则下相对权重的

向量形式.

设 u = ( u1 , u2 , ⋯, un) T 是互反判断矩阵

A = ( ɑij) n×n 的排序向量 , 其中 , ui > 0 , i ∈ N ,

∑
n

i = 1
ui = 1 , 则当 A = ( ɑij) n×n 是完全一致性互反
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判断矩阵时 , 即对于一切 i , j , k ∈N , ɑij = ɑikɑkj

均成立 , 此时有[3 ,4 ]

　　　　ɑij = ui/ uj , Π i , j ∈N (5)

即 ui = ɑijuj , Π i , j ∈N 把式 (5) 代入式 (1) , 易知

　　　　bij = ui/ ( ui + uj) , Π i , j ∈N (6)

若把式 (6) 代入 bij/ bji = ( bik/ bki) ( bkj/ bjk) ,

Π i , j , k ∈N , 则等式成立 , 即 B = ( bij) n×n 符合

定义 2. 故 B 是完全一致性互补判断矩阵. 因此 ,

若设 v = ( v1 , v2 , ⋯, vn) T是互补判断矩阵 B 的排

序向量 , 其中 , vi > 0 , i ∈N , ∑
n

i = 1
vi = 1 , 则当 B

是完全一致性互补判断矩阵时 ,有 bij = vi/ ( vi +

vj) , Π i , j ∈N , 即 (1 - bij) vi = bijvj , Π i , j ∈N ,

因为 bij + bji = 1 , 故 bjivi = bijvj , Π i , j ∈N .

对于混合判断矩阵 C = ( cij) n×n , 设 w =

( w1 , w2 , ⋯, wn) T 是 C 的排序向量 , 其中 w i > 0 ,

i ∈N , ∑
n

i =1
w i = 1 , 且令 C = ( cij) n×n 第 i 行中互

反判断信息所在列的下标集合为 Ii , 互补判断信

息所在列的下标集合为 J i , Ii ∪ J i = N , 则当

C = ( cij) n×n 是完全一致性混合判断矩阵时 ,其中

的互反判断信息满足 cij = wi/ wj , i ∈N , j ∈ Ii ,即

　　　　w i = cijwj , i ∈N , j ∈ Ii (7)

其中的互补判断信息满足 cij = w i/ ( w i + wj) , i ∈

N , j ∈J i , 即

　　　　cjiw i = cijwj , i ∈N , j ∈J i (8)

由于决策者在实际决策时所给出的互补判断

矩阵往往是非一致性的 , 式 (7) 和 (8) 一般不成

立. 为此引入偏差函数 ≈ij = w i - cijwj , i ∈N ,

j ∈ Ii , 及 ≈ij = cjiw i - cijwj , i ∈N , j ∈J i , 显

然 , 为了得到合理的排序向量 w = ( w1 , w2 , ⋯,

wn) T , 上述偏差函数值总是越小越好 , 为此构造

下列多目标最优化模型 :

MOP

min ≈ij = w i - cijwj , i ∈N , j ∈ Ii

min ≈ij = cjiw i - cijwj , i ∈N , j ∈J i

s. t . ∑
n

i = 1
w i = 1 , w i > 0 , i ∈N

为了求解模型MOP , 并考虑到所有的目标函数

是公平竞争的 , 且每个目标函数 ≈ij 希望达到的期望

值为 0 , 可将MOP转化为下列线性目标规划模型 :

LOP

min J = ∑
n

i = 1
∑

n

j =1
j ≠i

( sijd
+
ij + t ijd

-
ij )

s. t . w i - cijwj - d +
ij + d -

ij = 0 ,

i ∈N , j ∈ Ii , i ≠ j

cjiw i - cijwj - d +
ij + d -

ij = 0 ,

i ∈N , j ∈J i , i ≠ j

∑
n

i = 1
w i = 1 , w i > 0 , i ∈N

d +
ij ≥0 , d +

ij ≥0 , d +
ij ·d -

ij = 0 ,

i , j ∈N , i ≠ j

其中 : d +
ij是wi - cijwj 高于期望值 0的上偏差变量 ;

d -
ij是wi - cijwj 低于期望值0的下偏差变量 ; sij和 t ij

分别是 d +
ij 和 d -

ij 的权系数. 通过求解模型 LOP ,

即可得到混合判断矩阵 C 的排序向量 w .

2 　算例分析

设对于某一多属性决策问题 , 有 4 个备选方

案 x1 , x2 , x3 , x4 , 专家对方案进行两两比较 , 并用

0. 1 ～ 0. 9 5 标度和 1 ～ 9 标度进行混合赋值 , 给

出下列混合判断矩阵

C =

1 3 7 019
1/ 3 1 017 5
1/ 7 013 1 3
011 1/ 5 1/ 3 1

若取 sij = t ij = 1 , i , j = 1 ,2 ,3 ,4 , 则利用模型

LOP , 建立下列线性目标规划模型 :

　min J = ∑
4

i = 1
∑
4

j =1
j ≠i

( d +
ij + d -

ij )

　s. t . 　w1 - 3 w2 - d +
12 + d -

12 = 0

w1 - 7 w3 - d +
13 + d -

13 = 0

0. 1 w1 - 0. 9 w4 - d +
14 + d -

14 = 0

w2 -
1
3

w1 - d +
21 + d -

21 = 0

0. 3 w2 - 0. 7 w3 - d +
23 + d -

23 = 0

w2 - 5 w4 - d +
24 + d -

24 = 0

w3 -
1
7

w1 - d +
31 + d -

31 = 0

0. 7 w3 - 0. 3 w2 - d +
32 + d -

32 = 0

w3 - 3 w4 - d +
34 + d -

34 = 0

0. 9 w4 - 0. 1 w1 - d +
41 + d -

41 = 0

w4 -
1
5

w2 - d +
42 + d -

42 = 0
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w4 -
1
3

w3 - d +
43 + d -

43 = 0

w1 + w2 + w3 + w4 = 1 ,wi > 0 , i = 1 ,2 ,3 ,4

d +
ij ≥0 , d -

ij ≥0 , d +
ij ·d -

ij = 0 ,

i , j = 1 ,2 ,3 ,4 , i ≠ j

求解该模型 , 得到混合判断矩阵 C 的排序向量为

w = (0. 613 0 ,0. 230 2 ,01108 2 ,01048 6) T. 因此 ,

相应的方案排序为 x1 > x2 > x3 > x4 .
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Linear2objective programming method for priorities of hybrid judgement matrices
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Abstract : Based on reciprocal judgement matrix and complementary judgement matrix , this paper first defines two

new concepts of hybrid judgement matrix and perfectly consistent hybrid judgement matrix , and then presents the

transformation relationship between the reciprocal judgement matrix and the complementary judgement matrix. Fur2

thermore , a linear-objective programming method for priorities of hybrid judgement matrices is also proposed. The

method is to set up a linear-objective programming model to obtain the priority vector of hybrid judgement matrix ,

and is simple , practical and easy to implement on computer. Finally , a numerical example is given to illustrate the

developed approach and to demonstrate its feasibility and practicality.

Key words :linear2objective programming ; hybrid judgement matrix ; priority
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Research on formalization method of complicated decision- making problems

YU Chang- rui1 , XU Fu-yuan1 , XIANG Yang2
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Abstract :On the basis of research on reasons of decision-making problems’complexity , the paper gives out an ex2

act definition of formalization of complicated decision-making problems. Then the paper puts forward a logical frame2

work for formalization method of complicated decision-making problems. The framework is composed of three parts ,

that is , the representation layer of complicated decision-making problems , the structurization layer of complicated

decision-making problems and the integration layer of quantitative analysis models. The paper makes a profound dis2

cussion on the key problems arising in each layer.

Key words : decision-making problem ; complexity ; formalization ; qualitative analysis
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