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摘要 :提出具有模糊需求量和模糊能力约束以及资本水平约束的多品种类集约生产计划问题

的模糊优化模型及模糊解方法. 通过对模糊需求量和模糊等式的描述 ,提出了模糊需求环境下

生产 - 库存平衡方程的两种等价的描述方法 , 并给出了模糊等式的实用解释. 建立了具有模

糊需求量和模糊能力约束集约生产计划问题的优化模型 FMAPP ,并给出了求解模型的参数规

划方法.
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0 　引　言

集约生产计划 (aggregate production planning ,

APP) [1～3 ]是针对产品类层次的生产计划方法. 在

一个中长期的计划期间 , 确定生产、库存和劳动

力水平 ,以最小的费用 ,满足不断变化的用户需

求.集约生产计划是生产管理系统中重要的上层

计划活动 ,其它层次和各种形式的分解计划 ,包括

主生产计划、能力计划、物料需求计划、批量 (lot

size)计划等都依赖于 APP 计划. 当前处理 APP 问

题的方法以确定型优化方法[2 ,4 ]和随机规划方

法[5 ,6 ]为主. 尽管随机模型能够较好地处理生产

系统中的一些非确定性 ,但仅限于已知随机分布

的情形 ,特别是具有某种频率特性的非确定性. 随

机规划得到的解只能提供一定的分布函数 ,在实

际生产决策中有一定的局限性. 由于集约生产计

划问题常常需要处理一些非频率特性的非确定

性 ,如模糊需求量 ,弹性的生产能力 , 非精确的加

工时间等 ,有必要借助于模糊集理论[8 ]和模糊优

化的方法来描述和处理模糊环境下的生产和库存

计划问题[3 ,7 ,9～11 ] . 本文借助于模糊优化方法考虑

具有模糊需求量和模糊能力约束的多产品类集约

生产计划问题的模糊优化模型.

1 　模糊集约生产计划模型

某企业在生产计划期 T (如12个月) 内生产 n

种不同类型的产品满足市场需求 , 假定每个时期

t 市场对产品类 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 的需求量是

dit . 一般地 ,生产能力包括资本水平和劳动力水

平. 假设每个时期的可用劳动力水平为 w t . 每个

时期的计划可用资本水平为 ct . 仓库的容量为

K(有限常数) , 产品类 i 的初始库存和缺货量分

别为 Ii0 和 B i0 , 产品 i 的单位库存和缺货费用分

别为 hi 和 bi . 假定时期 t 内生产产品 i 的单位劳动

力费用和单位生产费用 (包括直接费用和物料费

用) 分别为 vit 和 uit ,生产单位产品 i 需要的生产

能力 qi ,单位劳动力的可用生产能力系数为δ. 第

t 时期产品类 i 的生产量、劳动力水平分别用 x it ,

yit 表示 , 期末库存水平和缺货量分别用 Iit 和 B it

表示. 问题的目标是在能力约束的条件下 , 如何

确定每个时期的生产水平、劳动力水平、库存水平

和缺货水平 ,使总费用最小或利润最大.

一般来说 , 生产实际中的市场需求量 dit 通
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过预测和估计确定 , 而预测常常是不精确的 , 同

时由于季节的变化 , 每个时期的需求量可能具有

很大差别. 根据以往的经验 , 可能是 :1) 按某种

分布的随机数 , 如 Gaussian 分布 ;2) 非精确的模

糊数 ;3) 区间数. 本文假定需求量是非精确的模

糊数 , 用 �d it 表示. 同时 ,假设每个时期的可用劳

动力水平是具有容差的模糊量 w t ,设其计划可用

量为 w t , 容差项为 pt . 在这种情况下 , 考虑生产

能力水平和资本水平 ,以总费用最少为目标的多

品种 APP 问题可以描述为如下模型 (FMAPP) :

min F( X , Y , I , B) = ∑∑[ uitxit + vityit +

hiIit + biB it ] (1)

s. t . 　x it + Iit - 1 - Iit + B it -

　　　　　B it - 1 µ �d it , Π i , t (2)

　0 ≤ ∑
n

i = 1
уit ≤w t , Π t (3)

∑
n

i =1
[ uitxit + vitуit + hiIit + biB it ] ≤ct Π t (4)

∑
n

i =1
Iit ≤ K　Π t (5)

qitx it ≤δyit , Π i , t (6)

　　B itIit = 0 , Π i , t (7)

B iT = B i0 = 0 , xit ≥0 , y it ≥0 , Iit ≥0 ,

B it ≥0 , Π i , t (8)

在 FMAPP 模型中 , 式 (1) 表示最小化总费

用 ,式 (2) 表示生产 - 库存 (缺货) 平衡方程 , 式

(3) 、(4) 表示每个时期的可用生产能力约束和资

本水平约束 , 式 (5) 是库存容量约束 ,式 (6) 表示

生产水平与生产能力的关系 , 式 (7) 表示非负库

存与缺货量不能同时发生 ; 式 (8) 是决策变量的

初始条件和非负约束. 由于需求量是模糊量 , 因

而在式 (2) 中满足生产 - 库存的等式不再是清晰

意义上的等式 , 而应该是模糊等式 , 表示以一定

的真值满足等式.

1. 1 　模糊需求量及其加法

令模糊需求量 �d it 是三角形模糊数 ( dit ,αit ,

βit) , 也就是说模糊需求量的最可能值为 dit ,乐观

值为 dit + βit , 悲观值为 dit - αit , 其隶属函数

μd
it
( v) 表示模糊需求量的可能性度量 ,例如当需

求量为 dit时 ,隶属函数为 1 ,表示最可能出现的情

况 ;相反 ,当需求量为 dit - αit ,或 dit +βit 时 ,隶属

函数为 0 ,表示最不可能出现的情况 ,即可能性为

0. 模糊需求量的可能性分布函数定义如下 :

μd
it
(v) =

1 - ( dit - v) /αit 　v ∈[ dit - αit , dit)

1 - (v - dit) /βit 　v ∈[ dit , dit +βit)

　　　　　　0　　else

(9)

令 �d it , �djt 是两个三角形模糊数 ,其加法仍然

是三角形模糊数 , 用 ( dit + djt ,αit +αjt ,βit +βjt)

表示 ;类似地 , 这种加法可以推广到可数个模糊

数的相加. 令 �rit 表示从时期 1 到时期 t 期间产品 i

的总需求量 ,其隶属函数表示从时期1到时期 t 产

品 i 的总需求量的可能性度量. 假设 Π k1 ≠ k2 ,

隶属函数相互独立. 根据隶属函数的运算及性质 ,

rit 也是三角形模糊数.

1. 2 　模糊等式及其加法

模糊优化模型 FMAPP 中的生产 - 库存平衡

式 (2) 不是清晰意义上的等式 , 而是模糊等式 ,

其隶属函数表示等式成立的真值 (truth degree) ,

可以解释为以一定的可能性 (possibility level) 满

足生产 - 库存平衡方程. 用隶属函数μit ( = ) 来

描述等式成立的可能性 , 其值完全取决于 �d it 的

值. 因此定义模糊等式成立的可能性水平为

μd
it
( v) , 即

μit ( =) = μd
it

( xit + Iit - 1 - Iit + Bit - Bit - 1 = v) (10)

μit ( = ) 反映了本阶段的生产量加上前阶段的库

存量与缺货量之差减去本阶段的库存量与缺货量

之差与本阶段的需求量之间的 (差距) 关系 , 即超

出或者低于本阶段的需求量越多 , 等式成立的可

能性越小 , 满足市场需求的可能性越小. 因此

μit ( = ) 反映了满足市场需求的可能性. 例如

xit + Iit - 1 - Iit + B it - B it - 1 = dit ,表示差距为0 ,生

产 - 库存等式严格满足 , 市场需求最可能满足 ,

即可能性水平为 1 ; 相反 , 如果 x it + Iit - 1 - Iit +

B it - B it - 1 ≤ dit - αit 表示差距超过允许的值 ,生

产 - 库存等式不可能满足 , 市场需求不可能满

足 ,即可能性水平为 0 ;类似地 ,当 xit + Iit - 1 - Iit +

B it - B it - 1 ≥dit +βit 时 ,市场需求虽然能够满足 ,

然而带来很高的库存费用 ,也是生产实际中不希

望出现的情况 ,因而令其可能性值为 0.

基于这种解释 , 决策者要求对某种类产品 i
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在 t 期间的生产计划 (满足用户需求) 的可能性水

平θ可以表示为μit ( = ) ≥θ, 即

μd
it
( xit + Iit - 1 - Iit + B it - B it - 1) ≥θ (11)

因此 ,式 (11) 可以解释为制定的生产计划以大于

或等于θ的可能性水平满足市场需求.

两个模糊等式的加法仍然是一个模糊等式 ,

其隶属度为每个成员模糊等式的逻辑加法 , 即满

足扩展原理[12 ] 例如 :令 ɑ1 µ b1 , ɑ2 µ b2 , 两个模

糊等式的加法定义为 : ɑ1 + ɑ2 µ b1 + b2 ,隶属度

用μ µ ( +) 表示 , 并且满足扩展原理 . 类似地 ,

模糊等式的加法可以推广到可数个模糊等式的情

形. 应用模糊等式的加法 ,有

∑
t

k = 1
x ik + Ii0 - Iit + B it µ rit , Π i , t (12)

在同类型模糊需求量的情况下 ,产品类 i 从

初始期到将来的任一期间 t 的生产计划 (满足用

户需求) 的可能性水平约束与产品类 i 在单一期

间 t 的生产计划 (满足用户需求) 的可能性水平约

束是等价的 , 即式 (11) 等价于

μr
it
( ∑

t

k =1
x ik + Ii0 - Iit + B it) ≥θ　Π i , t

(13)

因此 , 模糊需求环境下生产 - 库存平衡方程

可用式 (11) 或 (13) 表达.

1. 3 　模糊生产能力的描述

如前所述 ,时期 t 的生产能力是具有容差的

模糊数 �w t ,其隶属函数反映了决策者对于能力消

耗的满意程度 ,定义如下 :

μw
t
( у) =

1 　　　　　　у≤w t

1 -
у- wt

pt
　　у∈[ wt , w t + pt)

0 　　　　　　else

(14)

例如 , 如果能力消耗量小于或等于 w t , 决策

者最满意 ,相反消耗量达到或超过 w t + pt ,决策者

最不满意.

2 　求解 FMAPP 模型的参数规划
技术

FMAPP 是具有模糊约束的非线性规划模型.

模糊数学模型的解不一定是一个清晰解 , 而是一

个模糊集决策 (fuzzy set decision) . 根据决策者对

问题的不同理解和对最优解的描述 , 模糊集决策

有不同的含义和解释. 对于高层次的集约生产计

划来说 , 集约生产计划是中下层各种形式分解计

划的依据. 唯一的集约生产计划问题的精确最优

解不一定能确保得到可行的分解计划 , 集约生产

计划的邻近解和多样性更能确保分解计划的可行

性 , 同时也有利于模糊环境下的柔性决策. 基于

此 , 本节讨论决策者对问题的理解 ,将 FMAPP 模

型转化为参数规划模型 ,并提出求解非对称模型

的模糊解方法[12 ,13 ] .

如果决策者希望对各类产品 i 在各期间 t 的

生产计划 (满足用户需求) 的可能性水平要求大

于或等于某一个预选值θ, 同时要求各期间 t 内

能力消耗的满意水平大于或等于某一个预选值

γ. 在这种情况下 , 决策者希望达到最小的费用.

基于这种理解 , FMAPP模型转化为如下等价的清

晰模型 CMAPP :

min F( X , Y , I , B) (1)

s. t . Iit - B it ≤ ∑
t

k = 1

( xik - dik) + Ii0 +

(1 - θ) ∑
t

k = 1

αik , Π i , t (15)

Iit - B it ≥ ∑
t

k = 1

( x ik - dik) + Ii0 -

(1 - θ) ∑
t

k =1

βik , Π i , t (16)

　　∑
n

i = 1
уit ≤w t + (1 - γ) pt , Π t (17)

　　0 <θ ≤1 , 　0 <γ ≤1 (18)

　　(4) ～ (8) (19)

FMAPP 中生产 - 库存平衡方程通过可能性

水平要求在式 (15) 、(16) 中体现 ;θ和γ是决策者

预先给定的参数 ,分别反映了决策者对用户需求

的可能性水平和能力消耗的满意水平约束.

从模糊优化的角度分析 , 对于特定的满意水

平θ和γ来说 , 模型 CMAPP 的最优解 ( x 3 , y 3 ,

I 3 , B 3 , F 3 ) 是原模糊优化问题的模糊解 , 即模

糊意义上的最优解. 因为此最优解依赖于决策者

的偏爱和主观性 , 即可能性水平θ和满意水平γ

的取值. 特别地 ,当θ = 1 ,γ = 1 时 , 模型的解对

—64— 管 　理 　科 　学 　学 　报 　　　　　　　　　　　　　　　　2003 年 2 月



应清晰问题的最优解 ,设为 F0 . 可以证明 CMAPP

模型的最优解具有如下性质.

性质 1 　当θ = γ时 , F 3 值随θ(γ) 值的增

加而增加.

性质 2 　给定θ时 , F 3 值随γ值的增加而

增加.

性质 3 　给定γ时 , F 3 值随θ值的增加而

增加.

另外 , 在以上模型中 , 决策者对生产计划

(满足用户需求) 的可能性水平θ和能力消耗的满

意水平γ既可以取公共值 , 也可以选取不同值.

特别地 , 在某些实际情况 , 决策者对某类产品

(例如一些季节性需求量大而且保证需求的产品)

在某期间满足用户需求的可能性要求特别高 , 或

者比较低 , 这时可以选取不同的θ; 类似地 , 决

策者对不同期间的能力消耗满意水平γ也可以选

取不同的值 , 以适应某些特殊情况的不同要求 ,

同时反映决策者的不同偏好. 因而以上模型能够

较好地反映决策者的偏好和对不同情况下的柔性

处理的特点.

3 　实例与仿真分析

为方便起见 , 本文设了一个简单实例 , 并用

Matlab 5. 0 进行仿真 . 旨在分析这些参数对于最

优生产计划和总费用的影响 ,并探讨参数规划模

型的最优解结构 ,为决策者在制定生产计划时提

供信息支持. 实例的基本数据和模型参数如表 1

所示. 仿真包括 4 部分. 由于篇幅有限 ,本文只给

出简要的仿真分析结果如下.
表 1 　实例基本数据和模型参数

期间 1 2 3 4

产品 I

需求 d1 t/ 单位 (85 ,5 ,10) (125 ,5 ,10) (175 ,5 ,5) (250 ,5 ,5)

单位生产费用 u1 t/ (英镑·单位21) 288 288 288 288

单位劳动力费用 v1 t/ (英镑·h21) 3. 8 3. 8 3. 8 3. 8

产品 Ⅱ

需求 d2 t/ 单位 (30 ,10 ,10) (45 ,10 ,10) (50 ,5 ,5) (100 ,5 ,5)

单位生产费用 u2 t/ (英镑·单位21) 23 23 23 23

单位劳动力费用 v2 t/ (英镑·h21) 5. 7 5. 7 5. 7 5. 7

可用生产能力 w t/ h 280. 0 250. 0 340. 0 355. 0

生产能力容差 pt/ h 100. 0 100. 0 100. 0 100. 0

可用资本水平 ct/ 英镑 10 000 42 000 56 000 80 000

产品 i I II

初始库存水平 I i0/ 单位 65. 0 29. 0

单位库存费用 hi/ (英镑·单位 - 1) 15 2

单位缺货费用 bi/ (英镑·单位 - 1) 60 8

单位产品能力需求 qi/ (h ·单位 - 1) 1. 2 1. 7

参数 K = 200. 0 δ = 0. 9

　　1)γ和θ相等情况下对最优生产计划及总费

用的影响.

表 2 给出了公共值取 0. 60 ～ 1. 0 时的最优生

产计划及相应的总费用. 从表 2 可以看出 ,对于任

意公共值 ,产品 I的生产水平从期间 1 到期间 2 增

长迅速 ,然后缓慢增长 ,在最后阶段迅速增长 ,以
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保证每个期间的库存水平和缺货水平维持为 0.

劳动力水平按照生产水平比例变化. 总费用随着

公共值的增加而逐渐增加 ,并呈现出一定的线性

关系.

表 2 　θ =γ情况下的最优生产计划

期间
生产水平 / 单位 劳动力水平 / h 库存水平 / 单位 缺货水平 / 单位

产品 Ⅰ 产品 Ⅱ 产品 Ⅰ 产品 Ⅱ 产品 Ⅰ 产品 Ⅱ 产品 Ⅰ 产品 Ⅱ
总费用 / 英镑

θ = γ = 0. 6 171 082

1 19. 108 9 33. 012 2 254. 785 623. 564 01000 28. 012 2 01000 01000 6 771

2 130. 891 7 33. 576 6 1 745. 223 634. 225 01000 12. 588 8 01000 01000 39 519

3 166. 368 5 81. 680 1 2 218. 246 1 542. 847 01000 42. 268 9 01000 01000 51 599

4 245. 630 9 351731 1 3 275. 079 674. 921 01000 01000 0 01000 01000 73 193

θ = γ = 0. 7 171 858

1 21. 306 1 52. 978 9 284. 082 1 000. 712 01000 48. 978 9 01000 01000 8 131

2 127. 946 0 28. 836 4 1 705. 946 544. 687 01000 30. 340 6 01000 01000 38 531

3 176. 726 7 69. 376 2 2 356. 355 1 310. 440 01000 47. 691 5 01000 01000 54 231

4 238. 021 3 35. 808 5 3 173. 617 676. 383 01000 010000 01000 01000 70 965

θ = γ = 0. 8 172 692

1 19. 572 5 74. 868 0 260. 966 1 414. 173 01000 0 71. 868 0 01000 01000 8 408

2 126. 466 2 34. 532 6 1 686. 216 652. 283 01000 0 59. 400 6 01000 01000 38 348

3 175. 121 8 60. 499 0 2 334. 957 1 142. 759 01000 0 68. 942 7 01000 01000 53 503

4 244. 839 5 20. 100 4 3 264. 527 379. 674 01000 0 01000 0 01000 01000 72 433

θ = γ = 0. 9 173 406

1 19. 885 3 76. 742 6 265. 137 1 449. 582 01000 74. 742 6 01000 01000 8 569

2 126. 928 4 35. 363 7 1 692. 378 667. 982 01000 64. 106 3 01000 01000 38 521

3 175. 686 3 60. 952 5 2 342. 484 1 151. 325 01000 74. 558 8 01000 01000 53 695

4 245. 500 0 19. 941 2 3 273. 333 376. 667 01000 01000 0 01000 01000 72 621

θ = γ = 1. 0 174 494

1 20. 000 0 85. 178 5 596. 332 1 609. 012 01000 0 84. 178 5 01000 01000 9 031

2 134. 674 8 36. 051 1 1 811. 500 680. 964 9. 674 8 75. 229 5 01000 01000 40 988

3 169. 441 4 60. 394 3 2 259. 219 1 140. 781 4. 116 3 85. 623 8 01000 01000 51 930

4 245. 883 7 141376 2 3 2781450 2711550 01000 0 01000 0 01000 01000 72 546

　　2) 在给定θ时 ,γ对总费用的影响.

本文分别对θ = 0. 7和θ= 1. 0情况下 ,仿真

分析γ对最优生产计划及总费用的影响 ,结果表

明对于任意给定的θ, 总费用按照一定的线性关

系随γ的增长而增长 ;对于相邻的两个γ,费用增

长幅度不大 ;就其总费用的组成部分来说 , 给定θ

时 ,生产费用和劳动力费用不随γ发生变化.

3) 在给定γ时 ,θ对总费用的影响.

分别对γ = 0. 7 和γ = 1. 0 情况下 ,仿真分

析θ对最优生产计划及总费用的影响 ,结果表明

对于任意给定的θ ,总费用按照一定的线性关系

随θ的增长而增长 ,其总费用的各组成部分随γ

—84— 管 　理 　科 　学 　学 　报 　　　　　　　　　　　　　　　　2003 年 2 月



的增加而增加. 对于相邻的两个γ, 总费用增长

幅度相对于情况 2) 较大 ;

4)γ和θ对最优生产计划及总费用的复合

影响.

本文对 100 套θ,γ值进行了仿真 ,并通过线

性补偿 ,得到参数规划模型的最优生产计划和总

费用结构如表 3 所示.

以上仿真结果表明 , 本模型中 ,当单位产品 I

和 II 的生产费用与劳动力费用的比率大于 1 时 ,

参数θ比γ对最优生产计划和总费用的影响更

大 ; 不同θ和γ下生产计划 (生产水平、能力水平

和库存水平) 体现了满足用户需求的可能性水平

和能力消耗的满意水平. 因此 , 生产企业决策者

可以根据生产能力实际情况和对满足用户需求主

观愿望 ,确定某个可能性水平和能力消耗满意水

平下的生产计划 , 以满足不断变化的用户需求.

4 　结论

本文的主要工作包括 : 提出了模糊需求环境

下生产与库存平衡方程的描述方法 , 并给出了模

糊等式的实用解释 ; 提出了多产品类条件下具有

模糊需求量和模糊能力约束集约生产计划问题的

参数规划方法. 通过实例仿真 ,分析这些参数对

最优生产计划的影响. 需要进一步讨论的工作包

括针对具体的特定生产系统 ,建立模糊环境下从

集约生产计划到具体的分解计划的基本框架及基

于模糊生产规则的智能决策支持系统.
表 3 　集约生产计划和总费用的最优结构

时间段 产品 I 产品 II

生产水平 / 单位

1 x11 = 25. 2 - 5. 92θ+ 1. 531γ x21 = - 14. 6 + 52. 28θ+ 59. 67γ

2 x12 = 133. 1 - 4. 94θ- 3. 25γ x22 = 26. 79 + 16. 3θ+ 7. 27γ

3 x13 = 174. 2 - 1. 24θ- 2. 55γ x23 = 81. 3 + 6. 82θ- 24. 29γ

4 x14 = 222. 9 + 2. 02θ+ 16. 88γ x24 = 81. 7 - 13. 57θ+ 116. 14γ

劳动力水平 / 10h

1 y11 = 48. 0 - 18. 28θ+ 10. 43γ y21 = - 38. 4 + 95. 5θ+ 117. 41γ

2 y12 = 174. 4 - 4. 8θ- 1. 25γ y22 = 53. 8 + 17. 3θ+ 18. 3γ

3 y13 = 233. 4 - 1. 79θ- 5. 0γ y23 = 153. 8 + 3. 84θ- 41. 04γ

4 y14 = 296. 5 + 5. 0θ+ 21. 2γ y24 = 157. 2 - 13. 57θ+ 116. 14γ

库存水平 / 单位

1 I11 = 0. 44 - 0. 28θ+ 0. 13γ I21 = - 38. 9 + 54. 6θ+ 63. 4γ

2 I12 = - 1. 54 + 1. 61θ+ 1. 89γ I22 = - 45. 2 + 52. 5θ+ 65. 8γ

3 I13 = 0. 06 + 0. 26θ+ 0. 26γ I23 = - 29. 9 + 63. 7θ+ 52. 5γ

4 I14 = 0100 I24 = 0100

缺货水平 / 单位 　B it = 0 , Π i , t

总费用 / 英镑

cost (θ,γ) = 16 66210 + 720θ+ 42. 0γ
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Fuzzy modeling approach to aggregate production planning with multi- product

TANG Jia2f u , WANG Ding2wei , XU Bao2dong
Institute of Systems Engineering , Northeastern University (NEU) , Shenyang 110004 , China

Abstract : This paper focuses on a fuzzy approach in modeling and optimization for aggregate production planning

problems with multi2product under fuzzy requirements and fuzzy capacities environment . By means of fuzzy addition

and fuzzy equation , the production2inventory balance equations in single stage and dynamic balance equations are

formulated as a soft equation in terms of a degree of truth and interpreted as the level of satisfaction with production

and inventory planning to meet fuzzy demand. As a result , multi2product aggregate production planning problem

with fuzzy demand and fuzzy capacity can be modeled into a fuzzy linear programming problem with fuzzy objective

and fuzzy constraints. The fuzzy solution approach to the model is also proposed in the paper.

Key words : aggregate production planning ; fuzzy demand ; fuzzy modeling ; fuzzy solution ; parametric programming
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