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摘要 :自回归条件异方差 (ARCH)类模型突破了传统计量经济分析的同方差假定 ,对现代资本

资产定价理论产生了深远的影响. 随着对时变方差研究的深入 ,方差持续性也日益受到人们的

重视. 文章首先介绍了条件均值、条件方差以及在自回归条件异方差的基础上介绍了方差持续

性的有关概念和性质 ,并将之用于资本资产定价模型的研究 ,讨论了条件方差持续性对资本资

产定价模型的影响 ,并且进一步讨论了在多资产条件下向量 GARCH 模型持续性对组合投资

的影响.
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0 　引　言

现代资本资产定价理论体系是从 Markowitz

的现代证券组合投资理论发展起来的. 在此基础

上 ,Sharpe , Linter , Mossin , Merton 等人提出了资

本资产定价模型 (CAPM) ,Breeden , Lucas 进一步

提出了基于消费的跨期 CAPM 模型. 资本资产定

价模型给出在均衡状态下各种资本资产的均衡价

格. 与此同时 ,Ross , Chamberlain 和 Rothschild 提出

了套利定价模型 (APT) . 现代资本资产定价理论

已经被广泛应用于经济和金融领域的分析研究 ,

并成为现代金融投资定量分析的基本工具. 然而 ,

尽管人们已经认识到了用方差和协方差作为风险

度量的投资价格是随时间变化的 ,但是传统经济

计量学和时间序列模型却通常假定模型的条件方

差为常数 (即同方差假定) ,而资本资产定价理论

建立在投资收益的期望和方差都不变的基础上 ,

静态地处理资本资产的定价问题 ,这显然不能完

全反映现实中存在的随着时间变化的不确定性问

题. 近些年来 ,西方一些经济计量学家开始致力于

金融和经济时间序列的二阶矩和高阶矩的时变建

模研究 ,对时变方差建模的一种有效的工具就是

自回归条件异方差即 ARCH 模型[1 ] . 自 ARCH 模

型被 Engle 提出以来 ,它的各种扩展形式不断发

展 ,其中最重要的是 Bollerslev 提出的广义自回归

条件异方差即 GARCH模型[2 ] .

1 　基本概念及其有关性质

1. 1 　条件均值和条件方差

现代经济计量学的一个重要特征就是引入了

随机变量的条件期望和条件方差. 考虑一个一阶

自回归模型 :

y t = <y t - 1 +εt 　　εt ～ i . i . d (1)

其中 : E(εt) = 0 ; V (εt) = σ2 . 模型的平稳条件是

| < | < 1.

令 y t +1 的期望为零 ,即 E( yt +1) = 0 ,但是条

件期望为 Et ( y t +1) = <y t . 显然 ,条件期望是随时

间变化的 ,并且与当前时间 t 的信息有关. 无条件

方差和条件方差分别为

V ( y t +1) = σ2/ (1 - <2) (2)

V t ( yt +1) = Et [ y t +1 - Et ( y t +1) ]2 = σ2 (3)
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其中 :σ为常数. 对 y t + s 经过迭代可以得到

yt + s = <sy t + ∑
s

i =1
<s - iεt + i (4)

右式第 1 项为 yt + s 在时间 t 的条件期望 ,第 2 项为

预测误差. yt 的前向 s 步的条件方差为

V t ( y t + s) = σ2 ∑
s

i = 1
<2 ( s - i) (5)

1. 2 　自回归条件异方差模型

上面讨论的是方差为常数的情形. 在更具一

般意义的情况下 ,条件方差的预测将依赖于已知

信息集并且随着时间的变化而变化. 对时变条件

方差研究的一种最有效的分析工具就是由 Engle

提出 , 并被 Bollerslev 和 Nelson[3 ] 等人发展的

ARCH类模型.

考虑一个简单的 AR(1)- GARCH(1 ,1) 模型

yt = <yt - 1 +εt

Et - 1 (εt) = 0

V t - 1 (εt) = ht = ω +αε2
t - 1 +βht - 1 (6)

其中 : | < | < 1 ,ω > 0 ,α ≥0 ,β≥0. 这里εt 是序

列不相关的 ,但并不一定是独立的 ,因为它们的高

阶矩可能是相关的. 如果α+β< 1 ,εt 的无条件方

差为

V (εt) = σ2 = ω(1 - α - β) - 1 (7)

εt 条件方差可以被表示为

ht - σ2 = α(1 - β( L) ) - 1 (ε2
t - 1 - σ2) (8)

其中 L 为滞后算子 , (1 - L) ht = ht - ht - 1 . 从而有

V t ( y t +1) = V t (εt +1) = ht +1 =

ω+α(1 - β(L)) - 1( yt - <yt - 1)
2 (9)

类似地 ,AR(1)- GARCH(1 ,1) 前向 s 步预测条件

方差可以表示为

V t ( y t + s) = ∑
s

i = 1
<2 ( s - i) Et ( ht + s) (10)

在式 (6) 中 ,因为α+β < 1 ,并设 s > 2. 有

V t ( y t + s) = σ2 ∑
s - 1

i = 0
<2 i + (α+β) s - 1 ·

( ht +1 - σ2) ∑
s - 1

i = 0
<2 i (11)

从表达式 (11) 可以看出 ,条件方差与当前信息集

有关. 但由于α+β< 1 ,所以当 s →∞时 ,方程右

边第 2 项将趋于零. 因为 | < | < 1 ,所以方程右边

第 1 项当 s →∞时有

lim
s →∞

σ2 ∑
s - 1

i = 0
<2 i = σ2 (1 - <2) - 1 (12)

以上的讨论可以推广到 GRACH( p , q) 过程.

113 　方差持续性及其性质

在对自回归条件异方差的建模研究中 ,条件

方差存在的持续性现象引起了许多经济计量学家

的注意 ,所谓条件方差的持续性是指当前期的条

件方差对所有预测期的条件方差存在持续性的影

响. 对这一问题的最早研究是 Engle 和 Bollerslev

提出的单整 GARCH模型 (即 IGARCH模型) [4 ] .

条件方差持续性反映了当前条件方差的波动

性对未来条件方差的影响程度 ,从这个意义上讲 ,

可以根据相关函数呈缓慢双曲率衰减的特点来定

义条件方差的持续性. 实际上条件方差持续性的

概念正是Bollerslev和 Engle 在研究 IGARCH模型

的基础上提出的 ,条件方差持续性实际上揭示了

对条件方差的各个时期的预测都对初始值 (当前

值) 具有敏感依赖性这一特性.

考虑如下 GARCH( p , q) 过程 :

ht = ω + ∑
q

i = 1

αiε
2
t - i + ∑

p

i = 1

βiht - i =

ω +α( L)ε2
t +β( L) ht (13)

其中 :ω为常数 ,α(L) 和β(L) 分别为 q阶和 p阶滞

后算子 ,εt ～ i . i . d (0 , ht) .上式可进一步表示为

　[1 - α(L) - β(L) ]ε2
t = ω+ [1 - β(L) ]Vt (14)

其中

V t = ε2
t - ht ; 　Et - 1 ( V t) = 0 (15)

这个 GARCH ( p , q) 过程可以很容易地理解

为关于 ε2
t 的 ARMA(max{ p , q} , p) 过程. 在

GARCH ( p , q) 模型中 , 如果多项式[1 - α( L) -

β( L) ] = 0 有一个单位根 , 那末模型就变为

IGARCH模型 , 此时模型是关于协方差非平稳的.

注意到模型在存在一个单位根的条件下 , 多项式

可以表示为[1 - α( L) - β( L) ] = (1 - L)Φ( L) ,

IGARCH 过程可以表示为

(1 - L)Φ( L)ε2
t = ω + [1 - β( L) ]V t (16)

形式. 其中 Φ( z) = 0 的所有根在单位圆外 (协方

差平稳 ) . IGARCH 模 型 可 以 很 自 然 扩 展 到

FIGARCH模型 (即分数单整 GARCH模型) [5 ] .

(1 - L) dΦ( L)ε2
t = ω + [1 - β( L) ] V t (17)

其中 : 0 < d < 1 , Φ( z) = 0和[1 - β( L) ]的所有

根都在单位圆外. 当 d = 0 时 , FIGARCH ( p , d ,
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q) 模型就变为 GARCH ( p , q) 模型 ; 当 d = 1时 ,

FIGARCH ( p , d , q) 模型就变为 IGARCH ( p ,1 ,

q) 模 型. Baillie ,Bollerslev , Mikkelsen[6 ] 和

Baillie[7 ] 指出 , 当 0 < d < 1 时 , GARCH ( p , q)

和 FIGARCH ( p , d , q) 模型其条件方差的扰动在

预测的意义上都是绝对衰减的. 当 d = 0 时 ,

GARCH 模型的自相关函数呈指数衰减 , 而当0 <

d < 1 时 , FIGARCH模型的自相关函数是呈双曲

率衰减的 ,即表现出持续性. 柯珂、张世英进一步

讨论了分整增广 GARCH 模型的建模问题[8 ] .

Bollerslev , Chou和 Kroner[9 ] 以及Nelson[10 ] 等人比

较详细讨论了条件方差的持续性问题 ,但他们都

没有给出一个明确的持续性定义. 从相关的条件

方差的持续性的讨论中可知 ,方差的持续性都是

与单位根相联系的. 在综合有关文献的基础上 ,从

单位根角度给出一个方差持续性的定义 :

定义 1 　称条件方差过程 { V t (εt) } 是持续

的. 如果

lim
s →∞

Et ( V t + s - 1 (εt + s) ) ≠ c

其中 : Et (·) 表示条件期望 , c 是无条件方差.

2 　存在方差持续性的资本资产定价
模型

2. 1 　存在条件异方差的简单资本资产定价模型

资本资产定价模型要求在未来不确定性事件

的基础上使投资效用最大化. 假设某个投资者拥

有资产 w t ,在存在无风险投资证券 (如国债) 的条

件下 ,他以一部分资产投资无风险证券 (购买国

债) ,另一部分投资风险证券 (如购买股票) ,形成

一个简单的投资组合. 即投资者以价格 pt 购买某

种股票 qt 股 ,其余资产 xt 全部用来购买国债 ,股

票投资期末的收益为 yt +1 , yt +1 = pt +1 + dt ,其中 ,

pt +1 为 t + 1 时股票的价格 , dt 为 t 期期末股票的

股息或红利. 国债投资期末的收益为 rxt , 其中 r

为无风险利率加上一. 根据组合投资理论 ,为使期

望收益最大和风险最小 ,上述问题可以用数学模

型表示为

Mɑx
q

t

　2 Et ( qty t +1 + rxt) - λV t ( qty t +1)

s. t . wt = x t + ptqt (18)

这里λ是拉格朗日乘子. 通过极值求解 ,可以得到

pt =
1
r

Et ( y t +1) -
λqt

r
V t ( y t +1) (19)

当投资期为 s 时 ,上式就为

pt =
1
rs [ Et ( y t + s) - δtV t ( y t + s) ] (20)

其中 :δt = λqt ,这里 pt 就表示为投资者愿意为 s 期

股票所支付的价格. 如果 yt 可以表示为一个一阶自

回归过程(高阶情况与一阶类似) yt = <yt - 1 +εt ,则

V t ( yt +1) = V t (εt +1) = ht +1 (21)

同时 , yt 也可以表示为一个无穷阶的移动平均过程 :

y t = ∑
∞

i = 0

θiεt - i = θ( L)εt (22)

则有

V t ( yt + s) = Et ∑
s

i =1

θs - iεt + i
2

=

∑
s

i =1

θ2
s - i Et ( ht + i) (23)

再回到价格公式 ,由式 (20) 在 t + 1 时刻 ,前向 s

期的价格 pt +1 为

pt +1 = r1 - s [ Et +1 ( yt + s) - δtV t +1 ( yt + s) ] (24)

将上式两端取期望并乘以 r - 1 , 再与式 (20) 相减

就得到与 pt +1 的期望有关的 pt 的价格公式.

pt = r- 1 Et ( pt +1) - δtr
- sθ2

s - 1 ht +1 (25)

这个公式与一期定价公式 (19) 相类似. 显然 y t +1

的条件方差对 pt 有明显的影响 ,并且这种影响是

可以准确度量的. 从这里可以得出结论 , y t 的未来

的条件方差将影响当前资产的定价. 但是 ,当 s 很

大时 ,即投资期比较长时 ,根据式 (13) 有

Et ( ht + s) = ω + ∑
q

i = 1

αi Et (ε2
t + s - i) +

∑
p

i = 1

βi Et ( ht + s - i) (26)

经过迭代可以得到

Et ( ht + s) = ω + ∑
m

i = 1

(αi +βi) Et ( ht + s - i) =

σ2 + ∑
m

i =1

(αi +βi)
s - 1

( ht +1) (27)

其中 : m = mɑx{ p ,q} ,σ2 =ω 1 - ∑
m

i =1

(αi +βi)
- 1

,当

s 取很大的值时 , 根据 GARCH 过程的平稳性条

件 , ∑
m

i = 1

(αi +βi) < 1 ,方程 (27) 右边第 2项将趋于

零. 所以 Et ( ht + s) ≈σ2 . 因此当投资期很长时 ,当
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前条件方差的影响就可以忽略. 此时价格公式为

pt =
1
rs

t
[ Et ( yt + s) - δtσ

2 ] (28)

但是 ,如果条件方差存在持续性 ,那么当前条件方

差的影响就不能忽略.

212 　存在方差持续性的资本资产定价模型

继续在上面的讨论 , 如果 εt 服从一个

IGARCH(1 ,1) 过程 ,由α+β = 1 ,则有

ht = ω +αε2
t - 1 + (1 - α) ht - 1

Et ( ht + s) = ω + Et ( ht + s - 1) =

( s - 1)ω + ht +1 (29)

此时εt 的无条件方差为 ( s - 1)ω. 如果令 yt 是随

机游动过程 ,则 Et ( yt +1) = yt . 为讨论方便 ,令扰

动项εt 为一不带趋势项 (ω = 0) 的 IARCH(1 ,

1) (α = 0) 过程 ,则有

V t ( y t + s) = Et ∑
s

i = 1

εt + i
2

=

∑
s

i = 1
ht + i = sht +1 (30)

由式 (19) 可得

　　pt =
1
rs [ y t - δtsht +1 ] (31)

当 r = 1 时

　　pt = y t - δtsht +1 (32)

因此当δt ≠0 时 ,时变的风险率将影响股票的定

价 ,并且这种影响将是显著而持续的.

213 　多变量方差持续性对资本资产定价模型的

影响

对于多变量 GARCH模型的持续性 ,给出以下

结论 :

设εt 为一个N ×1 维向量随机过程 ,且有εt |

Ωt - 1 ～ N (0 , Ht) ,Ωt - 1 表示从过去直到 t - 1时刻

的所有信息集 , Ht 是N ×N 维矩阵 ,且是关于Ωt - 1

可测的. 定义 ht = Vec ( Ht) , 这里 Vec (·) 表示把

矩阵 Ht 影射为 ( N ×N) ×1 维向量的向量算子 ,

向量 GARCH ( p , q) 过程可以表示为下列形式

Vec ( Ht) = W + ∑
q

i = 1
AiVec εtε

′
t +

∑
p

i = 1
B iVec ( Ht - i) = W +

A ( L ) Vec εtε
′
t + B ( L) Vec ( Ht)

这里 W 是一个N2 ×1 维向量 , Ai 和B i 为N2 ×N2

矩阵 , 且 Ai 和 B i 使 Ht 正定.

定义 2 　εt 是关于条件方差一阶单整的 , 如果

det[1 - A (λ- 1) - B (λ- 1) ] = 0存在一个单位根.

其中 :det[·] 表示行列式 ,λ表示矩阵的特征根.

Bollerslev 和 Engle[11 ] 指 出 , 当 det[1 -

A (λ- 1) - B (λ- 1) ] = 0 的所有根都在单位圆内

时 , GARCH过程是协方差平稳的 ,下面的定理给

出向量 GARCH过程持续的充分条件.

定理[12 ] (充分条件) 　如果向量 GARCH ( p ,

q) 过程是单整的 , 那末它也是关于方差持续的.

在此基础上 ,考虑多资产组合投资的情况. 设

有 n 种投资资产 ,其收益用 yt 表示 , yt 是 n ×1 维

向量. 并有 yt = mt +εt , mt 表示 yt 的条件期望 ,

Et ( yt) = mt . 并且 mt 和εt 都是 n ×1 维向量. 其

中 : E(εt) = 0 ; V t (εt) = Ht . Ht 是一个正定的 n ×

n 矩阵. 根据组合投资的原理 , 设有一投资组合

r = ( r1 , r2 , ⋯, rn)
′, 则组合投资收益为 Et ( r′yt) =

r′mt . 为简便起见 ,设 Ht 服从一个矩阵 GARCH(1 ,

1) 过程 ,则有表达式

Vech ( Ht) = W + A1 Vech εt - 1ε
′
t - 1 +

B1 Vech ( Ht - 1) (33)

其中 :Vech (·) 为向量半算子 ,表示把 N ×N 矩阵

的下三角元素映射为 N ( N + 1) / 2 ×1向量 . A1 和

B1 为 N ( N + 1) / 2 ×N ( N + 1) / 2 矩阵. 则前向 s

期的条件期望为

Et Vech ( Ht + s) = W + ( A1 + B1) ·

Et Vech ( Ht + s - 1)

通过 s - 1 次迭代则有

　Et Vech ( Ht + s) = W ∑
s - 1

i = 0

( A1 + B1) i +

　　　　( A1 + B1) s - 1 Et Vech ( Ht +1) (34)

此时组合方差为

　Vec2 ( r) ′Vech ( Ht + s) = Vec2 ( r) ′( W +

A1 Vech εt + s - 1ε
′
t + s - 1 +

B1 Vech Ht + s - 1) =

Vec2 ( r) ′W ∑
s - 1

i =0

( A1 + B1) i +

　　Vec2 ( r) ′( A1 + B1) s - 1 Et Vech ( Ht +1)

(35)
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其中

　　Vec2 ( r) = Vech 2 rr′- diɑg ( r) diɑg ( r)

如果式 (33) 是非持续的 ,则当 s 很大时 ,组合方差

Hp ( t + s) 就可以近似表示为

　　Hp( t + s) = Vec2 ( r) ′Vech ( Ht + s) =

Vec2 ( r) ′W ∑
s - 1

i =0

( Ai + B i)
i (36)

这里 Hp ( t + s) 就是资产组合的无条件方差.

当存在方差持续性时 ,则有

Vec2 ( r) ′( A1 + B1) s - 1 Et Vech ( Ht +1) ≠0

(37)

同样令向量 GARCH过程满足 W = 0 的向量

ARCH过程 (这样做仅仅是为讨论问题简便) , 并

把资产组合看作一个资产 ,当存在方差持续性时 ,

根据公式 (32) ,此时组合资产定价与当前收益的

关系就为

Pt = Yt - sδtVec2 ( r) ′( A1 + B1) s - 1 ·

Et Vech ( Ht +1) (38)

其中 : Pt 表示组合资产的价格 , Yt 表示组合资产

的收益.

从式 (38) 可以看到 ,方差持续性对多资产定

价同样有非常明显的影响. 但是这里可能存在一

种特殊的情况 ,如果向量各个分量都服从 GARCH

过程 ,而且都存在持续性 ,但分量间的某种线性组

合 ( r′εt) 的条件方差却并不表现出持续性 ,那么长

期投资的组合方差就为 Hp ( t + s) . 从长远投资的角

度看 ,当前方差的扰动就可以忽略. 对于存在单位

根即存在持续性的 GARCH过程 ,一般可以采用差

分的方法达到平稳 ,但在存在上述情况的条件下 ,

采用差分的方法则可能会存在过度差分问题 ,这

是需要注意的.

3 　结　论

本文从持续性的角度讨论了一类条件方差服

从 GARCH 过程的资产定价问题 ,并揭示出当条

件方差表现出 IGARCH (1 ,1) 过程的形式即存在

明显的持续性时 ,资本资产定价模型将表现出与

传统模型完全不同的特点. 方差持续性的存在将

对长期投资的资本资产收益产生持续的影响 ,从

而影响资本资产的长期定价. 但对于单个资产存

在持续性而组合投资不表现出持续性的资产组合

来说 ,当前信息对组合资产的长期收益将不会产

生明显的影响. 因此 ,方差持续性的性质对现代证

券组合投资分析有重要的意义. 应当说明的是 ,条

件方差的持续性并不仅仅表现为单整性 ,正如前

面讨论持续性所提到的分数单整模型 ,可能能更

好地描述时变条件方差的特点. 此外 , 具有

GARCH表现形式的资产组合的方差表现出一种

弱 GARCH性质 (Nijman 和 Sentana) [13 ] ,不能用典

型的单变量 GARCH 模型的方法来处理. 这都是

需要进一步研究的.

自从 ARCH模型和 GARCH模型被提出以来 ,

基于时间序列时变方差的方法已经被广泛应用于

各种经济时间序列的分析和研究. 西方的经济学

家在经济和金融时间序列的建模分析中已广泛使

用了基于时变的均值和方差的经济计量方法 ,而

我国在资本资产定价和组合投资的分析中目前仍

然以传统分析方法为主 ,至于方差持续性的研究

则更是鲜有文献涉及. 但毋庸置疑的是 ,时变方差

持续性模型所表现出的方法上的优势对我国的金

融证券投资分析也是具有重要的指导意义的.
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Analysis of capital asset pricing model with persistence in variance

LI Han- dong1 , ZHANG Shi-ying2

1. Department of System Science , Beijing Normal University , Beijing 100875 , China ;

2. School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China

Abstract : Autoregressive conditional heteroscedasticity (ARCH) models , which broke though the assumption of

constant variance of traditional econometrics , have had a profound influence to the modern capital asset pricing theo2
ry. Along with development in researching time-varying variance , variance persistence has being concerned by more

and more economists. In this paper we firstly introduce the conceptions and the properties of conditional mean , con2
ditional variance and the persistence of autoregressive conditional heteroscedasticity models , and then discuss the

capital asset pricing model of a portfolio which follows the time-varying conditional variance process. Moreover , in

the end of the paper , we analyze the persistence of multi-asset portfolio which follow a vector GARCH process.

Key words :conditional mean ; conditional variance ; persistence ; capital asset pricing model ; GARCH model ;

vector GARCH model
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