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摘要 : 提出一个基于 V - W 销售广告反应模型的二维离散广告竞争动态模型. 在两家卖主竞

争的市场中 ,企业可以生产相互替代的商品 ,运用广告促销吸引顾客 ,提高销量. 在 V - W模型

的基础上 ,把广告投入作为控制量 ,采用线性反馈控制 ,通过数学分析和数值计算 ,得出模型中

两个状态变量在一定参数下混沌同步. 并且对混沌同步的稳定性进行了分析.
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0 　引　言

广告模型的研究受到越来越多的关注 ,其中 ,

以广告投入动态模型的研究最为集中. 最初的也

是最基本的广告最优投入模型分为两个分

支[1～3 ] ,一类是销售 - 广告反应模型 ,又称 V - W

模型 ,由 Vidale 和 Wolfe 提出 ,描述了广告投入与

销量变化的关系 ;另一类是 Nerlove 和 Arrow 提出

的广告资本股模型 (N - A 模型) . 以后的各种广告

最优投入模型都是在这两类模型的基础上扩展而

来. 本文提出的竞争广告模型就是在 V - W 模型

的基础上 ,借用Lanchester 的战斗模型表示由广告

投入引起的竞争双方市场占有率的动态变化[4 ] .

模型采用的广告投入策略是许多企业采用的销售

百分比法[5 ] ,即取当期销售额的一定比率作为广

告投入 ,并根据对手的销售额做适当调整. 对模型

进行分析 ,得出在一定条件下 ,模型具有混沌同步

的动态特性 ,对认识市场结构的演变和采取相应

的对策具有重要意义. 当前 ,国内对经济系统混沌

现象的研究多集中于经济混沌时序方面[6 ,7 ] ,

本文从模型入手 ,说明经济系统中存在的混沌

现象.

1 　模型的描述

针对 Chintagunta 和 Vilcassim 提出的模型[4 ] ,

讨论了把广告投入作为线性反馈控制量的模型的

动态特性 ,提出如下模型 :

x t +1 = ɑ1 xt + k1 u1
t (1 - xt) - k2 u2

tx t

уt +1 = ɑ2 уt + k2 u2
t (1 - уt) - k1 u1

tуt
(1)

其中 : t = 0 ,1 , ⋯, T - 1 , T 为商业周期数 ,考虑 T

个时间周期内模型随时间的动态演变 ; x t 和 уt 分

别是在第 t 个周期中购买企业 1、2 商品的顾客占

总人口的比例 ,且 0 < xt , уt < 1 ; k1、k2 是企业 1、

2 的广告效果参数 ; a1、a2 是顾客对商品的忠诚度

因子 ,表示在一个周期后还有多大比率的顾客保

留他们的购买习惯 ; u1
t 、u2

t 分别是企业 1 和 2 的广

告投入. 这里 ,参数的取值范围是

0 < k1 , k2 , ɑ1 , ɑ2 < 1 (2)

假定购买两种商品的顾客人数占总人口比例

之和的可能值为 :大于 1 ,小于 1 和等于 1. 因为实

际上购买了一种商品的顾客由于不喜欢或受到广

告的诱惑等种种原因 ,还可以购买另一种商品 ,即

一个人在一个时间周期内可以同时购买两种商

品 ,此时 xt + уt 大于1. 同时 ,可能有的顾客一种商

品也不买 ( x t + уt < 1) ,也有可能购买两种商品的
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总人口数恰好等于人口总和 ( xt + уt = 1) (这里

购买商品的人数是指买其中一种商品的人数 ,如

果一个顾客两种商品都买了 ,就要在购两种商品

的人数上都加 1) .

这里 ,采取的广告策略是实务中由许多企业

采用的销售百分比法[5 ] ,取企业销售额的一定比

例作为广告投入 ,并根据对手的销售额做适当调

整[8 ] . 广告投入函数为

u1
t = η1 pBx t +λ1 pBуt

u2
t = η2 pBуt +λ2 pBx t

(3)

其中 : B 表示商品覆盖区域的人口总数 ; p 指商品

价格 ;η1、η2 意味着广告投入将随本企业销售额

的增加而增加 ;λ1、λ2 强调广告投入量相应对手

的销售额作增量调整 ,为了方便 ,令

h1 = η1 pB , 　h2 = η2 pB

j1 = λ1 pB , 　j2 = λ2 pB
(4)

将式 (4) 代入式 (3) 中 , 再将所得值代入式

(1) ,可以得到映射

xt +1 = ɑ1 xt + k1 ( h1 x t + j1 уt) (1 - xt) -

k2 ( h2 уt + j2 x t) xt (5)

уt +1 = ɑ2 уt + k2 ( h2 уt + j2 x t) (1 - уt) -

k1 ( h1 x t + j1 уt) уt

记 T ( xt , уt) = ( x t +1 , уt +1) , 且 T : R2 → R2 . 令

T ( x 3 , у3 ) = ( x 3 , у3 ) ,可以求出映射 (5) 有3个
不动点 : E0 = (0 ,0) , E1 和 E2 ,有8个参数的 E1 和
E2 的解析解非常复杂. 由参数的取值范围大致可

以推算出 E1 和 E2 只有一个点在[0 ,1 ]内 ,另一个
不动点在这个范围外. 并且可以通过求解
Jacobian 矩阵特征值的方法得出 E0 是不稳定的.

2 　对称结构的动态特性

如果映射 (5) 中两个竞争对手的参数相同 ,

即模型描述的特征两个竞争者相同 ,则可得到一
个对称的二维映射. 令 a1 = a2 = a , k1 = k2 = k ,

h1 = h2 = h , j1 = j2 = j ,代入式 (5) ,可得

xt +1 = ɑx t + k ( hx t + jуt) (1 - xt) -

k ( hуt + jx t) x t (6)

уt +1 = ɑуt + k ( hуt + jx t) (1 - уt) -

k ( hxt + jуt) уt

x 与 у互换位置映射 (6) 不变 ,所以映射 (6) 关于
对角线对称.

2. 1 　不变集

对于映射 T : R2 →R2 ,如果存在集合 V < R2 ,满

足 V 是 R2上的闭集 ,且 T(V) = V ,则 V 是映射 T的

不变集.可行解域定义为映射中的变量符合经济意

义的取值范围 ,在这里是 ( x , у) ∈D = [0 ,1] ×[0 ,

1].由上述定义 ,有关于不变集的定理[9].

定理 1 　映射 (6) 在可行解域 ( x , у) ∈D 中

的不变集是 у= x , у= - x 和 x + y = 1 +

ɑ- 1
k ( h + j)

.

证明 　分别将 уt = x t 、уt = - xt 和уt = 1 +

ɑ- 1
k ( h + j)

- xt 代入映射 (6) ,得到

x t +1 = [ ɑ+ k ( h + j) ] x t -

2 k ( h + j) x2
t = уt +1

x t +1 = ( ɑ+ k ( h - j) ) x t

уt +1 = - ( ɑ+ k ( h - j) ) xt

x t +1 = (1 - 2 kj) x t + jk +
ɑ- 1
h + j

j

уt +1 = (2 kj - 1) x t - jk +
(2 j - ɑj + h) k + ɑ- 1

k ( hj)

它们满足 x t +1 = уt +1、x t +1 = - уt +1和 x t +1 + уt +1 =

1 +
ɑ- 1

k ( h + j)
,对于映射 T不变 ,符合不变集定义 ,

因此定理 1 成立 . 证毕
2. 2 　对称结构中的混沌同步

在二维映射中 ,两个变量的动态行为之间有

3 种关系[10 ] :

1) 完全不相关. 两个变量的运动各自呈现混
沌特性 ,并且在每个时间周期中 ,它们之间的运动
状态没有任何关联 ,不能从其中一个已知变量推
测出另一个变量的运动状态 , 在二维相空间 ( x ,

у) 中它们的运动轨迹充满了相空间的区域.

2) 有关联的混沌. 两个变量的运动都呈现混沌

特性 ,如果在一个时间周期 t 中 , xt 、уt 表示它们的运

动状态 ,则 xt 、уt 之间的关系可以用一个函数表示 ,

例如 уt = f ( xt) 或者 xt = f (уt) .它们的混沌吸引子 ,

在二维空间中大致分布在一条一维曲线周围.

3) 混沌同步. 混沌关联性的一个极端情况是
同步. 混沌的轨线最终嵌入到一个一维的不变子

流形Δ( x , у) 中 ,由对角线外的点 ( x t , уt) 出发的

轨线 ,如果满足当 t →∞时 , | x t - уt | →0 ,则称
此二维映射的两个变量同步.

2. 2. 1 　同步混沌的数值结果
在一定参数范围内 ,映射 (6) 的变量 x、у各
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自具有混沌动态特性 ,对 x、у分别作相对于 j的分
岔图 (图 1) . 映射中控制参数选取讨论 :取 h 为 4 ,

可以这样考虑 ,当人口总数 B 为 50 (单位设为百
万) ,商品价格 p 是 0. 2 (单位设为元) ,η等于 0. 4

时 , h 为 4 (百万) . 在图 1 中 j 的取值范围为 0 到
2. 4. 可以看到 ,当参数 j 变化到大约 1. 8 时 ,系统
进入混沌状态 ,而且这两个分岔图基本相同 ,表明
系统 (6) 混沌同步.

　　　　　

图 1 　参数 a = 0. 7 , k = 0. 5 , h = 4 , j = 2 时 ,变量 x , у对参数 j 的分岔图

Fig. 1 　Bifurcation diagram of the variable x , уversus parameter j with the parameters a = 0. 7 , k = 0. 5 , h = 4 , j = 2

　　选取系统(6) 1 000步到 2 000步的迭代值(此时

系统参数为 a = 0. 7 , k = 0. 5 , h = 4 , j = 2) .在二维

空间 ( x , у) 中 ,作图 2(a) —(d) . 取 1 000 步迭代后

的点是为了排除系统的暂态行为 ,考察系统进入稳

定状态后的特性.图 2(a) 、(b) 分别是 x、у相对于迭

代时间在平面上分布的点. 从图 2(d) 可看出系统的

相图最终收敛于空间的一条直线 x = у,因此 x、у同

步 ,也就是在任意时刻 ,两种商品的销售量相等. 同

步性还可以在图 2(c) 中看到 , ( x - у) 相对于时间 t

是一条为零的直线.实际上 ,如果两个竞争对手的状

态相同并采取相同的竞争策略 ,往往它们的竞争结

果也相同 ,即销售量相同.

(a) x 的稳态变化
(a) Transient-free movement of variable x

　　　　

(b) у的稳态变化
(b) Transient-free movement of variable у

(c) ( x - у) 的稳态变化
(c) Transient-free movement of variable ( x - у)

　　　　

(d) x、у的稳态变化
(d) Transient-free movement of variable x and у

图 2 　变量 x、у的稳态变化趋势图

Fig. 2 　Transient2free trend diagram of variables x and у
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2. 2. 2 　混沌同步的理论分析

考虑系统 (6) 在对角线 x = у上的动态特性 ,

令 уt = xt ,系统 (6) 变为一维映射

xt +1 = [ ɑ+ k ( h + j) ] xt - 2 k ( h + j) x2
t

(7)

用 As 表示映射 (7) 在一维空间的吸引子 ,映

射 (7) 决定了系统在对角线上的动态特性. 映射

(7) 拓扑共轭于标准的Logistic 映射[9 ,11 ,12 ] . 令

μ = ɑ+ k ( h + j) (8)

并且进行代数变换 x =
ɑ+ k ( h + j)

2 k ( h + j)
z ,可将映射

(7) 变为标准的Logistic映射 zt +1 = μzt (1 - zt) . 把

状态变量限制在一维不变集Δ上 (初始值在不变

集上) ,当μ = μ∞≈ 3. 569 945 6 时 ,Logistic 映射

将从倍周期分岔进入到混沌状态[9 ,12 ] , 根据式

(8) ,可以计算出在给定 a、k、h 的情况下 ,混沌出

现点的值 : j = 1. 739 87 ,对应图 1中的估计值 j =

1. 8. 此外 ,根据Logistic 映射确定吸引子在不变集

Δ上的范围[12 ] ,对应图 2 中的 x ∈[0. 16 , 0157 ].

对角线 x = у是二维系统的不变集 ,只要系

统的初始值在对角线上 ,系统轨道就不会离开不

变集. 这样的同步能不能在横向的小扰动下稳定 ?

需要对混沌同步的横向稳定性进行分析. 首先计

算系统 (6) 的 Jacobian 矩阵 ,并令 у= x

DT ( x , x) =
l ( x) 　　m ( x)

m ( x) 　　l ( x)

其中 : l ( x) = ɑ+ kh - 3 k ( h + j) x ; m ( x) = kj -

k ( h + j) x . 此时 ,Jacobian 矩阵的特征值为

λ‖ = ɑ+ kh + kj - 4 hkx - 4 jkx ,对应的特征

向量是 r ‖ = (1 ,1)

λ⊥= ɑ+ kh - kj - 2 khx - 2 jkx ,对应的特征

向量是 r ⊥= ( - 1 ,1)

定义横向 Lyapunov 指数

　L ⊥= lim
τ→∞

1
τ∑

τ

t =0
ln | ɑ+ kh - kj - 2k ( h + j) xt|

(9)

取 x0 ∈ As , x t 是映射 (7) 上的混沌轨道.

Lyapunov 横向指数表示 :在与不变集垂直的方向

上加一微小的扰动 (使 | x - у| > 0) ,这一微小的

扰动引起的轨道离开不变集垂直方向的平均指数

距离. 所以系统 (6) 的混沌同步稳定性可以用横

向Lyaponov指数来判定[13～15 ] . 如果横向Lyaponov

指数小于零 ,则系统横向稳定 ,此时在不变集上的

吸引子 ,不但是一维映射 (7) 的吸引子 ,也是二维

映射 (6) 的吸引子. 反之如果 L ⊥> 0 ,系统 (6) 的

轨线受扰离开对角线后就会发散 ,不再回到对角

线上 ,同步不稳定.

图 3 　L ⊥的变化趋势

Fig. 3 　Variation of transverse Lyapunov

exponent L ⊥with the parameter j

由于 L ⊥由各参数和映射 (7) 决定的 x 轨道

确定 ,所以可以求出 L ⊥< 0 的参数范围 ,这个参

数范围与 x 在映射 (7) 上的轨道有关. 理论上 ,

n →∞时 , x 处于混沌状态的轨线与 x 的初始值

无关 ,所以 L ⊥与初值无关. 故设定一个较大的迭

代步数可以近似得到 L ⊥,取 a = 0. 7 , k = 0. 5 ,

h = 4 , j = 2 ,除去前面的 104 个点 ,用后面 105 个

点计算出 L ⊥,发现在 0 < j < 2. 6 范围内 , L ⊥<

0 ,如图 3. 从而 , 可以判定在上述参数范围内 ,

L ⊥< 0 ,系统混沌同步稳定.

3 　结论

通过计算机仿真和数学分析 ,本文得出对称

模型中存在令人惊叹的稳定的混沌同步. 混沌性

表明市场行为的不可长期预测性和初值敏感性.

市场变化的轨迹在图 2 (a) 、(b)所示的区间[0. 16 ,

0. 57 ]上稠密 ,同步性表明两种产品的市场占有率

即使初始值不同 ,经过几个周期的市场作用 ,也将

趋于一致 ,两个企业的广告竞争并不能分出胜负.

增加广告投入 ,只会引起市场剧烈波动 (进入混沌

状态) ,而平均销量并没有增加. 显然应该避免产

生这样的结果. 因此 ,为避免广告战 ,只需投入适

量广告宣传产品 ,扩大顾客群.
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On analysis of chaotic synchronization in advertising competition model

QI Jie , WANG Ding2wei
Institute of Systems Engineering , School of Information Science and Engineering , Northeastern University , Shenyang
110004 , China

Abstract : This paper presented a two2dimensional discrete dynamic competitive model in advertising based on the
classic V2W model , namely the sales2advertising response model . In the duopoly market , goods produced by two
companies are exchangeable , and so in order to increase sales they have to lend advertising to attract customers.
Since advertising expenditures were used as control variable in this paper , the model could be regarded as a linear
feedback control system. By means of mathematic analyzing and numerical computing , it can be obtained that two
state variables is chaotic synchronization under certain parameters regions. Furthermore , the stability of the chaotic
synchronization was also analyzed.
Key words : advertising ; competition ; dynamic model ; chaotic synchronization
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