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摘要 : 定义了区间线性规划的标准型. 研究求解标准型区间线性规划的最好最优值和最差最

优值 ,从而确定其最优值区间. 分别对区间目标函数、区间不等式约束和区间等式约束作了讨

论. 基于此分别构造了求解区间线性规划最好最优值和最差最优值的确定型线性规划模型. 最

后给出一个算例并对一些特殊情况作了补充说明.
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0 　问题的提出

用线性规划模型解决管理决策中的实际问题

时 ,随着问题环境的变化 ,模型系数往往随之变

化. 例如市场条件变化会使价格系数 C 改变 ,技

术革新会改变系数矩阵 A ,资源的增加或减少会

影响到资源系数 b. 当已知这些系数的变化区间

时 ,可用区间线性规划 (interval linear programming ,

为区别于整数线性规划 ,简称 IvLP)的方法来解决

此类问题. 区间线性规划指系数含有区间数的线

性规划 ,具体地说 ,指价格系数、技术系数以及资

源系数全部或部分为区间数的线性规划.

目标函数最优值取值区间的求解是 IvLP 的

研究课题之一. 即求解 IvLP 的最好最优值 (Max

型目标函数的最大最优值或 Min 型目标函数的最

小最优值) 和最差最优值 (Max 型目标函数的最小

最优值或 Min 型目标函数的最大最优值) . 已有多

人对此做了研究. Tong[1 ]就 IvLP 的最优值区间作

了研究 ,但没有讨论包含区间等式约束的情况 ,且

没有充分考虑在求解过程中可能出现无可行解、

无界解等情况. 张吉军[2 ]也研究了区间线性规划

的最优目标值的范围 ,并引入了通过决策者的风

险承受能力来确定相应最优解的方法 ,但讨论的

区间线性规划仍未包含区间等式约束 ,也没有讨

论在转化为确定型线性规划后可能出现的解的各

种情况.

本文在上述文献的基础上 ,首先定义一种标

准形式的 IvLP ,其中既包括区间不等式约束 ,又包

括区间等式约束 ;然后讨论其最优值区间的求解 ;

最后讨论在求解过程中可能出现的解的各种

情况.

1 　IvLP 的标准型与解的概念

定义如下一种标准类型的区间线性规划

Min Z = ∑
n

j =1
[ c
—

j , cj ] xj

s. t .

∑
n

j =1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj ≥[ b

—
i , bi ]

　　　　i = 1 , ⋯, p

∑
n

j =1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj = [ b

—
i , bi ]

　　　　i = p + 1 , ⋯, m

xj ≥0 　j = 1 , ⋯, n

(1)

对 IvLP(1) 的说明 :

1) Mɑx Z 型的 IvLP可通过 Min Z′= - Z 变为
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标准型 ;

2) 对 ≤型的约束 , 可通过两边同乘 - 1 变

为 ≥型的约束 ;

3) 若某 xj ≤0 ,通过变量替换 xj′= - xj ,则

xj′≥0 ;

4) 若某 xj 为自由变量 ,处理方法在后面第 4

节讨论 ;

5) 由于对区间不等式和区间等式进行解释

的出发点不一样 ,故不能像一般确定型的LP问题

那样 ,通过加入松弛变量把区间不等式约束变为

等式约束 ,所以在模型 (1) 中同时包含了等式约

束和不等式约束.

定义 1 　任取 ɑij ∈[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈[ b
—

i , bi ] ,

IvLP(1) 的区间约束条件变为确定型约束条件 ,称

满足该条件的 X为 IvLP的一个可行解. 任取 ɑij ∈

[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈ [ b
—

i , bi ] , cj ∈ [ c
—

j , cj ] , IvLP(1) 变

为确定型线性规划 , 称该线性规划的最优解为

IvLP的一个最优解 ,相应的最优目标函数值称为

IvLP 的一个最优值.

定义 2 　IvLP(1) 最优值的集合记为 Ω. 称

Z
—

=Min{ Z | Z ∈Ω} 为 IvLP(1) 的最好最优值 ,

Z =Mɑx{ Z | Z ∈Ω} 为 IvLP(1) 的最差最优值.

称[ Z
—

, Z ] 为 IvLP(1) 的最优值区间.

2 　区间线性规划最优值的取值区间

定义 3 　任取 cj ∈[ c
—

j , cj ] ,称 Z = ∑
n

j =1
cjxj 为

区间目标函数 Z = ∑
n

j = 1
[ c
—

j , cj ] xj 的特征目标函

数 ;任取 ɑij ∈[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈[ b
—

i , bi ] ,称 ∑
n

j = 1

ɑij ·

xj ≥bi 为区间不等式 ∑
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj ≥[ b

—
i , bi ] 的

特 征 不 等 式 , 称 ∑
n

j =1
ɑij xj = bi 为区间等式

∑
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj = [ b

—
i , bi ] 的特征等式.

2. 1 　区间目标函数讨论
定义 4 　对于 IvLP(1) ,若存在它的一个特征

目标函数 Z = ∑
n

j =1
c 3

j xj ,使得 Πcj ∈ [ c
—

j , cj ] ,有

∑
n

j = 1
c 3

j xj ≤( ≥) ∑
n

j = 1
cjxj ,则称该特征目标函数为该

区间目标函数的最优 (劣) 目标函数 ,简称该 IvLP

的最优 (劣) 目标函数.

为了求解 IvLP(1) 的最好 (差) 最优值 ,对于
目标函数 ,只需将模型中的区间目标函数分别用
其最优 (劣 ) 目标函数代替即可. 关于求解
IvLP(1) 的最优 (劣) 目标函数 ,易证有如下定理.

定理 1 　IvLP(1) 的最优目标函数为 Z =

∑
n

j = 1
c
—

jxj ,最劣目标函数为 Z = ∑
n

j =1
cjxj .

2. 2 　区间不等式的讨论
定义 5 　记 Ti = { t | t = ( ɑi1 , ɑi2 , ⋯, ɑin ,

bi) } , ɑij ∈ [ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈ [ b
—

i , bi ]} , 其中 ( ɑi1 ,

ɑi2 , ⋯, ɑin , bi) 为 n + 1重有序组 ,称 S ( t) = { x |
∑

n

j = 1

ɑijxj ≥bi} 为特征不等式 ∑
n

j = 1

ɑijxj ≥bi 的解集.

定义 6 　记 S i = ∪
t ∈T

i

S ( t) , S
—

i = ∩
t ∈T

i

S ( t) ,对于

区间不等式 ∑
n

j =1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj ≥ [ b

—
i , bi ] , 若存在它

的一个特征不等式 ∑
n

j =1
ɑ3

ij xj ≥ b 3
i ,使得其解集等

于 S i ( S
—

i) ,则称该特征不等式为该区间不等式的

最大 (小) 范围不等式.

为了求解 IvLP(1) 的最好 (差) 最优值 ,对于
不等式约束 ,只需将模型中的区间不等式分别用
其最大 (小) 范围不等式代替即可.

定理 2 　区间不等式 ∑
n

j =1

[ ɑ
—

ij , ɑij ] xj ≥ [ b
—

i ,

bi ] , xj ≥0 的最大范围不等式为 ∑
n

j =1

ɑijxj ≥ bi ,最

小范围不等式为 ∑
n

j = 1
ɑ
—

ijxj ≥ bi .

证明 　首先证前半部分. 记 S ( t) = { x |
∑

n

j = 1
ɑijxj ≥b

—
i} ,显然有 S ( t) Α ∪

t ∈T
i

S ( t) ,故只需证

∪
t ∈T

i

S ( t) Α S ( t) . 事实上 ,任取 x ∈∪
t ∈T

i

S ( t) ,则必

存在 ɑij ∈[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈[ b
—

i , bi ] ,使得 ∑
n

j = 1
ɑijxj ≥

bi . 又由 x ≥0 ,故有 ∑
n

j = 1
ɑijxj ≥∑

n

j = 1
ɑijxj ≥bi ≥b

—
i ,
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即 x ∈S ( t) . 证毕.

再证后半部分. S ( t) = { x | ∑
n

j = 1
ɑ
—

ijxj ≥ bi} ,

显然有 ∩
t ∈T

i

S ( t) Α S ( t) , 故只需证 S ( t)
—

Α

∩
t ∈T

i

S ( t) . 事实上 ,任取 x ∈ S ( t) ,则对于 Πɑij ∈

[ ɑ
—

ij , ɑij ] , Π bi ∈[ b
—

i , bi ] ,由 x ≥0 ,有 ∑
n

j =1
ɑijxj ≥

∑
n

j = 1
ɑ
—

ijx i ≥ bi ≥ bi ,即 x ∈∩
t ∈T

i

S ( t) . 证毕.

对于 xj ≤0的情形 ,该定理的结论有所不同.

此时只需做变换 xj′= - xj ( xj′≥ 0) , 即可将

∑
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj ≥ [ b

—
i , bi ] 等价化为 ∑

n

j = 1
[ - ɑij ,

- ɑ
—

ij ] xj′≥[ b
—

i , bi ] ,并得到相应结论.

2. 3 　区间等式的讨论

为了求解 IvLP(1) 的最好 (差) 最优值 ,对于

等式约束 ,理论上需将模型中的区间等式分别用

其特征等式并求解最优值 ,然后再找出其中最小

(大) 者. 实际计算中显然不能如此求解. 首先证

明如下定理.

定理 3 　分别记 A = { x | ∑
n

j = 1
ɑijxj = bi ,

Πɑij ∈[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bi ∈[ b
—

i , bi ] , xj ≥0 , j = 1 , ⋯,

n} , B = { x | ∑
n

j = 1
ɑ
—

ijxj ≤bi 且 ∑
n

j = 1
ɑijxj ≥b

—
i , xj ≥0 ,

j = 1 , ⋯, n} ,则有 A = B .

证明 　首先证 A Α B . Πx 3 = A ,则 ϖɑij ∈

[ ɑ
—

ij , ɑij ] , bj ∈[ b
—

i , bi ] ,使得∑
n

j =1
ɑijx

3
j = bi , x 3

j ≥0.

故有∑
n

j =1
ɑ
—

ijx
3
j ≤∑

n

j =1
ɑijx

3
j = bi ≤bi 和∑

n

j =1
ɑijx

3
j ≥

∑
n

j =1
ɑijx

3
j = bi ≥b

—
i 同时成立.所以x 3 ∈B .

再证 B Α A . Π x 3 ∈B ,构造 n 元函数 f ( ɑ1 ,

ɑ2 , ⋯, ɑn) = ∑
n

j =1
ɑjx

3
j ,则有 f ( ɑi1 , ɑi2 , ⋯, ɑin) =

∑
n

j = 1
ɑijx

3
j =

Δ
f ≥ b

—
i 和 f ( ɑ

—
i1 , ɑ

—
i2 , ⋯, ɑ

—
in) =

∑
n

j = 1
ɑ
—

ijx
3
j =

Δ
= f

—
≤ bi 同时成立. 由于函数 f ( ɑ1 ,

ɑ2 , ⋯, ɑn) 在闭区域 ∏
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] 上连续 , Π bi ∈

[ f
—

, f ] Α [ b
—

i , bi ] , 由连续函数的介值定理 , 必

ϖ ɑij ∈[ ɑ
—

ij , ɑij ] , j = 1 , ⋯, n ,使得 f ( ɑi1 , ɑi2 , ⋯,

ɑin) = ∑
n

j = 1
ɑijx

3
j = bi . 所以 x 3 ∈A .

由该定理可知 ,为了求解含有区间等式约束

的 IvLP 的最好最优值 , 可将每个区间等式约束

∑
n

j = 1

[ ɑ
—

ij , ɑij ] xj = [ b
—

i , bi ] ( xj ≥0 , j = 1 , ⋯, n) 化

为两个确定型不等式约束 ∑
n

j =1

ɑ
—

ijxj ≤bi 和∑
n

j =1

ɑijxj ≥

b
—

i ,再进行求解.

对于含有区间等式约束的 IvLP 的最差最优

值的求解 ,有如下定理 :

定理 4 　含有区间等式约束 ∑
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj =

[ b
—

i , bi ] ( xj ≥0 , j = 1 , ⋯, n) 的 IvLP的最差最优

解必满足下面中的一个约束

∑
n

j = 1
ɑ
—

ijxj = bi (2)

或

∑
n

j = 1

ɑijxj = b
—

i (3)

证明 　∑
n

j =1

ɑijxj = bi 为区间等式的任一特征

等式约束 ,令其代替 IvLP 中的区间等式约束 , 并

记最优值为 z . 分别令式 (2) 和 (3) 代替 IvLP 中的

区间等式约束 ,并记最优值为 z′和z″. 式 (2) 和 (3)

为区间等式簇构成区域 (即定理 3中的集合 B) 的

两个边界 ,显然该区域为一凸集 ,故由线性规划的

解的性质理论有 z ≤ mɑx{ z′, z″} . 所以 z =

mɑx{ z′, z″} 为 IvLP 的最差最优值. 定理得证.

由该定理可知 ,为了求解含有区间等式约束

的 IvLP 的最差最优值 , 可将每个区间等式约束

∑
n

j = 1
[ ɑ

—
ij , ɑij ] xj = [ b

—
i , bi ] ( xj ≥0 , j = 1 , ⋯, n ; i =

p + 1 , ⋯, m) 分别化为式 (2) 和 (3) ,得到 2 m - p 个

确定型线性规划 ,分别求解 ,并选择其中目标值最

劣者.

为了讨论方便 ,称 ∑
n

j =1
ɑ
—

ijxj = bi 和 ∑
n

j =1
ɑijxj = b

—
i
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为区间等式 ∑
n

j =1
[ ɑ
—

ij , ɑij ] = [ b
—

i , bi ] ( xj ≥0 , j = 1 ,

⋯, n) 的边界等式 ,称 ∑
n

j =1
ɑ
—

ijxj ≤bi 和 ∑
n

j =1
ɑijxj ≥b

—
i

为由区间等式 ∑
n

j =1
[ ɑ
—

ij , ɑij ] xj = [ b
—

i , bi ] ( xj ≥0 ,

j = 1 , ⋯, n) 生成的边界不等式.

2. 4 　区间线性规划最优值取值区间的求解

综上所述 , IvLP(1) 的最优值的取值区间的

求解 ,可按如下算法进行.

1) 求解最好最优值

区间目标函数用其最优目标函数代替 ,每一

个区间不等式约束用其最大范围不等式代替 ,并

把每一个区间等式约束用由其生成的两个边界不

等式代替 , 得到一个确定型的线性规划 , 进行求

解 ,得最好最优值 z
—

;

2) 求解最差最优值

区间目标函数用其最差目标函数代替 ,每一

个区间不等式约束用其最小范围不等式代替 ,并

把每一个区间等式约束分别用其两个边界等式代

替 ,得到 2 m - p ( m - p 为区间等式约束的个数) 个

确定型的线性规划 ,分别进行求解 ,得 2 m - p 个最

优值 ,再在这些最优值中选取最大者为最差最优

值 Z ;

3) [ Z
—

, Z ] 即为 IvLP(1) 的最优值的取值区间.

3 　算例分析

例 1 　求解下面 IvLP 的最优值区间

Min 　Z = [ - 1 ,2 ] x1 + x2

s. t .

- x1 + [1 ,2 ] x2 ≥[ - 2 , - 1 ]

[2 ,3 ] x1 + x2 = [3 ,4 ]

x2 ≤3

x1 , x2 ≥0

解 　求解最好最优值的模型为

Min 　Z = - x1 + x2

s. t .

- x1 + 2 x2 ≥- 2

3 x1 + x2 ≥3

2 x1 + x2 ≤4

x2 ≤3

x1 , x2 ≥0

求解得 X
—

3 = (2 ,0) , Z
—

3 = - 2.

为求解最差最优值 ,需考虑两个模型 :

Min 　Z = 2 x1 + x2

s. t .

- x1 + x2 ≥- 1

3 x1 + x2 = 3

x2 ≤3

x1 , x2 ≥0

Min 　Z = 2 x1 + x2

s. t .

- x1 + x2 ≥- 1

2 x1 + x2 = 4

x2 ≤3

x1 , x2 ≥0

分别求解得 X 3
1 = (1 ,0 , ) Z 3

1 = 2 ; X 3
2 =

(5/ 3 ,2/ 3) , Z 3
2 = 4. 所以 Z 3 = mɑx{ 2 ,4} = 4 ,

X 3 = (5/ 3 ,2/ 3) .

该 IvLP 的最优值区间为[ - 2 ,4 ].

4 　特殊情况说明

在求解 IvLP 的过程中有可能出现一些特殊

情况 ,需补充说明 :

1) 若某 xj 为自由变量 ,由上面的讨论可知 ,

一般不像确定型的 LP 那样采取变量替换 xj =

xj′- xj″( xj′, xj″≥0) , 因为这样将使求解最好

(差) 最优值的确定型线性规划中同一约束条件

中的 xj′、xj″的系数不一样 , 变换也就失去了意

义. 此时可分别设 xj ≥0和 xj ≤0 ,将一个 IvLP转

化为两个 IvLP ,再分别求解并选其中使目标函数

最小 (大) 者作为最好 (差) 最优值 ;

2) 若求解最好最优值的模型不可行 ,则求解

最差最优值的模型也不可行 ,整个 IvLP 不可行 ;

3) 若求解最差最优值的模型为无解界 ,则求解

最好最优值的模型也为无解界 ,整个 IvLP为无解界;

4) 若求解最差最优值的模型可行且有最优

值 Z ,求解最好最优值的模型为无解界 ,则 IvLP的

最优值区间为[ - ∞, Z ] ;

5) 若求解最好最优值的模型可行 ,而求解最

差最优值的模型不可行 ,则文中的有些结论需另

行讨论. 例如 ,若例 1 中区间等式约束的右端项变

为[3 ,12 ] ,则求解最差最优值的第二个模型中的

等式约束变为 2 x1 + x2 = 12 ,这使得该模型不可
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行. 可验证当取特征等式2 x1 + x2 = 11时 , IvLP达

到最差最优值 Z 3 = 11 , X 3 = (4 ,3) .

5 　结束语

定义了区间线性规划的标准型并讨论了其最

优值区间的求解. 对于一般非标准型的 IvLP ,均可

通过适当变换化成标准型 ,所以本文的理论与方

法具有普遍适用性.

当区间等式约束的数目 (即 m - p) 较大时 ,

2. 4 节给出的求解最差最优值的算法成为 NP 问

题 ,求解困难 ,需做进一步的研究. 值得庆幸的是 ,

实际问题中区间等式约束往往较少.
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Standard form of interval linear programming and its optimal objective
interval value

GUO Jun-peng , LI Wen- hua
School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China

Abstract : A standard form of interval linear programming was defined. The solution of the best optimal objective

value and the worst optimal objective value of the standard form was studied. Interval objective function , interval in2
equality constraints and interval equality constraints were discussed separately. By this way , exact linear program2
ming to find the best and the worst optimal objective value of IvLP can be built . Finally an example was given and

some complementary comments were made.

Key words : interval linear programming ( IvLP) ; standard form ; best optimal objective value ; worst optimal objec2
tive value ; optimal objective interval value
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