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摘要 : 将风险的概念引入局内租赁问题中 ,建立了该问题的风险补偿模型 ,并对存在和不存在

利率情况下的局内租赁问题作了分析. 和局内问题中传统的竞争比分析不同的是 ,竞争比分析

只反映局内策略与基准算法 (局外最优算法)的相对绩效 ,但这往往忽略了很多的有用信息 ,且

分析模型很不灵活. 然而在风险补偿模型中 ,投资者可以控制风险 ,根据自己不同的风险容忍

度和未来预期选择最优的租赁策略.
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0 　引　言

局内问题是只知道局部信息而需要对全局做出

决策的那一类问题.在局内问题中 ,输入总是逐步获

知的. 局内问题和竞争策略的研究始于 Sleator 和

Tarjan [1]的工作. 1985 年 ,Sleator 和 Tarjan [1]发表了

“Amortized Efficiency of List Update and Paging

Rules”一文 ,以计算机列表的更新和存储管理为

应用背景 ,但是解决问题的思路和方法可以应用

于企业的仓储管理. 由于金融、经济管理问题本质

的局内特性 ———未来的不可预知和不确定性 , El2
Yaniv , Fiat 等[2 ]对局内外汇兑换问题进行了研

究 ,建立了相应模型并提出了基于风险的兑换策

略. Cover[3 ]将局内问题的思想引入投资组合选

择 ,给出了收益显著多于 BAH 的局内选择策略.

1997 年 ,徐寅峰等[4 ]基于著名的 k - 服务器问题 ,

提出并较好地利用竞争策略解决了局内 k - 出租

车调度问题.

由于局内人只知道以前和当前信息 ,传统的

最坏情形分析法分析局内算法不适用. 竞争比分

析[1 ]对局内算法和基准算法 (局外最优算法)比较

讨论局内算法的效率. 概率分析在假设输入服从

某一分布的基础上比较局内算法的期望效果. 竞

争比分析现在受到学者越来越多的批评 ,认为其

过于保守 ,在模型中假定局内算法对未来信息一

无所知 ,而相比较的基准算法却知道所有信息 ,因

此竞争比结果往往很差. 概率分析又往往对未来

的假设太强 (虽然统计对手策略 ( statistical adver2
sary) [5 ]对弱化前提假设做了一些改进) ,而现实中

情况往往比较复杂 ,很难满足一个简单的假设

al2Binali [6 ]将两种方法综合 ,提出了风险补偿概

念 ,建立了最初的补偿模型 ,先运用保守方法找到

“近似最优”算法集合 ,然后从中通过做出一些预

期找到此情况下的最优算法. 本文首先对存在和

不存在利率情况下的局内租赁问题展开了分析 ,

尔后在最初风险 - 收益模型的基础上 ,将局内租

赁问题应用到该模型中 ,对原有模型作了改进 ,扩

展预期到两个方向 (大于和小于 k) 情况 ,并对此

两种情况进行了分析和讨论.

1 　风险补偿的数学模型

1. 1 　竞争比分析

局内问题中 ,输入总是逐步获知的.对于每个输
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入 ,局内算法在不知道后继信息的情况下需要给出

输出 ,即在得到 t 步输入后 ,需要给出 t 步的输出.因

为决策是在不知道整个输入的情况下做出的 ,因此

局内算法往往得不到最优解. 考虑一个最小化费用

问题 T ,输入集合为 I 3 ,输出集合 G( I) 和费用方程

为 C;对于每个输入 I ∈I 3 和输出 O ∈G( I) ,对应

的费用为 C( I , O) ∈ .把问题 T的算法记为 ALG,

ALG[ I ] 是对于给定输入 I 该算法得到的可行输出 ,

产生的费用记为 ALG[ I ] = C( I , ALG[ I ]) . 通常来

说 ,对于一个局内问题 T ,输入集合 I = i1 , i2 , ⋯, in

和输出集合 O = o1 , o2 , ⋯, on都是有限序列 ,在下一

个输入到来之前 ,局内算法在知道 j时期的输入 ij 时

需要给出 j 时期输出 oj . 对输入 I ,局外最优算法是

指在事先知道输入 I 的情况下该问题的最优算法 ,

其费用可以表示为 OPT( I) = min
O ∈G( I)

C( I , O) .如果存

在与输入 I 无关的常数α和 c 满足

ALG( I) ≤ c ·OPT ( I) +α (1)

称局内算法 ALG是 c - 竞争比 (或竞争比为 c) . 如

果α = 0 ,算法 ALG是严格的 c - 竞争比. 符合上

式的最小 c 值称为算法 ALG 的竞争比[ 7 ] . 即对任

意的输入竞争比为 c 的算法均能保证费用不会超

过最优费用的 c 倍.

从定义可以看出竞争比是对输入情况的一种

最坏情形分析 ,因此通常可以方便地把局内问题

看成两人 (零和) 博弈[8 ] , 一方是局内决策者 , 另

一方是对手策略. 在此博弈中局内人首先选择局

内算法且告知对手策略 ,然后对手策略选择合适

输入. 对手策略的收益就是费用比值 ,即最优局外

费用和局内费用的比值 . 对手策略的目标是选择

合适的输入使得费用比值尽可能大 ;而局内决策

者恰恰相反 ,它的目标是选择最优的局内算法使

得费用比值尽可能小.

在金融交易中竞争比分析很受欢迎[9 ] ,一个

重要的原因就是不需要构造概率模型. 对于很多

的经济金融问题 ,存在着很强的动态特征 ,变量之

间的关系往往非常复杂 ,很难构造出一个合适的

概率分布. 另外竞争比分析是算法绩效的一个相

对比值. 在很多情况下 ,金融机构除了最大化它们

的效用外 ,更看重和竞争对手的业绩比较 ,如在金

融证券中的 Keeping Up with Joneses 函数[10 ] .

1. 2 　租赁问题

租赁问题[11 ] 是经济学一个基础的局内决策

问题. 它假设局内人需要使用某种仪器 (例如汽

车 ,仪器等) ,但并不清楚知道自己到底会用多长

时间 ,只有在每个阶段开始时才能决定是继续用

还是不用. 因此他有两种解决方法 :一是付费用 c

每天租赁 ;另一种就是花更高的价钱 P 将其买下

来. 一旦局内人买下了仪器 , 就不必再付租赁费

用. 因为只有在每个阶段初才知道以后还需不需

要这个仪器 ,所以决定什么时候租用 ,什么时候购

买是问题的关键. 定义问题的竞争比为局内决策

的花费和最优局外策略花费的比值 ,则问题的目

标是决定什么时候租赁和购买来使得竞争比最

小 ,即设计局内策略使局内决策者的花费尽可能

少[11 ] .

1. 3 　风险补偿模型

MacCrimmon 和 Wehrung 中给出了一个研究

风险的基础模型[12 ] , 模型中有两种行为 :得到确

定结果的无风险行为 ;有可能产生收益或损失的

风险行为 ,且风险行为产生的结果是不确定的. 选

择的行为就是进行投资的方案 ,结果就是得到的

竞争比. 传统的竞争比分析不给投资者选择的权

利 ,始终选择无风险的行为来得到最优竞争比. 在

风险补偿模型中投资者可以对风险和无风险行为

进行自由选择 ,根据预期成功后最大化风险补偿

的原则选择此模型下最优的局内算法.

本文中定义算法 ALG 的风险为其竞争比和

最优竞争比的比值 ,比值反映了算法 ALG 对最优

算法的最大机会成本. 事实上 ,风险补偿模型是竞

争比分析的一个扩展. 如果在风险补偿模型中只

能接受风险为 1 的局内算法 ,那就变成了传统的

竞争比分析.

预期是对未来市场发展的一个预测. 预期是

所有可能输入的一个子集 ,它只包含未来可能产

生的一部分信息 (例如预期在随后的 30 天内股价

会增长＄5) ,不对未来输入作概率模型假设. 事实

上预期在竞争比分析中并不是一个新概念 ,

Borodin et al . [13 ] 介绍换页问题中的邻接图就抓

住了需求页位置这一特点 ,这同样是预期的一个

特殊形式 ;Raghavan 提出的统计对手也是对未来

的一种预期 ,只不过这种预期需要符合我们的统

计假设 (如对手策略的输入需要符合给定的均值

和方差) .

模型的另外一部分是补偿函数. 定义在预期
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成功时算法的竞争比为算法的约束比率 ;补偿就

是最优竞争比和约束比率的比值 (即衡量在预期

成功时算法的改进比率) .

定义了以上变量后 ,投资者就可以进行灵活

的投资方案了. 首先投资者给出一个最大的可接

受风险水平和预期 ,尔后可以从不超过投资者可

接受的风险水平的算法中找出在预期成功后补偿

最大的算法.

令 CA ( I) 表示问题 T在输入 I 情况下的局内

算法 A 的花费 ,局外算法 OPT 的花费用 COPT ( I)

表示 ,于是对于问题 T 算法 A 的竞争比可以表示

为 rA = sup
I ∈I

COPT ( I)

CA ( I)
, 问题 T 的最优竞争比为

r 3 = inf
A

rA .

令 rA 为算法A 的竞争比 ,则算法A的风险为

rA/ r 3 . 从投资者来看 ,这个风险比值反映了算法

A对最优竞争算法的最大机会成本. 令 t表示投资

者最大的风险容忍度 ( t ≥1 , t 越大表明投资者越

风险偏好) ,则可以用 It = {A | rA ≤ tr 3 } 表示在

投资者风险容忍度 t 内的局内算法集合.

预期是问题输入的一个子集 , 令预期 F ∈

I 3 . 算法 A 在某些约束条件下的竞争比结果称为

其约束竞争比 ,如果令 rA′表示预期成功算法A的

约束竞争比 ,则有

rA′= sup
F∈I

COPT ( F)

CA ( F)

对于算法 A 预期成功时的补偿收益定义为

fA ,且 fA = r 3 / rA′.

因此给定问题 T、输入集合 I 3 ,预期 F ∈ I 3

和风险容忍度 t ,最优的风险 - 容忍算法A 3 ∈ It

为fA
3 = sup

A∈It

fA . 根据对 fA 的分析不难有 1 ≤

fA
3 ≤r 3 .

2 　风险补偿模型下的租赁问题

租赁问题在计算机科学中又称为雪橇租赁问

题 ,许多学者从竞争比方面对其进行了详尽的研

究. 如果令每天的租金为 c , 购买价格为 P , 且

P = kc , k 是大于 1 的整数 ,考虑如下策略 :即开

始先一直租用 ,如果租用超过 k - 1 天 ,则考虑进

行购买. 事实上这是此问题的最优策略且有以下

定理成立 :

定理 1 　雪橇租赁问题的最优竞争比为

2 - 1/ k

证明 　令A ( s) 表示策略先租用 s - 1 天 ,然

后购买. 根据 s 和 k 的不同关系 ,分析如下 :

1) s < k 　在此种情况下 ,因为事先知道局内

决策者只会租用 s 天 , 所以局外策略的花费为

COPT = min ( sc , P) = sc ;相反 ,因为局内策略租用

s - 1 天 ,然后购买 ,所以其花费为 ( s - 1) c + P.

此时竞争比可以表示为 ( ( s - 1) c + P) / sc = 1 +

( k - 1) s ≥2.

2) s ≥k 　同样根据上面的分析 ,局外最优策

略会在一开始就购买 , COPT = min ( sc , P) = P;而相

应的局内策略的花费为( s - 1) c + P.竞争比为( ( s -

1) c + P) / P = 1 + ( s - 1) / k ≥2 - 1/ k.

根据上面两种情况 ,不难看出 ,只有当 s = k

时 ,才能够得到最优的竞争比 2 - 1/ k . 证毕.

对于上面问题 ,如果会滑多于或少于 k 天 ,这

种情况分两种预期 :一是预期滑的天数少于 k 天 ;

另一个是预期多于 k 天. 令 j 表示预期的天数 ,分

析如下 :

预期 1 　j < k 　这种情况下 ,传统竞争比分

析中的租用 k - 1天的策略仍然是最优算法. 对于

任何 t ≥1 ,此局内算法总在集合 It 中. 因为如果

预期成功 ,不会比局外的最优算法花费更多 ,所以

该算法的约束竞争比为 rA′= 1. 于是 ,此情况下最

大可能的补偿收益为 fA = r 3 / rA′= 2 - 1/ k

预期 2 　j ≥ k 　考虑风险度为 t ,此情况下

最优的风险容忍算法为租用 s = [ k/ [ (2 - 1/ k) ·

t - 1 ] ] ,然后购买. 假设算法A 是租用 s 天 ,然后

购买 , 根据竞争比的定义 , 有算法 A 的竞争比为

rA = ( sc + P) / min ( sc , P) 因为风险度为 t ,所以

考虑的算法集合为 It = {A | rA ≤(2 - 1/ k) t} ,具

体可以得到

1) 如果 sc < P ,则

( sc + P) / min ( sc , P) ≤ (2 - 1/ k) t ] 1 +

k/ s ≤(2 - 1/ k) t ] s ≥ k/ [ (2 - 1/ k) t - 1 ]

2) 如果 sc ≥ P ,则

( sc + P) / min ( sc , P) ≤ (2 - 1/ k) t ] 1 +

s/ k ≤(2 - 1/ k) t ] s ≤ k ·[ (2 - 1/ k) t - 1 ]

因为当预期成功时最优局外算法是从第 1 天
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就买下雪橇 , 所以算法 A 的约束竞争比是 rA′=

( rc + P) / P. 因为 rA′越小越好 ,根据算法集合和

上面两个等式 ,当 s = [ k/ [ (2 - 1/ k) t - 1 ] ] ,符合

约束条件且使 rA′最小 ,最优的约束竞争比为

rA′=
sc + P

P
= 1 +

1
k [

k
(2 - 1/ k) t - 1 ] ≈

1 +
1

(2 - 1/ k) t - 1
最优的补偿收益为

fA = r 3 / rA′= (2 -
1
k ) / (1 +

1
(2 - 1/ k) t - 1) =

[ (2 - 1/ k) t - 1]/ t = 2 -
1
k

-
1
t

注意到随着 t →∞时 ,补偿收益 fA 越来越趋近最

大值 r 3 = 2 - 1/ k . 即随着风险容忍度越来越大 ,

约束竞争比越来越小 ,直至最优的可能竞争比 1.

3 　存在利率下的租赁问题

通常因为利率的存在 ,货币有了时间价值. 如

果 i 为市场上的名义利率 ,不失一般性 ,假定 P <

c ·i + 1
i

. 这是一个合理的假设 ,因为买下仪器的

成本应该比一直租用仪器的成本现值要小 , 即

∑
∞

j = 0

( c/ (1 + i) j) > P. 否则 ,局内算法会一直租用

而不去购买 ,因为这样的竞争比最小为 1[11 ] . 如果

令β= 1/ (1 + i) ,并且 n 3 是使 ∑
n- 1

j = 0

( c/ (1 + i) j) =

P 成 立 的 n , 即 n 3 =
ln (1 - k (1 - β)

lnβ =

ln (1 - k ( i/ (1 + i) ) )
ln (1/ (1 + i) )

, k = P/ c , 则有如下定理

成立.

定理 2 　当 i > 0 ,最优的竞争比为 r 3 = 1 +

1
β(1 -

1
k ) (1 - k (1 - β) ) ,且最优局内算法 S 3 为

·如果 n ≤ n 3 - 1 ,一直租用 ;

·否则 ,租用 n 3 - 1 天 ,然后考虑购买.

具体证明参考文献[11 ].

依照前面的分析 ,考虑两种情况 :一种是滑的

天数少于 n 3 ;另外一种是多于 n 3 天. 在风险补

偿模型中如何运用预期来找到约束竞争比最小的

局内算法 , 令 j 表示预期滑的天数 , 注意到 c

1 - βn
3

1 - β = P ,β =
1

1 + i
, r 3 = 1 +

1
β(1 -

1
k ) (1

- k (1 - β) ) .

预期 1 　j < n 3 　在这种情况下 ,局内算法

S 3 租用 n 3 - 1天 ,然后考虑购买的策略仍然是最

优算法. 对于任何 t ≥1 ,此局内算法总在集合 It

中. 因为如果预期成功 ,我们不会比局外的最优算

法花费更多 ,所以该算法的约束竞争比为 rA′= 1.

于是此情况下的最大可能的补偿收益为 fA =

r 3 / rA′= 1 +
1
β(1 -

1
k ) (1 - k (1 - β) ) .

预期2 　j ≥n 3 　假设算法A是租用 s天 ,然

后购买. 根据竞争比的定义 , 算法 A 的竞争比为

rA = ( c
1 - βs

1 - β + Pβs) / min ( c
1 - βs

1 - β , P) 风险度

为 t ,所以考虑的算法集合为 It = {A | rA ≤tr 3 } ,

具体可得到

1) 如果 c
1 - βs

1 - β < P ,则

( c
1 - βs

1 - β + Pβs) / min ( c
1 - βs

1 - β , P) ≤tr 3 ]

　　1 + k
(1 - β)βs

1 - βs ≤ tr 3 ] 1 - βs

1 - β ≥

　　 1
1
k

( tr 3 - 1) + 1 - β
] βs ≤

　　
( tr 3 - 1)

( tr 3 - 1) + k (1 - β)
] s ≥

　　ln ( tr 3 - 1) - ln ( ( tr 3 - 1) + k (1 - β) )
lnβ

2) 如果 c
1 - βs

1 - β ≥P,则

( c
1 - βs

1 - β + Pβs) / min( c
1 - βs

1 - β , P) ≤ tr 3 ]

　　1
k

1 - βs

1 - β +βs ≤tr 3 ] (1 -
1

k (1 - β) )βs ≤

　　tr 3 -
1

k (1 - β) ] βs ≥1 +

　　 k ( tr 3 - 1) (1 - β)
k (1 - β) - 1

] s ≤

　　
ln (1 +

k ( tr 3 - 1) (1 - β)
k (1 - β) - 1 )

lnβ
因为当预期成功时 ,最优局外算法是第 1 天

就买下雪橇 , 所以算法 A 的约束竞争比是 rA′=

( c ·1 - β
　 s

1 - β + Pβ
　 s) / P. 因为需要 rA′越小越好 ,根
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据算 法 集 合 和 上 面 两 个 等 式 , 当 s =

[
ln ( tr 3 - 1) - ln ( ( tr 3 - 1) + k (1 - β) )

lnβ ] 符合

约束条件且使 rA′最小 ,最优的约束竞争比为

rA′= ( c
1 - βs

1 - β + Pβs) / P =

　　　βs +
1
k

1 - βs

1 - β≈ tr 3

tr 3 - 1 + k (1 - β)

不难发现 lim
t →∞

rA′= lim
t →∞

tr 3

tr 3 - 1 + k (1 - β)
= 1 ,

fA = r 3 / rA′= r 3 , 即在存在利率的情况下 ,约束

竞争比同样随着风险容忍度的增大逐渐减小直至最

小可能值 1 ,风险补偿值逐步增大到最优值 r 3 ,同时

rA′=
tr 3

tr 3 - 1 + k (1 - β)
=

tr 3

tr 3 - (1 - k (1 - β) )
.

因为 0 < k (1 - β) < 1 ,有1 < rA′<
tr 3

tr 3 - 1
.相应的

补偿收益为

fA =
r 3

rA′
= r 3 / ( tr 3

tr 3 - 1 + k (1 - β) ) =

　　 tr 3 - 1 + k (1 - β)
t

=

　　r 3 +
1
t

[ k (1 - β) - 1 ]

因为
9fA

9β = -
k
t

< 0 ,风险补偿随着β值的增加而

减小 ,随着利率 i 值的增加而增加.

4 　结束语

竞争比分析虽然在局内问题的研究中有着划时

代的意义 ,但是这种方法忽略了很多有用的信息 ,而

且分析模型很不灵活.特别是在金融保险业中 ,许多

投资者希望自己能够控制风险 ,有时为了更大的收

益 ,他们愿意担负一定的风险.本文将风险引入到局

内租赁问题 ,考虑了无利率和有利率两种情况 ,建立

了相应的风险补偿模型 ,投资者可以根据自己的风

险容忍度和未来预期选择最优的租赁策略.

本文所研究的问题还有许多需要进一步值得

关注的问题和方向 :1)本文的预期都是确定型的 ,

事实上预期可以是任何形式的 ,如何将概率性的

预期引入到本文风险补偿模型是一个值得注意的

问题 ;2)在本文研究的租赁问题中 ,假定租金和购

买价格都是常数 ,但现实中可能是不断波动的 ,该

如何考虑 ? 3) 如何结合其它因素考虑租赁问题 ,

如通货膨胀、税率和剩余成本等.
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Optimal pricing model for various brands within product category
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Abstract : The purpose of this paper is to model the optimal pricing problem in the following business practices : one

firm produces various brands which belong to one product category. We pose an optimal pricing model for brands be2
longing to one product category , characterizing the complex interactions among price , sales volume , and cost per u2
nit , and the resulting sophisticated influence on a firm’s profit . Then , we apply a newly introduced neural network

modeling technique to establish a neural network model needed by the solution of the optimal pricing model . In ad2
dition , we evaluate the performance of the neural network algorithm , and give an experimental example to show the

wonderful performance of it . Furthermore , we illustrate an example of pricing for three brands , build its optimal

pricing model , and derive its optimal solution using the neural network algorithm.

Key words : pricing ; various brands ; neural network
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Risk2re ward model of on2line leasing problem and its competitive analysis
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1. School of Management , Xi’an Jiaotong University , Xi’an 710049 , China ;

2. State Key Lab for Manufacturing Systems Engineering , Xi’an Jiaotong University , Xi’an 710049 , China

Abstract : An important factor that affects the daily investment decision is the risk. This paper introduced the risk

concept into the online leasing problem , built the risk2reward model and analyzed the online leasing problem with

interest and without interest in this risk2reward model . Traditional competitive analysis reflects the relative perfor2
mance of online algorithm to benchmark algorithm (usually the offline optimal algorithm) . But this approach is too

inflexible and neglects some useful information the online player may have. Different from this method , the investor

can control his own undertaken risk and choose the optimal online leasing strategy according to his own risk tolerance

and forecast in the risk2reward model .

Key words : leasing ; on2line algorithm ; competitive analysis ; risk2reward model
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