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摘要 : 研究了当终止时间不确定时的多阶段最优投资组合问题. 假定终止时间是个服从某分

布的随机变量 ,将不确定终止时间的问题转化为确定时间的问题 ,应用动态规划求解模型 ,得

到最优投资策略以及有效边界的解析形式. 实例证明所得的结论是对确定终止时间情形的推

广 ,最优投资策略受终止时间分布的影响.
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0 　引　言

Markowitz 创立单阶段 M - V 投资组合理论以

来 ,投资组合理论的发展非常迅速. 周奕等[1 ]研究

了有资本结构因子作用的投资组合问题 ;刘海龙

等[2 ]应用效用方法研究了有交易费的投资组合问

题 ; 李仲飞[3 ] 、Li 与 Ng[4 ] 、Li、Chan 与 Ng[5 ] 、

Fama[6 ]、Hakansson[7 ] 、Elton 与 Gruber[8 ] 研究了多

阶段最优投资组合问题. 但是 ,文献[3～8 ]都假定

终止时间是个确定常数. 在实际中 ,一个投资者事

先拟定一个多阶段的投资计划 ,但是在投资过程

中 ,可能因为意外事情导致投资计划未完成而中

途终止. 这个中途终止时间不是确定的 ,是个随机

变量或者更一般是个随机过程. 这类投资问题 ,称

为随机时域的投资问题. 连续时间的随机时域问

题已有许多研究. Merton[9 ,10 ]研究了当退出时间是

个 Possion 过程的投资消费问题. Merton 发现 ,若

终止财富为零时 ,这个问题与一个无限时域的问

题等价. Karatzas 与 Wang[11 ]研究了退出时间是个

价格滤波下的停时的最优投资消费问题. 在该情

形下 ,该问题可以转化为一个最优停时问题. 从文

献[9～11 ]的结论来看 ,随机终止时间会影响连续

时间的最优投资策略的选择. 也就是说确定时域

下得到的结论在随机时域下不一定成立.

本文在假定投资者的终止时间服从某个离散

分布的情况下 ,研究了一个不确定终止时间的离

散最优投资问题. 以资产增长倍数的期望最大方

差最小为目标建立模型. 将随机时域问题转化为

确定时域问题 ,应用动态规划方法求解模型 ,得到

最优投资策略以及有效边界.

1 　模　型

设投资者从 0 时刻进入市场投资 ,其初始财

富为 W0 , 计划进行 T 个阶段的投资. 市场上有

n + 1 种证券 ,其中 1 种无风险证券 , n 种风险证

券 , 其在 t 阶段的收益分别为 rt
0 , rt

1 , ⋯, rt
n . 记

rt = ( rt
1 , rt

2 , ⋯, rt
n)′, Ri

t = ri
t - r0

t , i = 1 ,2 , ⋯,

n , Rt = ( R1
t , R2

t , ⋯, Rn
t )′, 其中上标“′”表示转

置. 设 xi
t 为投资者在 t 阶段投资到第 t 个风险证券

上的资金比例 ,则在 t 阶段投资到无风险证券上

的资金比例为 1 - ∑
n

i = 1
xi

t , 记 x t = ( x1
t , x t

2 , ⋯,

xn
t )′,称 x t 为第 t 阶段的一个投资组合 ,从开始投

资到退出 ,各个阶段投资组合的集合称为一个投

资策略 ,记为 u ,即 u = { x1 , x2 , ⋯, xT} . 设投资者
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实际只进行了τ个阶段的投资. 在这里假定τ是

个概率分布为 p0 = 0 , pi = p (τ = i) , ( i = 1 ,2 ,

⋯) ,分布函数为 F( t) 的随机变量 , 则 F( t) =

∑
t

i = 0

pi .

令 vt 为投资者第 t 个阶段投资结束时的财富

相对于初始财富的增长倍数 ,则

v0 = 1 , vt = vt - 1 ( r0
t + Rt′xt) , t = 1 ,2 , ⋯, T

投资者的目的就是在随机时域内 ,找到一个

投资策略使得最终财富增长倍数的期望最大 ,风

险最小. 于是建立模型为

mɑx
u

E( vT ∧τ) - ωVar ( V T ∧τ)

s. t . 　vt = vt - 1 ( r0
t + Rt′x t)

(1)

其中 :参数ω > 0 ,记Πω = { u | u是 (1) 的最优投

资策略} .

定义 　一个投资策略称为是有效的 ,如果不

存在其它投资策略 u ,使得

E( vu
t ) ≥ E( vu

3
t ) , Vɑr ( vu

t ) ≤Vɑr ( vu
3

t )

而且至少有一个不等式严格成立 , 其中 , vu
t 表示

在投资策略 u下 ,第 t个阶段结束时的财富相对于

初始财富的倍数. 所有有效投资组合对应的点

( E( vT ∧τ) , Vɑr ( vT ∧τ) ) 的集合称为有效前沿. 引

进近似问题

mɑx
u

E(λvT ∧τ - ωvT ∧τ
2)

s. t . 　vt = vt - 1 ( r0
t + Rt′x t)

(2)

其中 ,参数ω > 0 ;λ∈( - ∞, ∞) . 记Π(λ,ω) = { u

| u 是 (2) 的最优投资策略} , 则由文献 [1 ] 定理

5. 3. 1、定理 5. 3. 2 ,Πω与Π(λ,ω) 有如下关系

引理 1 　若 u 3 ∈Πω ,则 u 3 ∈Π(λ,ω) . 其中 ,

λ3 = 1 + 2ωE( vu
3

T ∧τ) .

2 　最优投资策略

将式 (2) 转化为一个确定时域的问题 , 然后

用动态规划求解.

由文献[10 ] 可得

E(λvT ∧τ - ωvT ∧τ
2) =

　　E[ ∑
∞

t = 1

(λvT ∧t - ωvT ∧t
2) pt ] =

　　E[ ∑
T- 1

t = 1

(λvt - ωv2
t) pt +

　　(λvT - ωvT
2) (1 - F( T - 1) ) ]

于是式 (2) 等价于下面确定时域的问题

mɑx
u

E[ ∑
T- 1

t = 1

(λvt - ωv2
t) pt +

　　(λvT - ωvT
2) (1 - F( T - 1) ) ]

s. t . 　vt = vt - 1 ( r0
t + Rt′x t)

(3)

令

f T , T ( vT) = (λvT - ωvT
2) (1 - F( T - 1) )

f t , T ( vt) = mɑx
x

t +1

E[ ∑
T- 1

s = t

(λvs - ωvs
2) ps +

　　(λvT - ωvT
2) (1 - F( T - 1) ) ]

　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T - 1

则

f T- 1 , T ( vT- 1) =

　　mɑx
x

T

E[ (λvT- 1 - ωvT- 1
2) pT- 1 + f T , T ( vT) ] =

　　mɑx
x

T

E[ (λvT- 1 - ωvT- 1
2) pT- 1 +

　　f T , T ( vT- 1 ( v0
T + RT′xT) ) ] =

　　(λvT- 1 - ωvT- 1
2) pT- 1 +

　　λr0
T (1 - F( T - 1) ) vT- 1 -

　　ω(1 - F( T - 1) ) ( r0
T) 2 vT- 1

2 +

　　mɑx
x

T

{ [λ(1 - F( T - 1) ) vT- 1 -

　　2ωr0
T (1 - F( T - 1) ) vT- 1

2 ] ·

　　( ERT)′xT - ω(1 - F( T - 1) ) vT- 1
2 xT′·

　　E( RTRT′) xT} (4)

在式 (4) 的大括号内对 xT 求梯度 ,并令其等

于零 ,得

[λ(1 - F( T - 1) ) vT- 1 -

　　2ωr0
T (1 - F( T - 1) ) vT- 1

2 ] ERT -

　　2ω(1 - F( T - 1) ) vT- 1
2 E( RTRT′) xT = 0

解之 ,得

xT = [ E( RTRT′) ] - 1 ERT (
λ

2ωvT- 1
- r0

T) (5)

再将式 (5) 代入 f T- 1 , T ( vT- 1) ,得

f T- 1 , T ( vT- 1) =

　　 - A T- 1 vT- 1
2 + B T- 1 vT- 1 + CT- 1
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其中

AT- 1 = ω[ pT- 1 + (1 - F( T - 1) ) (1 - уT) r02
T ]

B T- 1 =λ[ pT- 1 + (1 - F( T - 1) ) (1 - уT) r0
T ]

CT- 1 =
λ2

4ω
(1 - F( T - 1) ) уT

уT = ( ERT)′[ E( RTRT′) ] - 1 ( ERT)

　f T- 2 , T ( vT- 2) = mɑx
x

T- 1

E[ (λvT- 2 - ωvT- 2
2) pT- 2 +

f T- 1 , T ( vT- 1) ] = mɑx
x

T- 1

E[ (λvT- 2 - ωvT- 2
2) pT- 2 -

AT- 1 vT- 2
2 ( r0

T- 1 + RT- 1′xT- 1)
2 +

BT- 1 vT- 2 ( r0
T- 1 + RT- 1′xT- 1) + CT- 1 ] =

(λvT- 2 - ωvT- 2
2) pT- 2 - AT- 1 r0

T- 1
2 vT- 2

2 +

BT- 1 r0
T- 1 vT- 2 + CT- 1 + mɑx

x
T- 1

{ [ - 2AT- 1 r0
T- 1 vT- 2

2 +

BT- 1 vT- 2 ]( ERT- 1)′xT- 1 -

AT- 1 vT- 2
2 xT- 1′E( RT- 1 RT- 1′) xT- 1} = 0 (6)

在式 (6) 的大括号内对 xT- 1 求梯度 ,并令其

等于零 ,得

( - 2A T- 1 r0
T- 1 vT- 2

2 + B T- 1 vT- 2) ERT- 1 -

　　2A T- 1 vT- 2
2 E( RT- 1 RT- 1′) xT- 1 = 0

解之 ,得

xT- 1 = [ E( RT- 1 RT- 1′) ] - 1 ERT- 1 ·

　　(
B T- 1

2A T- 1 vT- 2
- r0

T21) (7)

再将式 (7) 代回 f T- 2 , T ( vT- 2) ,得

f T- 2 , T ( vT- 2) = - A T- 2 vT- 2
2 + B T- 2 vT- 2 +

CT- 2 + CT- 1

其中

A T- 2 = ωpT- 2 + AT- 1 (1 - уT- 1) ( r0
T- 1) 2

B T- 2 = λpT- 2 + B T- 1 (1 - уT- 1) r0
T- 1

CT- 2 =
B T- 1

2

4A T- 1
уT- 1

уT- 1 = ( ERT- 1)′[ E( RT- 1 RT- 1′) ] - 1 ( ERT- 1)

由此 ,对 t ∈[1 ,2 , ⋯, T ] ,令

xt = [ E( RtRt′) ] - 1 ERt (
B t

2A tvt - 1
- r0

t) (8)

f t - 1 , T ( vt - 1) = - A t - 1 vt - 1
2 + B t - 1 vt - 1 +

　　∑
T- 1

s = t - 1
Cs (9)

其中

A t - 1 = ωpt - 1 + A t (1 - уt) ( r0
t)

2 (10)

B t - 1 = λpt - 1 + B t (1 - уt) r0
t (11)

Ct - 1 =
B2

t

4A t
уt

уt = ( ERt)′[ E( RtRt′) ] - 1 ( ERt)

其中

A T = ω(1 - F( T - 1) )

B T = λ(1 - F( T - 1) )
(12)

则

　f t - 2 , T ( vt - 2) = mɑx
x

t - 1

E[ (λvt - 2 - ωvt - 2
2) pt - 2 +

f t - 1 , T ( vt - 1) ] = mɑx
x

t - 1

E[ (λvt - 2 - ωvt - 2
2) pt - 2 -

A t - 1 vt - 2
2 ( r0

t - 1 + Rt - 1′x t - 1) 2 +

B t - 1 vt - 2 ( r0
t - 1 + Rt - 1′x t - 1) + ∑

T- 1

s = t - 1
Cs ] =

(λvt - 2 - ωvt - 2
2) pt - 2 - A t - 1 ( r0

t - 1) 2 vt - 2
2 +

B t - 1 r0
t - 1 vt - 2 + ∑

T- 1

s = t - 1
Cs +

mɑx
x
t- 1

{[ - 2At - 1 r0
t - 1 vt - 2

2 + Bt - 1 vt - 2]( ERt - 1′) xt - 1 -

A t - 1 vt - 2
2 x t - 1′E( Rt - 1 Rt - 1′) xt - 1} = 0 (13)

在式 (13) 的大括号内对 xt - 1 求梯度 ,并令其

等于零 ,得

( - 2A t - 1 r0
t - 1 vt - 2

2 + B t - 1 vt - 2) ERt - 1 -

　　2A t - 1 vt - 2
2 E( Rt - 1 Rt - 1′) x t - 1 = 0

解之 ,得

x t - 1 = [ E( Rt - 1 Rt - 1′) ] - 1 ·

　　ERt - 1 (
B t - 1

2A t - 1 vt - 2
- r0

t - 1) (14)

再将式 (14) 代回 f t - 2 , T ( vt - 2) ,得

f t - 2 , T ( vt - 2) = (λvt - 2 - ωvt - 2
2) pt - 2 -

　　A t - 1 ( r0
t - 1) 2 vt - 2

2 + B t - 1 r0
t - 1 vt - 2 +

　　∑
T- 1

s = t - 1
Cs + [ - 2A t - 1 r0

t - 1 vt - 2
2 +

　　B t - 1 vt - 2 ]уt - 1 (
B t - 1

2A t - 1 vt - 2
- r0

t - 1) -

　　A t - 1 vt - 2
2 уt - 1 (

B t - 1

2A t - 1 vt - 2
- r0

t - 1)
2

=

　　- [ωpt - 2 + A t - 1 (1 - уt - 1) ( r0
t - 1) 2 ] vt - 2

2 +

　　[λpt - 2 + B t - 1 (1 - уt - 1) r0
t - 1 ] vt - 2 +

　　
B t - 1

2

4A t - 1
уt - 1 + ∑

T- 1

s = t - 1
Cs = - A t - 2 vt - 2

2 +

　　B t - 2 vt - 2 + ∑
T- 1

s = t - 2
Cs

由数学归纳原理 ,对任何 t ∈{ 1 ,2 , ⋯, T} 都
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有式 (8) 、(9) 成立.

对式 (10) 、(11) 进行反复迭代 ,可得

A t = ωIt , B t = λJ t , t = 0 ,1 ,2 , ⋯, T (15)

其中

It = pt + ∑
T- 2

i = t

pi +1 [ ∏
i

j = t

( r0
j +1) 2 (1 - уj +1) ] +

　　(1 - F( T - 1) ) ∏
T- 1

j = t

( r0
j +1) 2 (1 - уj +1)

　　　　t = 0 ,1 ,2 ⋯, T - 1

IT = 1 - F( T - 1) (16)

J t = pt + ∑
T- 2

i = t

pi +1[ ∏
i

j = t

r0
j +1 (1 - уj +1) ] +

　　(1 - F( T - 1) ) ∏
T- 1

j = t

r0
j +1 (1 - уj +1)

　　　　t = 0 ,1 ,2 , ⋯, T - 1

J T = 1 - F( T - 1) (17)

将式 (8) 代入 vt = vt - 1 ( r0
t + Rt′x t) , t = 1 ,2 ,

⋯, T ,得

vt = vt - 1 [ r0
t + Rt′( E( RtRt′) ) - 1 ·

　　ERt (
B t

2A tvt - 1
- r0

t) ]
　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T (18)

两边取期望 ,得

Evt =
B t

2A t
уt + r0

t (1 - уt) Evt - 1

　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T (19)

对式 (19) 反复迭代 ,可得

Ev1 =
B1

2A1
у1 + r0

1 (1 - у1)

Evt =
B t

2A t
уt = ∑

t - 1

i =1

B i

2A i
уi ·

　　[ ∏
t - 1

j = i

r0
j +1 (1 - уj +1) ] +

　　∏
t

i = 1
r0

i (1 - уi)

　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T

(20)

由文献[10 ] 以及式 (20) ,得

EvT ∧τ = E[ ∑
T- 1

s = 1
vsps + vT (1 - F( T - 1) ) ] =

　　∑
T- 1

s = 1
ps Evs + (1 - F( T - 1) ) EvT =

　　
λ
2ωGT + HT

其中

GT = ∑
T- 1

s = 1

J s

Is
уsps +

　　∑
T- 1

s = 2 [ ∑
s - 1

i = 1

J i

Ii
уi ∑

s - 1

j = i

r0
j +1 (1 - уj +1) ] ps +

　　[ уT + ∑
T- 1

i =1

J i

Ii
уi ∏

T- 1

j = i

r0
j +1 (1 - уj +1) ] ·

　　(1 - F( T - 1) ) (21)

HT = ∑
T- 1

s = 1 [ ∏
s

i = 1
r0

i (1 - уi) ] ps +

　　∏
T

i =1
r0

i (1 - уi) (1 - F( T - 1) ) (22)

综上所述 ,下面结论成立.

引理 2 　对给定的参数ω > 0 ,λ ∈ ,近似

问题 (2) 的最优投资策略为

u 3 = ( x 3
1 , x 3

2 , ⋯, xT ∧τ
3 ) (23)

其中

x 3
t = [ E( RtRt′) ] - 1 ER ·(

λJ t

2ωItvt - 1
- r0

t)
　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T ∧τ

其中 , It 、J t , t = 1 ,2 , ⋯, T ∧τ, 由式 (16) 、(17)

给出.

最终财富增长倍数的期望为

EvT ∧τ =
λ
2ωGT + HT (24)

其中 , GT、HT 由式 (21) 、(22) 给出.

解关于λ3 的方程

λ3 = 1 + 2ωEvT ∧τ | λ=λ
3 =

　　　1 + 2ω(
λ3

2ωGT + HT)
得

λ3 =
1 + 2ωHT

1 - GT

将λ3 代入式 (23) 、(24) ,根据引理 1 ,得到本

文的主要定理.

定理 1 　对给定的参数ω > 0 ,原问题 (1) 的

最优投资策略为

u 3 = ( x1
3 , x2

3 , ⋯, xT ∧τ
3 )

其中

x t
3 = [ E( RtRt′) ] - 1 ERt ·

[
(1 + 2ωHT) J t

2ω(1 - GT) Itvt - 1
- r0

t) ,

t = 1 ,2 , ⋯, T ∧τ (25)
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其中 , It 、J t , t = 1 ,2 , ⋯, T ∧τ, 由式 (16) 、(17)

给出.

最终财富增长倍数的期望为

EvT ∧τ =
1 + 2ωHT

2ω(1 - GT)
GT + HT (26)

其中 , GT、HT 由式 (21) 、(22) 给出.

注 : 　当投资者的退出时间为确定时间 T

时 ,可以令τ的概率分布为 p (τ = i) = 0 , i = 1 ,

2 , ⋯, T - 1 , p (τ = T) = 1. 这时

　It = ∏
T- 1

j = t

( r0
j+1)

2 (1 - уj+1) ,J t = ∏
T- 1

j = t

r0
j +1(1 - уj+1)

那么

J t

It
=

1

∏
T- 1

j = t

r0
j +1

=
1

∑
T

j = t +1
r0

j

(27)

　GT = уT + ∑
T- 1

i = 1

J i

Ii
уi ∑

T- 1

j = i

r0
j +1 (1 - уj +1) =

　　уT + ∑
T- 1

i =1

1

∏
T- 1

j = i

r0
j+1

уi ∑
T- 1

j = i

r0
j +1 ∏

T- 1

j = i

(1 - уj+1) =

　　уT + ∑
T- 1

i = 1
уi ∏

T- 1

j = i

(1 - уj +1) =

　　1 - ∏
T

j =1

(1 - уj)

HT = ∏
T

j = 1
r0

j (1 - уj)

从而

HT

1 - GT
= ∏

T

j = 1
r0

j (28)

将式 (27) 、(28) 代入 (25) ,得

　xt
3 =

1
vt - 1[ ∏

t

j =1
r0

j +
1

2ω[ ∏
T

j = t +1
r0

j ][ ∏
T

j =1

(1 - уj) ] ] ·
　　[ E( RtRt′) ] - 1 ERt - r0

t [ E( RtRt′) ] - 1 ERt

　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T

这就是确定终止时间的结论 (见文献 [1 ] 式

(5. 5. 2) ) . 因此本文是对确定终止时间情形的一

个推广.

如果一个投资者在投资前 ,拟定好了他退出

深刻的期望收益倍数 ,即 EvT ∧τ已知 ,可以通过式

(26) 解出 2ω,得

2ω =
GT

(1 - GT) EvT ∧τ + HT

代入式 (25) 即得该投资者的最优投资策

略为

u 3 = ( x1
3 , x2

3 , ⋯, xT ∧τ
3 )

其中

x t
3 = [ E( RtRt′) ] - 1 ERt ·

　　[
EvT ∧τ - HT

GT
·

J t

It
· 1

vt - 1
- r0

t ]
　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T ∧τ (29)

由文献[1 ] 式 (5. 4. 23) (式中 B t 对应本文的

уt , vT+1 对应本文的 vT) ,得

λ
2ω =

EvT - ∏
T

t = 1

r0
t (1 - уt)

1 - ∏
T

t = 1

(1 - уt)

代入文献[1 ] 式 (5. 4. 16) ,得已知终止期望收

益倍数的最优投资策略为

x 3
t = [ E( RtRt′) ] - 1 ERt ·

　　[
EvT - ∏

T

t = 1
r0

t (1 - уt)

[1 - ∏
T

t =1

(1 - уt) ] ∏
T

s = t +1

r0
s

· 1
vt - 1

- r0
t ]

　　　　t = 1 ,2 , ⋯, T (30)

从式 (29) 、(30) 看出 ,比较这两种情形各个阶

段的投资情况 , 只需比较
EvT ∧τ - HT

GT
·

J t

It
与

EvT - ∏
T

t = 1

r0
t (1 - уt)

[1 - ∏
T

t = 1

(1 - уt) ] ∏
T

s = t +1
r0

s

这两项. 为方便起见 , 考

虑一个实例 :

一个投资者 ,初始财富 10 万元 ,他可选择的投

资对象有无风险证券和风险证券. 他计划进行两个

阶段的投资 ,不妨设一个阶段为一年. 这两年里 ,无

风险利率为 r0
1 = r0

2 = 0. 1 ,风险证券的平均收益率

分别为 Er1
1 = 0. 2 和 Er1

2 = 0. 18 , 其风险分别为

Vɑr ( r1
1) = 0. 025 和 Vɑr ( r1

2) = 0. 02. 则 ER1 =0. 1 ,

ER2 = 0. 08 , VɑrR1 = 0. 025 , VɑrR2 = 0. 02 ,那么

у1 =
( ER1) 2

E( R2
1)

=
0. 01

0. 025 + 0. 01
= 0. 285 71

у2 =
( ER2) 2

E( R2
2)

=
0. 006 4

0. 02 + 0. 006 4
= 0. 242 42

投资者估计在第一年投资结束后 ,有三成把
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握不能进行第二年 (阶段) 的投资 ,但仍有七成把

握完成第二年 (阶段) 的投资 ,即τ服从两点分布

p1 = p(τ = 1) = 0. 3 , p2 = p(τ = 2) = 0. 7

则根据以上公式计算 ,可得

I1 = p1 + p2 ( r0
2) 2 (1 - у2) = 0. 305 00

J1 = p1 = p2 r0
2 (1 - у2) = 0. 350 00

J1

I1
= 1. 147 54

G2 =
J1

I1
у1 p1 + у2 p2 +

J1

I1
у1 r0

2 (1 - у2) p2 = 0. 285 44

H2 = r0
1 (1 - у1) p1 +

r0
1 r0

2
(1 - у1) (1 - у2) p2 = 0. 025 22

若投资者拟定自己退出时刻期望收益是初始

财富的 1. 1 倍 ,那么

Ev2 ∧τ - H2

G2
·

J1

I1
=

　　1. 1 - 0. 025 22
0. 285 44

×1. 147 54 = 4. 320 88

Ev2 - r0
1 r0

2 (1 - у1) (1 - у2)

[1 - (1 - у1) (1 - у2) ] r0
2

=

　　1. 1 - 0. 1 ×0. 1 ×0. 714 29 ×0. 757 58
(1 - 0. 714 29 ×0. 757 58) ×0. 1

=

　　23 . 854 10

两个数据有显著性差异 ,这表明 ,随机终止时

间的投资与确定终止时间的不同 ,也说明 ,随机终

止时间的概率分布会影响投资者对投资策略的

选择.

3 　有效边界

对式 (18) 两边平方 ,得

vt
2 = [ ( r0

t)
2 + 2 r0

tRt′( E( RtRt′) ) - 1 ·

　　ERt (
B t

2A tvt - 1
- r0

t) +

　　Rt′( E( RtRt′) ) - 1 ERt ( ERt)′·

　　( E( RtRt′) ) - 1 Rt (
B2

t

4A2
tvt - 1

2 -

　　2 r0
t

B t

2A tvt - 1
+ ( r0

t)
2) ] vt - 1

2

两边取期望 ,得

Ev2
t =

B2
t

4A2
t
уt + ( r0

t)
2 (1 - уt) Evt - 1

2

t = 1 ,2 , ⋯, T (31)

对式 (31) 反复迭代 ,可得

Ev2
1 =

B1
2

4A1
2 у1 + r02

1 (1 - у1)

Ev2
t =

B2
t

4A2
t
уt +

　　∑
t - 1

i =1

B2
i

4A2
i
уi [ ∏

t - 1

j = i

( r0
j +1)

2 (1 - уj +1) ] +

　　∏
t

i =1

( r0
i)

2 (1 - уt) , t = 1 ,2 , ⋯, T

(32)

由文献[10 ] 以及式 (32) ,得

EvT ∧τ
2 = E[ ∑

T- 1

s =1

vs
2 ps + vT

2 (1 - F( T - 1) ) ] =

　　∑
T- 1

s = 1
ps Evs

2 + (1 - F( T - 1) ) EvT
2 =

　　
λ2

4ω2 QT + UT

其中

QT = ∑
T- 1

s = 1

Js
2

Is
2 уsps + ∑

T- 1

s =2 [ ∑
s - 1

i = 1

J i
2

Ii
2 уi ·

　　∏
s - 1

j = i

( r0
j +1) 2 (1 - уj +1) ] ps + [ уT +

　　∑
T- 1

i = 1

J i
2

Ii
2 уi ∏

T- 1

j = i

( r0
j +1) 2 (1 - уj +1) ] ·

　　(1 - F( T - 1) )

UT = ∑
T- 1

s = 1 [ ∏
s

i = 1

( r0
i)

2 (1 - уi) ] ps +

　　∏
T

i =1

( r0
i)

2 (1 - уi) (1 - F( T - 1) )

则

Vɑr ( vT ∧τ) = EvT ∧τ
2 - ( EvT ∧τ) 2 =

　　(
λ2

4ω2 QT + UT) - (
λ
2ωGT + HT)

2

=

　　
λ2

4ω2 ( QT - GT
2) -

λ
ωGTHT + ( UT - HT

2)

由式 (24) ,解得

λ
2ω =

EvT ∧τ - HT

GT
(33)

将式 (33) 代入 Vɑr ( vT ∧τ) 表达式 ,得
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Vɑr ( vT ∧τ) =
QT - GT

2

GT
2 ( EvT ∧τ - HT) 2 -

　　HT ( EvT ∧τ - HT) + ( UT - HT
2) (34)

由上面推导得到下面定理.

定理 2 　不确定退出时间的 M - V 有效边界

在均值 - 方差平面上是一条二次曲线 ,其表达式

由式 (34) 给出.

4 　结束语

本文研究了一个不确定终止时间的多阶段的

M - V 模型 ,得到了最优投资策略及有效边界 ,并

证实了随机终止时间会影响投资者对投资策略的

选择 ,本文是对确定终止时间情形的一个推广.
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Qualitative simulation for group work behavior

HU Bin , DONG Sheng2ping
Huazhong University of Science and Technology , Wuhan 430074 , China

Abstract : According to QSIM theory , a qualitative simulation method for forecasting and describing group work be2
havior transition process is set up . Firstly , the qualitative description method for group work behavior and effect re2
lationship between each other is designed. The concepts of decision variable and state variable are given. Secondly ,

the rule of state variables’transition is defined , based on which all of the possible I transition and P transition are

listed , and some transitions are explained by graph. After that , the steps of algorithm are designed. At last , a

group work behavior transition process is simulated. It shows that this qualitative simulation method can explain and

forecast the transition process of group work behavior.

Key words : group behavior ; qualitative simulation ; QSIM ; decision variable ; state variable
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Multi- period portfolio optimization when exit time is uncertain

GUO Wen2jing1 , HU Qi2ying2

1. Department of Finance &Banking , Nanjing University of Finance & Economics , Nanjing 210003 , China ;

2. College of Business and Management , Shanghai University , Shanghai 201800 , China

Abstract : The paper studies a multi-period portfolio optimization problem with uncertain exit time. With the as2
sumption that the exit time is a random variable obeying some distribution this problem of uncertain exit time is

translated into a determinate horizon one. Then the classical methods can be used to solve this model . By applying

the dynamic programming principle we obtain the optimal investment strategy and the analytical expression of effi2
cient frontier. Through an example we also prove that this paper is an extension to determinate horizon case and that

the optimal investment strategy is affected by the distribution of exit time.

Key words : uncertain exit time ; multi-period ; dynamic programming ; optimal investment strategy
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