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摘要 : 主要讨论了 Nash 均衡问题 (NE)与变分不等式 (VI) 和广义均衡问题 ( GEP) 的关系. 给出

它们之间解的等价关系 ,以及与之相应的映射之间单调性的关系. 研究结果为进一步研究

Nash 均衡、广义均衡问题理论及其算法提供了理论依据.
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0 　引　言

Nash 均衡理论的提出是 20 世纪最重大的科

学进展之一[1 ] . 它对经济学和社会科学的影响巨

大 ,其影响程度相当于 DNA 的发现对生命科学的

影响. 1994 年 Nash 为此得到了诺贝尔经济

学奖[2 ] .

近年来 ,Nash 均衡理论被用来分析很多管理

科学问题 ,特别是供应链管理问题. Nash 均衡模

型是库存管理、供应链管理、技术创新管理等管理

科学研究领域的基本模型之一. Cachon[3 ]在他的

供应链分析中的博弈理论综述文章中 ,列举了可

替代产品的两零售商竞争报童问题 ,作为典型的

供应链管理的 Nash 均衡模型.

设两个零售商 i = 1 ,2 同时向市场推销两种

同类商品 ,他们的库存策略分别为 Qi 、Qj ,他们的

收益函数为πi 、πj ,如果零售商 i 发生缺货 ,那么

所有没有满足的顾客将会转为购买零售商 j 的商

品 ( i , j = 1 ,2) . 因此 ,零售商 i 的总需求为 Di +

( Dj - Qj)
+ , 其中 ( x) + = mɑx{ x ,0} . 则两个零售

商的收益函数为

πi ( Qi , Qj) = ED [ rimin ( Di + ( Dj - Qj)
+ , Qi) -

ciQi ] , 　i , j = 1 ,2

其中 : ri 表示零售商 i 的产品的价格 ; ci 表示零售

商 i 获得商品的采购价. 那么 ,零售商 1、2 的最优

订货量的决策问题可表示为以下 Nash 均衡模型

πi ( Q 3
i , Q 3

j ) ≥πi ( Qi , Q 3
j ) ,

　　i , j = 1 ,2 　Π Qi

Nash 均衡理论解的存在性、理论和算法的研

究 ,已引起国内外众多学者的极大兴趣 ,并得到了

很多结果. 研究结果大部分是关于存在性[4 ,5 ] 和

应用. 对于 Nash 问题的解的描述 ,对偶理论[6 ] 以

及有效的算法相对比较少. 为求解 Nash 均衡问

题 ,一般的做法是将其转化为 : (a) 非线性方程

组 ; (b) 变分不等式问题 (VI) ; (c) 广义均衡问题

(generalized equilibrium problem , GEP) 及其对应

的变分不等式问题 ; (d) 优化问题来求解. 因此研

究 Nash 均衡问题和这四个问题之间的关系 ,以及

这些问题间的关系是一个很重要的研究内容. 文

献[7 ] 讨论了Nash均衡问题 ,优化问题 ,变分不等

式问题之间的关系. 单调性对变分不等式[8～11 ] 和

广义均衡问题的算法研究是很重要的.

本文的主要目的是研究在何种条件下 ,Nash

均衡能用变分不等式表示 ,何种条件下能用广义

均衡问题来表示 ,但不能用变分不等式表示 ,并研

究三个问题解之间的关系. 本文的分析表明 Nash

均衡转换为VI或 GEP时 ,不能保证相应映射和双
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函数仍保持单调性. 而单调性是研究VI和 GEP的

存在性和算法的重要条件之一. 为此 ,需要探索其

他方法来分析和研究 Nash 均衡问题 ,如同伦方法

等. 本文的研究结果可为进一步研究 Nash 均衡问

题理论及算法提供理论依据.

1 　基本定义和引理

Nash 均衡问题是个非合作博弈问题. 考虑一

组博弈者 ,他们根据某个合理的选择规则来决定

对某项活动的选择. Nash 均衡求解是指出这样一

个行动集合 x 3 = ( x 3
i ) , i ∈I ,对每个博弈者 i ∈

I 来说 ,在给定其他博弈者选择 x 3
j ,没有比 x 3

i 有

更好的选择了.

设 X 为 Rn 上的闭凸子集. 记〈·, ·〉为 X 上的

向量内积.

考虑 N 人非合作 Nash 均衡问题 (NE) ,设凸

子集 Xi
< Rni 是博弈者 i 的策略集 ,博弈者 i 的效

用函数为 f i : X →R ,其中 X = X1 ×X2 ×⋯×XN .

记 I = { 1 , ⋯, N} , x - i = ( x1 , ⋯, x i - 1 , xi +1 , ⋯,

xN) , x = ( x1 , ⋯, xN) = ( xi , x - i) , X - i = X1 ×

⋯×Xi - 1 ×Xi +1 ×⋯×XN , X = Xi ×X - i .

定义 1 　点 x 3 = ( x 3
1 , ⋯, x 3

N ) 称为Nash 均

衡点 ,如果

f i ( x 3
i , x 3

- i) ≤ f i ( x i , x 3
- i) ,

　　Π i ∈ I , 　Π x i ∈ Xi (1)

Nash 的重大贡献之一是利用 Brouwer 不动点

定理证明了 Nash 均衡的存在性. 其中 ,效用函数

的连续性和拟凸 (凹) 性是存在性的重要条件.

定义 2 　实值函数 f : X | →R 称为拟凸的

(quasicovex) ,如果对任意 x , у∈X 和λ∈[0 ,1] ,有

f (λx + (1 - λ) у) ≤mɑx( f ( x) , f ( у) )

称 f 为伪凸的 (pseudocovex) ,如果对任意 x , у∈X

〈¨f (у) , x - у〉≥0 蕴涵 f ( x) ≥f (у) (2)

或

f ( x) < f (у) 蕴涵〈¨f (у) , x - у〉< 0 (3)

变分不等式是研究力学、经济学和交通管理

学的重要方法[8 ] . 20 世纪 90 年代以来 ,变分不等

式的理论与方法得到了较大的发展. 它也可被用

来研究 Nash 均衡问题. 近年来 ,广义均衡理论越

来越受到学术界的重视 ,并用于研究 Nash 均衡.

在变分不等式和广义均衡的理论和方法中 ,其映

射和双函数的单调性是非常重要的概念.

定义 3 　设映射 F : X | →Rn . 所谓变分不等式

问题是指寻找一点 x 3 ∈ X 使得下式成立 :

〈 F( x 3 ) , x - x 3 〉≥0 　Π x ∈ X (4)

定义 4 　设映射 F : X → Rn (见文献[12 ]) .

1) 称 F( x) 为单调的 (monotone) , 如果

〈 F( x) - F( у) , x - у〉≥0 , Π x , у∈ X ;

2) 称 F( x) 为 X 上 (以 γ为模) 强单调的

(strongly monotone) , 如果存在常数γ > 0 使得 ,

〈F( x) - F(у) , x - у〉≥γ‖x - у‖2 , Πx , у∈X ;

3) 称 F( x) 为严格单调的 (strictly monotone) ,

如果〈 F( x) - F( у) , x - у〉> 0 , Π x , у∈ X 且

x ≠у;

4) 称 F( x) ,为拟单调的 (quasimonotone) ,如

果〈 F( x) , у- x〉> 0 蕴涵〈 F( у) , у- x〉≥0 ,

Π x , у∈ X ;

5) 称 F( x) 为伪单调的 (pseudomonotone) ,如

果 Π x , у∈ X ,〈 F( x) , у- x〉≥0 蕴涵〈 F( у) ,

у- x〉≥0 ,或〈 F( x) , у- x〉> 0蕴涵〈 F( у) , у-

x〉> 0.

定义 5 　称 X 上的双函数φ: X ×X →R 是一

个均衡双函数 ,如果φ( x , x) = 0 , Π x ∈ X. 设φ

是一个均衡双函数 ,所谓广义均衡问题是指寻找

一点 x 3 ∈ X 使下式成立

φ( x 3 , у) ≥0 , Πу∈ X (5)

定义 6 　设双函数 φ: X ×X → R (见文献

[12 ,13 ])

1) 称 φ( x , у) 为单调的 (monotone) , 如果

φ( x , у) +φ( у, x) ≤0 , Π x , у∈ X ;

2) 称双函数φ( x , у) 为 (以β为模) 强单调的

(strongly monotone) , 如果存在常数β > 0 使得 ,

φ( x , у) +φ( у, x) ≤- β‖x - у‖2 , Π x , у∈X ;

3) 称 φ( x , у) 为 严 格 单 调 的 (strictly

monotone) , 如果 φ( x , у) + φ( у, x) < 0 , Π x ,

у∈ X ;

4) 称 φ( x , у) 为拟单调的 (quasimonotone) ,
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如果φ( x , у) > 0 ] φ( у, x) ≤0 , Π x , у∈ X ;

5) 称φ( x , у) 为伪单调的 (pseudomonotone) ,

如果 Π x , у∈ X ,φ( x , у) ≥0 ] φ( у, x) ≤0 或

φ( x , у) > 0 ] φ( у, x) < 0.

引理1 　(i) 设 f : X →R是 Gateaue可微的. 若

x 3 ∈ X 满足下列优化问题

f ( x 3 ) = min
x ∈X

f ( x) (6)

则 x 3 也是下列变分不等式的解

〈 F( x 3 ) , у- x 3 〉≥0 　Π у∈ X (7)

这里 , F( x) = ¨ f ( x) .

(ii) 进一步假设 f 是伪凸的 ,则式 (6) 与 (7)

等价[14 ] .

2　Nash均衡与变分不等式之间的关系

由引理 1 可得到下面定理[7 ] .

定理 1 　设对任意的 i ∈ I ,函数 f i 是 X 上连

续可微的. 若 x 3 = ( x 3
i , x 3

- i) 是一个 Nash 均衡

点 ,则 x 3 也是下列变分不等式的解

VI2Nash (1) 　〈 F( x 3 ) , x - x 3 〉≥0

Π x ∈ X (8)

其中 , F( x) = (
9f1 ( x)

9x1
, ⋯,

9fN ( x)

9xN ) .进一步 ,设对任

意的 i ∈I和任意给定的 x - i ∈X - i ,函数 f i ( xi , x - i)

关于 xi 是伪凸的 ,则式(8) 也是必要条件.

研究变分不等式的理论 (如对偶理论[6 ] ,解集

的特性和灵敏度分析) 和变分不等式的全局收敛

算法 ,一般要求映射 F( x) 具有单调性[8～10 ] . 但将

Nash 均衡问题转化为变分不等式 VI2Nash (1) 后 ,

所得到的映射 F( x) 不一定有单调性 , 即使效用

函数是凸的 ,如下例.

例 1 　考虑下列两人非合作博弈 , 对 x =

( x1 , x2) ∈ R ×R ,设

f 1 ( x1 , x2) = f 2 ( x1 , x2) =

1
4

x4
1 - x1 x2 +

1
4

x4
2

显然 , 对每个 x2 , 函数 f 1 (·, x2) 是凸的 , 对每个

x1 ,函数 f2 ( x1 , ·) 是凸的 ,且 (1 ,1) 和 ( - 1 , - 1)

为其均衡点. 又可知 ,

F( x) = (
9f 1 ( x)

9x1
,

9f 2 ( x)

9x2 ) =

( x3
1 - x2 , x3

2 - x1)

那么 ,当 x = (1/ 2 ,1/ 2) , у= (0 ,0) 时

〈 F( x) - F( у) , x - у〉< 0

所以 , F( x) 不是单调的.

为了用变分不等式的工具去研究 Nash 问题 ,

就必须探索新的研究方法. 为此 Cohen[10 ] 等通过

引入 Nasted Monotonicity 概念研究了一类非单调

变分不等式的算法. 另一种可用来求解 Nash 均衡

的可行的方法是同伦算法 ,文献[15 ,16 ]用同伦算

法求解变分不等式 ,可得到全局收敛性 ,而且不需

要映射的单调性条件.

当Nash均衡问题中的效用函数 f i ( x i , x - i) 关

于 xi 不是伪凸时 ,Nash 均衡问题 NE 与变分不等

式 VI2Nash (1) 可能不等价. 见例 2.

例 2 　设一个 Nash 均衡问题有两个博弈者 ,

令 I = { 1 ,2} , x = ( x1 , x2) , X = [0 ,1 ] ×[0 ,1 ].

博弈者 1 的效用函数为

　f1(x1 , x2) =

0　　　　　 　若 x1 = 0, x2 = 1

-
4x2

3(1 - x2)
2 x2

1 　若0 ≤x1 <
1 - x2

2

-
2x2 +6

3(x2
2 - 1)

x2
1 +

x2
2 - 2x2 +9

3(x2
2 - 1)

x1 -

　　
x2 - 3

3(x2 +1)
　若

1 - x2

2
≤x1 ≤1

博弈者 1 的效用函数是连续可微的 ,见图 1.

图 1 　博弈者 1 的效用函数

Fig. 1 Utility function of player 1

显然 ,博弈者 1 的最优解为

x1 ( x2) = arg min
x1

f 1 ( x1 , x2) = 1 - x2

设博弈者 2 的效用函数为
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f2(x1 , x2) =

-
x2

3(x2
1 - 1)

(2(x1 +3) x2 +

　　x2
1 - 6x1 - 3) 　若0 ≤x2 ≤

x1 +1
2

-
4x1(x2 - 1)2

3(x1 - 1)2 　　若
x1 +1

2
< x2 ≤1

0　　　　　　　　若 　x1 = 1, x2 = 1

博弈者 2 的效用函数是连续可微的 ,见图 2.

图 2 　博弈者 2 的效用函数

Fig. 2 Utility function of player 2

那么有

x2 ( x1) = arg mɑx
x2

f 2 ( x1 , x2) = x1

因此 , 有唯一的 Nash 均衡最优解 ( x 3
1 , x 3

2 ) =

(1/ 2 ,1/ 2) . (见图 3)

图 3 　Nash 均衡的最优解

Fig. 3 Nash equilibrium solution

可以验证 ,对于这个 Nash 均衡问题的效用函

数 f i ( x i , x - i) 关于 xi 不是伪凸的 , 因为令 x1 =

1/ 2 ,当 3/ 4 < x2 ≤1 时 , f 2 (1/ 2 , x2) = -
8
3

( x2 -

1) 2 ; 当 0 ≤x2
≤3/ 4 时 , f 2 (1/ 2 , x2) =

1
9

x2 ·

(28 x2 - 23) , 当 3/ 4 < x2 ≤1 时 , ¨f2 (1/ 2 , x2) =

-
16
3

( x2 - 1) ;当0 ≤x2 ≤3/ 4时 , ¨ f 2 (1/ 2 , x2) =

1
9

(56 x2 - 23) ,所以 f2 (1/ 2 ,1/ 2) = - 1/ 2 < f2 (1/ 2 ,

1/ 6) = -
55
172

且 ¨f2 (1/ 2 ,1/ 6) T(
1
6

-
1
2

) =
41
81

> 0

与定义 2 中伪凸函数定义相矛盾. 故函数 f 2 (0. 5 ,

x2) 关于 x2 不是伪凸的.

又 Nash 均衡问题相应的变分不等式为

〈 F( x 3 ) , x - x 3 〉≥0

　　Π x ∈[0 ,1 ] ×[0 ,1 ]

易验证 (1/ 2 ,1/ 2) 和 (0 ,1) 是这个变分不等式的

最优解. 所以对这个问题 ,Nash 均衡问题 (1) 与变

分不等式 (8) 不等价.

例2说明 ,对某些Nash均衡问题 ,不能用变分

不等式的工具来进行研究.

3 　Nash均衡与广义均衡之间的关系

记双函数φ( x , у) 为

φ( x , у) = ∑
N

i = 1

( f i ( x1 , ⋯, xi - 1 , уi , xi +1 , ⋯,

xN) - f i ( x1 , ⋯, xN) ) =

∑
N

i = 1

( f i ( уi , x - i) - f i ( x i , x - i) )

(9)

Nash 均衡问题可转化为以下广义均衡问题

GEP2Nash 　φ( x , у) ≥0 , Π у∈ X (10)

下面的定理给出了 Nash 均衡与广义均衡问

题的等价关系.

定理 2 　x 3 = ( x 3
1 , ⋯, x 3

N ) 是 Nash 均衡点

当且仅当 x 3 是 GEP2Nash 之解 ,这里φ( x , у) 如

式 (9) 定义.

证明 　因为 x 3 = ( x 3
i , x 3

- i) 是 Nash 均衡

点 ,则

f i ( x 3
i , x 3

- i) ≤ f i ( уi , x 3
- i) , Πуi ∈ Xi

即

φ( x 3 , у) ≥0 , 　Πу= ( у1 , ⋯, уN) ∈ X

反之 ,设 x 3 = ( x 3
i , x 3

- i) 是 GEP 之解 ,即

　φ( x 3 ,у) = ∑
N

i =1

( f i (уi , x 3
- i) - f i ( x 3

i , x 3
- i) ) ≥0

　　Πу∈ X (11)

特别取 у= ( x 3
i , ⋯, x 3

i - 1 , уi , x 3
i +1 , ⋯, x 3

N ) ,
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Πуi ∈ Xi ,则由式 (11) 有

∑
N

j =1

( f j ( уj , x 3
- j) - f j ( x 3

j , x 3
- j) ) =

　　( f i ( уi , x 3
- i) - f i ( x 3

i , x 3
- i) ) +

　　∑
j ≠i

( f j ( уj , x 3
- j) - f j ( x 3

j , x 3
- j) ) =

　　( f i ( уi , x 3
- i) - f i ( x 3

i , x 3
- i) ) ≥0

即

f i ( x 3
i , x 3

- i) ≤ f i ( уi , x 3
- i)

　　Πуi ∈ Xi , 　i = 1 , ⋯, N

即 x 3 = ( x 3
i , x 3

- i) 是 Nash 均衡点. 证毕.

研究广义均衡问题的理论和算法往往要求双

函数φ( x , у) 的单调性和函数φ( x , ·) 的凸性或

广义凸性. 当效用函数 f i (·, x - i) 是凸函数时 ,容

易得到下述结论.

命题 1 　如果双函数φ( x , у) 由式 (9) 定义 ,

若对任意的 i ∈ I ,函数 f i ( x i , x - i) 关于 x i 是凸

的 ,则φ( x , у) 关于 у是凸的.

注 1 　对于 Nash 均衡问题 ,如果每个效用函

数 f i ( xi , x - i) 关于 xi 是凸的 ,则由式 (9) 定义的双

函数φ( x , у) 不一定具有单调性. 例如 ,考虑例 1

中的 Nash 均衡问题 ,由式 (9) 得

φ( x , у) = f 1 ( у1 , x2) + f 2 ( x1 , у2) -

f 1 ( x1 , x2) - f 2 ( x1 , x2) =
1
4
у4

1 +

1
4
у4

2 - у1 x2 - x1 у2 +

2 x1 x2 -
1
4

x4
1 -

1
4

x4
2

那么

φ( x , у) +φ( у, x) = ( x2 - у2) ( x1 - у1)

可以看出对任意的 x , у∈ R2 ,φ( x , у) +

φ( у, x) ≤0 不可能恒成立. 因此双函数不是单

调的.

4　广义均衡与变分不等式之间的关系

设φ: X ×X →R 且φ( x , у) 关于 у是 Gateaue

可微的. 令

G( x) = ¨φу( x , у) | у= x (或次可微时记为

9φу( x , у) | у= x) (12)

定理 3 　设φ( x , у) 关于 у是 Gateaue 可微

的 ,如果 x 3 是 GEP 的解 ,即

φ( x 3 , у) ≥0 　Πу∈ X

则 x 3 也是下列变分不等式 (VI) 的解

〈G( x 3 ) , у- x 3 〉≥0 　Πу∈ X (13)

进一步 ,如果对每个 x ∈ X ,φ( x , у) 关于 у

是伪凸的 ,则逆命题也成立.

证明 　因为φ( x , у) 关于 у是 Gateaue 可微

的 ,且 x 3 是 GEP之解 ,当 у∈X 时 , x 3 +λ( у-

x 3 ) = λу+ (1 - λ) x 3 ∈ X , Πλ ∈[0 ,1 ]. 那么

　〈G( x 3 ) , у- x 3 〉=

min
λ→0

+

φ( x 3 , x 3 +λ(у- x 3 )) - φ( x 3 , x 3 )
λ

≥0

反之 , 设 x 3 是变分不等式 (13) 的解 , 即

〈 ¨φу( x 3 , x 3 ) , у- x 3 〉≥0 , Πу∈ X. 由于

φ( x , у) 关于 у是伪凸的 ,则由定义 2 可知

φ( x 3 , у) ≥φ( x 3 , x 3 ) = 0 , 　Π у∈ X

即结论成立. 证毕.

下述例子表明当 φ( x , у) 关于 у不是伪凸

时 , GEP 和 VI(13) 不一定等价.

例 3 　设 X = [0 ,2 ] ,双函数φ: X ×X | →R

定义为

φ( x , у) : = xу- у2

显然 , x 3 = 2 为广义均衡问题 φ( x , у) ≥0 ,

Πу∈ X 的唯一解.

取 x0 = 1 ∈X ,函数 f (у) : =φ( x0 , у) = у- у2

是非伪凸的.因为对于μ = 2 , v = 0. 2 ,有〈 ¨ f ( v) ,

μ - v〉> 0 ,但 f (μ) < f ( v) .

另一方面 , G( x) = ¨уφ( x , у) | у= x = - x .

故〈G( x 3 ) , у- x 3 〉= x 3 ( x 3 - у) . 显然 x 3 =

0 和 x 3 = 2是变分不等式〈G( x 3 ) , у- x 3 〉≥0 ,

Πу∈ X 的解. 因此 , 对本例 GEP 和 VI(13) 不

等价.

关于双函数φ( x , у) 与映射 G( x) 之间的单

调性关系 ,文献[12 ] 中有下述结论.

命题 2 　设φ: X ×X →R 是均衡双函数 ,且

对每个 x ∈ X ,φ( x , ·) 是凸的且次可微的. 如果

φ( x , у) 在 X 上是强单调的 (严格单调的 , 单调

的 ,伪单调的 ,拟单调的) ,则 G( x) 也是强单调的

(严格单调的 ,单调的 ,伪单调的 ,拟单调的) .

下述例子表明当φ( x , у) 关于 у是伪凸时 ,

上述命题不一定成立.
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例 4 　设 X = [ - 2 , - 1 ]. 考虑双函数φ: X ×

X | →R ,

φ( x , у) : = у3 - x3 .

易知对于任意给定的 x ∈X ,函数φ( x , ·) 在 X上是

伪凸 的. 并 且 双 函 数 φ 是 单 调 的. 但 是 ,

G( x) = φ̈у( x , у) | у= x = 3x2 ,则〈G( x) - G(у) ,

x - у〉=3( x - у) 2 ( x + у) ≤0 ,那么 G( x) 在 X 上

是非单调的.

最后 , 考虑 Nash 均衡的广义均衡表达式

GEP2Nash ,如果双函数φ( x , ·) (见式 (9) ) 对第 2

个变量是 Gateaue可微的和伪凸的 ,可以得到Nash

均衡的第 2 种变分不等式的表示方法 :

VI2Nash (2) 　〈G( x 3 ) , у- x 3 〉≥0

　　Π у∈ X (14)

其中 , G( x) 和φ( x , у) 分别由式 (12) 和 (9) 给出.

5 　Nash 均衡与变分不等式和广义
均衡的关系和结论

由以上 2 ,3 ,4 节讨论知道当效用函数为伪凸

时 ,Nash均衡可以转化为VI2Nash (1) ;Nast 均衡等

价于广义均衡问题 GEP2Nash ,当双函数φ( x , ·)

为伪凸时 , GEP2Nash 又可转化为 VI2Nash (2) ,

VI2Nash (1) 与 VI2Nash (2) 之间具有什么关系呢 ?

图 4 　Nash 均衡与其转换形式的关系

Fig. 4 Relations between Nash equilibrium and its transformations

　　定理 4 　设对任意的 i ∈ I ,效用函数 f i ( x i ,

x - i) 关于 x i 是可微的 ,设 F( x) = (
9f 1 ( x)

9x1
, ⋯,

9fN ( x)

9xN ) , G( x) = ¨φу( x , у) | у= x ,其中φ( x , у)

由式 (9) 给出 , 则 F( x) = G( x) , 即变分不等式

VI2Nash (1) 与 VI2Nash (2) 等价.

证明 　因为

φ( x , у) = ∑
N

i =1

( f i ( x1 , ⋯, x i - 1 , уi , x i +1 ,

⋯, xN) - f i ( x1 , ⋯, xN) )

所以

9φ( x , у)
9у = ( 9φ( x , у)

9у1
, ⋯,

9φ( x , у)
9уN ) =

(
9f 1 ( у1 , x2 , ⋯, xN)

9у1
, ⋯,

9f1 ( x1 , ⋯, xN - 1 , уN)

9уN )
因此有

G( x) = ¨φу( x , у) | у= x =

9φ( x , у)
9у | у= x =

(
9f 1 ( x1 , x2 , ⋯, xN)

9x1
, ⋯,

9f 1 ( x1 , ⋯, xN - 1 , xN)

9xN )
故

F( x) = G( x)

则结论成立. 证毕.

由定理1～4可知 ,当效用函数是伪凸和双函

数φ( x , у) 关于 у是伪凸的时 ,Nash 均衡的解集

与变分不等式VI2Nash (1) 的解集和广义均衡问题

GEP2Nash 解集相等.

综上可知 ,Nash 均衡问题中的每个效用函数

f i ( xi , x - i) ( i = 1 , ⋯, N) 关于 x i 是凸的 ,也不能

保证相应的映射 F( x) 和双函数φ( x , у) 是单调

的. 但在凸性的条件下 ,存在 Nash 均衡. 这表明对

非单调变分不等式及广义均衡问题的理论和算法

研究对研究 Nash 均衡问题是非常有意义的. 然

而 ,非单调的变分不等式和广义均衡问题的理论

和算法的研究成果很少 . 初步研究结果表明用同

伦算法研究非单调变分不等式问题和广义均衡问

题是一种比较重要和可行的研究途径[16 ] .
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Relations among Nash equilibrium , variational inequalities and generalized
equilibrium problem

XU-Qing , ZHU Dao-li , LU Qi- hui
Department of Management Science in School of Management , Fudan University , Shanghai 200433 , China

Abstract : In this paper , we introduce some relationships between Nash equilibrium , variational inequalities , and

generalized equilibrium problem. We also investigate the relations among monotonicities of their corresponding map2
pings and bifunctions. The results of this paper would be the theoretical basis for further studying in Nash equilibri2
um and generalized equilibrium problems.

Key words : Nash equilibrium ; variational inequalities ; generalized equilibrium problem ; monotonicity
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