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摘要 : 传统的债券久期和凸度的套期保值是非最优的 ,通过考虑国债期货和其最便宜交割债

券之间定价关系推导了其正确的套期比率. 套期比率方程明确表示了每种套期工具对对冲即

期和远期利率风险的贡献 ,数值分析表明传统的套期方法存在过度套期. 当 (1)套期期限越长 ;

(2)利率期限结构形状越陡峭 ;或 (3)最便宜交割债券的息票率越高时 ,对高息票债券的过度套

期程度越大. 此结论对不同到期期限的债券和最便宜交割债券具有鲁棒性.
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0 　引　言

当利率变化的不确定性很大时 ,对冲债券组合

的风险成为一项有挑战性的工作 ,此时可以应用债

券期权或期货等衍生工具对冲利率风险[1～3] ,其中

对冲债券久期 (duration) 和凸度 (convexity)是常用的

策略.文献[4～10]分别研究了久期和凸度的套期保

值问题.在关于久期 - 凸度套期保值的文献中 ,任何

两种非冗余性的国债期货合约的组合都可用来对冲

久期和凸度变化[7 ,11]. 这种传统的套期保值模型至

少存在两个方面的问题.

首先 ,由于套期保值行为依赖于任两种非冗

余国债期货合约组合的选择 ,因此难以评估这种

套期保值的效果. 其次 ,对于国债期货的久期和凸

度的度量方法是不正确的 ,因此不能准确估计套

期保值的比率. 国债期货的利率风险应该考虑国

债期货和其最便宜交割债券 ( cheapest-to-deliver

treasuries , CTD) 之间的联系. 在基于久期的套期

保值策略中 ,文献 [ 12 ] 通过转换因子 (conversion

factor)考虑了这种联系 ,但是没有考虑在利率变

化较大时基于凸度的套期模型.

本文通过拓展文献[12 ]基于久期的套期模型

解决了传统的基于凸度的套期保值模型中存在的

问题.

首先考虑国债期货和它的最便宜交割债券间

的无套利定价联系 ,得到国债期货和它的最便宜

交割债券间的久期及凸度的正确关系. 然后对于

给定的套期保值期限 ,将债券分解成一个真实债

券 (generic bond position)和一个虚拟债券 (synthetic

bond position) . 因此 , 得到交叉套期保值 ( cross

hedge)比率方程.

不同于文献 [ 12 ]的单一套期保值比率方程 ,

本文的方程在对冲久期和凸度以及即期和远期利

率风险方面考虑了两种套期工具间的相互依赖

性. 也不同于传统的基于凸度的套期模型 ,鉴于即

期和远期利率风险影响国债期货的套期比率及它

们之间的相互依赖性 ,作为对冲工具的长期和中

期国债期货的选择也不再是任意的.

1 　基于凸度的国债期货套期保值模型

1. 1 　假设

本文基于以下有 5 点假设[13 ,14 ] :

1)利率的期限结构是非水平的但平行移动

第 8 卷第 6 期
2005 年 12 月

　　　　　　　　　
管 　理 　科 　学 　学 　报

JOURNAL OF MANAGEMENT SCIENCES IN CHINA
　　　　　　　　　　　　

Vol. 8 No. 6
Dec. 2005

① 收稿日期 : 2003 - 12 - 18 ; 修订日期 : 2005 - 01 - 28.
基金项目 : 国家自然科学基金资助项目 (70471051) .
作者简介 : 杨宝臣 (1966 —) ,男 ,河北人 ,博士 ,教授.



的 ;2)债券的远期价格是远期合约到期日的即期

价格的无偏估计 ; 3) 对于国债期货没有盯市

(marked to market)及保证金要求 ,没有百搭牌 (the

wild card) 、交割选择权 (delivery option)和互换选择

权 (swap option) ;4)最便宜交割债券 ( CTD) 的转换

因子不存在偏差 ;5) 套期保值到期日与期货的到

期日是一致的.

由于篇幅关系 ,本文略去关于 5 条假设的

解释.

1. 2 　债券价格对利率的敏感性
在假设 (1) 、(2) 、(5)下 ,可以将附息票债券的

全价表示为债券远期的现值和一系列零息票债券
的现值之和

P + A = ( P′+ A′) e - rt + ∑
m

k = 1
Ike

- r
k
t
k (1)

其中 : P 为债券净价 (报价) , A 为当前应计利息 ,

P′+ A′为债券全价的远期价格 ,e - rt 为当前至期
货合约到期日之间 t 期的折现系数 , r 为 t 期以连
续复利计算的即期利率 , m 为国债期货合约到期
前利息支付次数 , Ik 为第 tk 期支付利息 , rk 为当前
与第 tk 期之间以连续复利计算的即期利率.

方程 (1) 把债券组合的市场价值分解成一个
真实债券 (generic bond position) 的市价与一个虚
拟头寸 (synthetic bond position) 的内在价值之和.

应用修正久期和凸度的定义 ,对债券价格 (净
价) 关于短期即期利率应用泰勒展开 , 忽略高于
二阶的项 ,得到债券价格变化的微分方程

d P = [ - ( P′+ A′) D′e - rt -

　　( P + A) D″]d r +

　　[ ( P′+ A′) e - rt ( C′+ tD′) +

　　( P + A) C″]d r2 (2)

其中,D ′≡d( P′+ A ′)
dr

1
P′+ A′, C′≡1

2
d2( P′+ A′)

dr2
·

1
P ′+ A′,分别为在债券远期合约到期日 ,债券的

修正久期和凸度 , D″≡ [ t ( P′+ A′) e - rt +

∑
m

k =1
tkIke

- r
k
t
k ]/ ( P + A) , C″≡ [ ( P′+ A′) e - rtt2 +

∑
m

k =1
t2

kIke
- r

k
t
k ]/ [2 ( P + A) ] ,分别为在债券远期合

约到期日支付 P′+ A′,在到期前支付 m 次利息的
虚拟债券 (synthetic bond) 的修正久期和凸度.

债券价格的微分方程包括利率的一阶效应
(d r 前括号内的项) 和二阶效应 (d r2 前括号内的
项) . 债券的久期表示为债券远期合约和虚拟债券

的久期之和. 而债券的凸度表示为债券远期合约
和虚拟债券的凸度以及债券远期久期之和.

不同于对传统的久期度量 ,方程中 d r 前的括
号内的项将久期分解为两个部分 : (i) 关于超出套
期保值期限 (或债券远期合约到期日) 的短期远
期利率变化的久期和 (ii) 在套期保值到期 (或债
券远期合约到期) 时即期利率变化的久期. 同样
地 ,方程中 d r2 前的括号内的项把凸度也分解为
两个组成部分.

这种价格变化 (包括久期和凸度) 的分解是
得到交叉套期比率方程的基础 ,它明确表示了即
期和远期利率变化对交叉套期比率影响. 它使得
中期和长期国债期货合约的选择在基于凸度的套
期保值方程中不再是任意的.

1. 3 　国债期货价格对利率的敏感性
在假设 (1) 、(3) 下 , 对期货报价关于短期即

期利率应用泰勒展开 ,忽略高于二阶的项 ,得到

d F′=
d F′
d r

d r +
1
2

d2 F′
d r2 d r2 (3)

国债期货报价是建立在息票率为 6 %的基准国
债报价的基础上的 ,它是由 CTD 的报价和它的转换
因子决定的. 由假设 (3) 与 (4) 知 , CTD 是可以求出
的[15～17] ,而且国债期货报价可以直接由 CTD报价除
以转换因子得到. 运用这种无套利关系以及久期和
凸度的定义 ,得到期货报价变化的方程

d F′= -
( P′CTD + A′

CTD)

f ′
CTD

D′
CTDd r +

　　
( P′CTD + A′

CTD)

f ′
CTD

C′
CTDd r2 (4)

其中 : f ′
CTD 为 CTD 在期货到期日的转换因子 , F′

为期货报价 , P′CTD 为 CTD 在期货到期日的报价 ,

A′
CTD 为 CTD 在期货到期日的应计利息.

方程 (4) 表示了期货久期和凸度以及相应的
CTD 的久期和凸度之间的正确的无套利关系. 传
统模型错误地运用一个隐含的假设 ,即在套期保
值期限内 CTD 将保持不变. 在传统模型中 ,关于
即期利率变化的期货报价变化只能通过当前期货
报价、当前 CTD 以及即期利率变化解释.

1. 4 　基于凸度的套期比率方程
在假设 (1) 、(4) 、(5) 下 , 将套期组合和债券

组合间的久期与凸度直接匹配. 考虑在 CBOT 交
易的长期国债期货和中期国债期货两个对冲工
具 ,并设它们的套期保值比率分别为 h1 和 h2 . 在
本文的分析中 ,套期保值比率为正值表示期货空
头头寸的数量 ,而负值表示期货多头头寸的数量.
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把债券久期 (方程 2 中第 1 项) 同两种不同的
期货久期 (方程 4 中的第 1 项) 匹配起来得到方程
5. 令债券凸度 (方程 2 中第 2 项) 等于两种不同的
期货凸度 (方程 4 中的第 2 项) 得到方程 6.

( P′+ A′) D′e - rt + ( P + A) D″=

　　h1

P′CTD
1

+ A′
CTD

1

f ′
CTD

1

D′
CTD

1
+

　　h2

P′CTD2
+ A′

CTD2

f ′
CTD2

D′
CTD2

(5)

( P′+ A′) e - rt + ( C′+ tD′) + ( P + A) C″=

　　h1

P′CTD
1

+ A′
CTD

1

f ′
CTD

1

C′
CTD

1
+

　　h2

P′CTD2
+ A′

CTD2

f ′
CTD2

C′
CTD2

(6)

其中 :f ′
CTD

1
和 f ′

CTD
2
分别是相应于两个期货合约中的

CTD1 和 CTD2的转换因子 , P′CTD1
和 P′CTD2

分别是 CTD1

和 CTD2 在期货到期日的报价 , D′
CTD

1
和 D′

CTD
2
分别是

CTD1 和 CTD2 在期货到期日的久期 , C′
CTD1

和 C′
CTD2

分

别是 CTD1 和 CTD2 在期货到期日的凸度 ,A′
CTD

1
和

A′
CTD

2
分别是 CTD1和 CTD2在期货到期日的应计利息.

注意到期货合约的久期与 CTD 的久期之间

的关系

DF′=
( PCTD′　+ ACTD′　) DCTD′

f CTD′　·F′
(7)

其中 : DF′为期货合约的久期.

类似地 ,可以得到期货合约的凸度与 CTD 的

凸度之间的关系

CF′=
1

2 F′
d2 F′
d r2 =

( PCTD′　+ ACTD′　) CCTD′
f CTD′　·F′

(8)

其中 : CF′为期货合约的凸度.

把期货久期和凸度以及相应的 CTD 的久期

和凸度间的正确关系代到方程 (5) 、(6) 中 , 分别

得久期匹配的方程 (9) 和凸度匹配的方程 (10)

( P′+ A′) D′e - rt + ( P + A) D″=

　　h1 D′
F

1
F′1 + h2 D′

F
2

F2′ (9)

( P′+ A′) e - rt ( C′+ tD′) + ( P + A) C″=

　　h1 C′
F1

F1′+ h2 C′
F2

F2′ (10)

其中 : F1′、F2′分别是两个期货合约的报价 , D′
F

1
、

D′
F2
分别是两个期货合约的久期 , C′

F1
、C′

F2
分别是

两个期货合约的凸度.
　　

联立方程式 (9) 和 (10) 的解为

h1 =
( ( P′+ A′) D′e - rt + ( P + A) D″) C′

F
2

- ( ( P′+ A′) e - rt ( C′+ tD′) + ( P + A) C″) D′
F

2

D′
F

1
C′

F
2

F1′- C′
F

1
D′

F
2

F1′
(11)

h2 =
- ( ( P′+ A′) D′e - rt + ( P + A) D″) C′

F
1

+ ( ( P′+ A′) e - rt ( C′+ tD′) + ( P + A) C″) D′
F

1

D′
F

1
C′

F
2

F2′- C′
F

1
D′

F
2

F2′
(12)

　　长期国债期货的套期保值比率 ( h1) 可以分
解为两部分 ,第 1 部分指长期国债期货对长期利
率风险的套期保值部分 ,第 2 部分指长期国债对
短期利率风险的套期保值部分. 同样地 ,中期国债

期货的套期保值比率 ( h2) 也可分解为两部分 ,第

1 部分指中期国债期货对长期利率风险的套期保
值部分 ,第 2 部分指中期国债期货对短期利率风

险的套期保值部分.

2 　数值分析

2. 1 　数值分析的设计
下面通过数值分析来比较传统的和本文的套期

比率之间的区别. 重点研究以下因素导致的套期保

值比率差异. (i)利率期限结构的形状[18] ; (ii)套期保

值期限(从当前至国债期货到期日) ; (iii)债券的息票
率以及到期时间 ; (iv) CTD 的息票率以及到期时间 ;

(v)长中期国债期货的不同组合.

通过这种分析 ,可以突出本文的套期比率相
对于传统的套期比率的行为 ,也可以证明基于不
正确的国债期货的久期和凸度的传统套期比率的
非最优性.

1) 假设对冲工具是 30 a 长期国债期货和 10

a、5 a 或 2 a 中期国债期货之一. 对于 30 a 长期国
债期货的情况 ,考虑近似最大、近似中等和近似最
小的到期期限的国债是它的 CTD ;对于 10 a 中期
国债期货 ,考虑近似最大和近似最小的到期期限
的国债是它的 CTD ;对于 2 a 的短期国债期货 ,考
虑只有近似最大的到期期限的国债是它的 CTD .

把 4. 3、10. 3 和 20. 3 a 作为债券有效期 ,把 3 %、
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7 %和 11 %作为 CTD 息票率. 假设利率期限结构
函数 r ( t ) = 0. 045 + slope ×( ln ( t + 5. 0) -

ln (5. 0) ) ,分别取斜率参数值 ( slope) 为 0. 02、0. 04

和 0. 06. 因此 ,每组中的每个套期保值比率的统
计以 162 个样本为基础 (即 162 = 6 ×3 ×3 ×3) .

2) 在计算“套期比率和 ( h1 + h2) 的差异”中 ,

首先取各套期比率的绝对值再相加. 该差额是反
映总的套期保值头寸和成本的差额.

2. 2 　数值分析的主要结果
数值分析结果表明 ,传统模型套期使用相对多

的期货合约 ,在绝大多数情况下套期保值成本较高.

数值分析的关键结果可概括如下 :1) 传统模
型相对于本文的套期保值来说过度套期 (over2
hedge) ,从套期保值期限的合理变化、债券和 CTD

的息票率、期限结构的斜率参数以及长短期期货
合约的各种组合中均得到了该结果. 2) 在传统模
型中 ,套期保值期限越长、期限结构的形状越陡
峭、债券和 CTD 的息票率越高 ,传统模型的过度
套期程度越大.

在传统套期模型中 ,长期期货过度套期和中
期期货过度套期 ,随债券的息票率和 CTD 息票率
的增加而增大 ,表现尤为明显. 相对地 ,在随着套
期保值期限变长或期限结构变陡时 ,长期期货过
度套期增加而中期期货过度套期减少 ,套期保值
期限和期限结构效应相对较弱. 3) 尽管到期期限
的效应不是单调的 ,传统模型中对不同到期期限
的债券及 CTD 的过度套期依然存在.

图 1 　长期和中期国债期货的套期比率和的
百分比差额 (不同的债券息票率)

Fig. 1 　Percentage difference in sum of hedge ratios for T2bond

and T2note futures (for various bond coupon rates)

　　图 1 给出了随着债券息票率变化 ,套期比率

差异的百分比变化. 假设一种典型的债券组合的

息票率为 10 % ,传统套期保值策略的成本总体上

比本文套期保值策略要多至少 2 %.

图 2 　长期和中期国债期货的套期比率和的

百分比差额 (不同的最便宜交割债券息票率)

Fig. 2 　Percentage difference in sum of hedge ratios for T2bond

and T2note futures (for various CTD coupon rates)

图 2 给出了随着 CTD 的息票率变化 ,套期比

率差异的百分比变化. 假设 CTD 的息票率为

12 % ,传统套期保值套期成本总体上比本文的要

多至少 1. 3 %.

图 3a 　长期和中期国债期货的套期比率和的百分比差额
(利率期限结构的不同斜率参数和债券息票率)

Fig. 3a 　Percentage difference in sum of hedge ratios for T2bond
and T2note futures (for various slope parameters of term

structure and bond coupon rates)
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图 3b 　长期和中期国债期货的套期比率和的百分比差额

(利率期限结构的不同斜率参数和 CTD 息票率)

Fig. 3b 　Percentage difference of hedge ratios for T2bond

and T2note futures (for various slope parameters of

term structure and CTD coupon rates)

　　图 1、图 2 中传统套期保值模型的过度套期

的结论是建立在较小平均斜率参数 (即 0. 4) 的基

础上的. 传统套期策略的过度套期在利率期限结

构变陡时更大 ,因而本文的比较还是一种比较保

守的情况. 对于不同斜率参数和其他条件变化时 ,

二者的差异见图 3a 和 3b.

3 　结　论

本文研究了传统的凸度套期模型中存在的两
个问题 ,即 (1) 忽略了国债期货和它的 CTD 间的
联系 ,这导致了非最优的套期比率 ; (2) 在任两种
非冗余国债期货组合的任意选择. 通过数值分析
详细地比较了传统的和本文的套期比率间的差
额 ,最重要的发现是本文的套期比率比相应的传
统套期比率小得多. 尤其当套期期限变长、期限结
构变陡或高息票率国债是 CTD 时 ,传统套期保值
策略中过度套期在对冲高息票率债券时变得更
大. 尽管到期期限效应并不很明显 ,在不同到期期
限的债券和 CTD 中过度套期依然存在.
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method of stratified sampling with the help of Nanfang Bond Company. The results showed the level of investorsπ risk
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had positive effect on investment performance , and governmental information , information asymmetry and information

announcment had positive effect on the risk perception. The return and reassign of the company had negative effect

on the risk perception. Finally we gave some suggestion based on the results on the investorsπeducation and manage

ment of return of the company.
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Convexity based hedge with Treasury futures : Model and numerical analysis
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1. School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China ;
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Abstract : Traditional hedges of bond duration and convexity are non2optimal . We derive correct hedge ratios by cap2
turing the neglected volatility linkage between Treasury futures and cheapest2to2deliver Treasuries . Our hedge2ratio e2
quations specify each hedge instrument’s contribution against short2term spot and forward rate exposures. Numerical

analysis indicates that traditional hedge substantially over2hedges. The relative over2hedge is especially large in hedg2
ing high coupon bond when the hedge horizon is long , the term structure is steep , or the cheapest2to2deliver is a high

coupon Treasury . The results are robust to various maturities of bond and the cheapest2to2deliver Treasuries .

Key words : cross hedge ; convexity hedge ; Treasury futures ; conversion factor ; cheapest2to2deliver ( CTD) ;

numerical analysis
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