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摘要：论文针对区间数计划网络的特点，提出了基于限制期约束的区间关键路(deadline based 

interval critical path，DBICP)的概念，通过相关定理的证明给出了求解 DBICP的算法，该算法拓 

展了Stefan Chanas和 Pawel Zielinski关于区间关键路问题的研究成果． 
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0 引 言 

关键路技术是最常用的处理项目计划的图形 

技术，这种技术提示决策者将注意力集中到关键 

路线上，因为关键路线上的活动通常被认为是导 

致项目成败的关键所在．2002年，《欧洲运筹学杂 

志》(European Journal of Operational Research)发表 

了一篇研究区间数网络关键路问题的重要文 

章_lj．这篇由Stefan Chanas和Pawel Zielinski合写 

的论文给出了区间关键路(interval critical path， 

ICP)的定义以及求解方法．然而由于该文对 ICP 

的定义过于宽泛，以至于在通常情况下区间数计 

划网络可能存在较多的ICP．受文献[1]的启发， 

本文提出了定义关键路的另外一种方法，称为基 

于限制期约束的区间关键路(deadline based inter． 

val critical path，DBmP)，本文同时给出了求解 

DBICP的算法．研究表明：依据该算法得到的路径 

不仅是 DBICP，而且还是 ICP． 

1 研究基础回顾 

1．1 确定性网络关键路的定义 

G(A，V)是一个有向无圈图表示的网络， 

是G中所有节点(在计划网络中，节点表示事件) 

的集合， c V×V是G中所有边的集合(边表示 

活动)，每一个活动(i， )∈ 都对应于一个确定 

的时间(duration time)t 让“1”表示起始节点(项 

目开始事件)，“， ”表示结束节点(项目结束事 

件)，并且让 P(rt)表示从节点“1”到节点“rt”的 

所有路径的集合，让t表示完工期限(限制期)． 

定义1 路径P∈P(rt)是关键路，当且仅当 

它是图 G(A，V)中的最长路． 

容易发现，路径 P∈ P(rt)的长度就是完成 

整个项 目的最短时间．为表述方便，本文定义 

w(P)表示路径P的长度．一个有向无圈网络的最 

长路可以通过标号方法进行求解． 

1．2 ICP的定义及判定定理 

现在考虑区间数计划网络 G ( ， )，该网络 

与 G(A，V)具有相同的结构，它们唯一的不同表 

现在：G，( ， )网络的活动时间是一个区间数 

， f=[tff，tf ，对于区间数网络，文献[1]给出 

关键路的如下定义和判定定理． 

定义2 GI( ， )中的路径P∈P(rt)是区 

间关键路(interval—critica1．path，ICP)，当且仅当存 

在一系列实数t f∈[t t ，( ， )∈ ，当用t f替 

代区间数 f时，P是定义 1意义下的关键路ll J． 

定理1 G ( ， )中的路径 P∈ P(rt)是 

ICP，当且仅当将网络 G。( ， )中的活动时间 
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= [与， ]，用下式表示的实数 tij替换后，是确 

定性网络的关键路 ． 

：  

订 “√ p 

(1) 1 if( 
， 

) P ⋯  

2 DBICP的定义及性质 

按照 ICP的定义，对于一个区间数计划网络 

G (A，V)通常会存在许多 ICP，因为从本质上 

看，ICP表述的是区间数网络的非劣路径．那么到 

底哪一条 ICP值得进一步去关注，是本文有待解 

决的关键问题．由于活动时间是区间数，所以根据 

区间数求和性质[ “]，对于任意一条路径 P∈ 

P(n)，其长度 W(P)可以表示为 

(p)：∑To=l∑白，∑ l 

进一步让 (P)：∑ t (p)=∑ 一tq,有 

W(P)=[w(P)，W(P)] (2) 

其中： (p)≤W(P)通过上面的表述，可以得出 

定理 1的一个等价命题(推论 1) 

推论 1 G1(A，V)中的路径 P∈ P(n)是 

ICP，当且仅当对 P(n)中任意路径 P ，有 

w(p)≥ (p )，VP ∈ P(n) (3) 

证明 由定理 1显然得证． 

如前所述，根据区间数求和性质 W(P)也是 
一 个区间数，w(p)和 w(p)是区问数 w(p)的两 

个端点．在网络 G1(A，V)中，集合 P(n)可以被 

分成两个集合Rl和R2，让Rl表示所有实数路径 

的集合，让 R2表示所有纯区间数路径的集合，即 

R1={P f w(p)i w(p)，p∈P(n)} 

R2={P l鲨(p)<w(p)，p∈P(n)}，对于 

一 个区间数网络，假定 R， D 

P(n)=R1 U R2 

定义3 对于一个完工期限 t，让 (P，t)表 

示路径 P的长度小于t的可能性 

如果 P E R ，那么 

{ ㈩ 
如果 P E R2，那么 

0 t<W(P) 

二  

(P)一 (p) (5) 

uj．(P)≤ t<w(p) 

1 一w(p)≤ t 

定义4 给定限制期 t，路径P ∈P(n)是 

基J 限制期约束的区『开J关键路(DBICP)，当且 

仅当 

r(p ， )_ 
)
F(p， ) (6) 

定义3和定义4借鉴了Soroush[5 J的思路： 

DBICP依赖于限制期 t(注意：ICP的定义与限制 

期无关)．在一个不确定计划网络中，关键路线常 

常被用米估计按期完T的日J能性．定义DBICP的 

意义在于表达丁这样一个信息：DBICP对应的 

值屉所有路径中最接近于项目按期完工町能性的 

路径， 而它是最关键的 ． 

经典PERT技术用“期望关键路线”估计整个 

项目计划按期完工的概率，其理论基础是，当每项 

活动时间被描述为独立随机变量(通常假定是一 

个 分布或者止态分布的随机变量)时，依据中心 

极限定理，整个项目完成时间服从正态分布，具有 

最大期望值的路线就是关键路线．丁 是可以根据 

限制期(工期)计算出项目按期完工的可能性．但 

足这种估计方法已被证明存在许多缺陷，因为它 

可能忽略了与限制期(工期)更加紧密相关的其 

它线路l5 ．比如考虑一个工期为l7的简单网络 

计划，该网络只有OC和obc是两条平行线路组成， 

假定 obc服从期望为 l5，方差为 l的正态分布，OC 

服从期单为 l4，方差为9的正态分布．根据传统 

PERT技术，有较高期望值的obc为项目计划的关 

键路，用obc'作为关键路线估计出完工可能性为 

0．977 2．但足血U果把 OC作为关键路线，就会得出 

完工可能性为0．841 3．这种情况下，对此项目计 

划而占，Ot2作为关键路线似乎更加合理，因为它以 

更小的误差反应项 目按期完．1二可能性．同样在区 

间数网络中，DBICP揭示了这样一个事实：应用 

ICP可能会过商估计项目完工的可能性，而DBICP 

反映的足更加接近真实的项目按期完工可能性， 

性质 1 0≤ F(P，t)≤ 1 

性质2 如果 m
．

o x
．
w(p)≤t，那么 VP∈P(n)， 

D} tn) 

F(p，t)=1，因此让 Pf =ctrg I
～

I1OX
、
w(p)，有 JP 
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是DBICP，同时依据推论 1，尸 也是 ICP． 

性质 3 如果 mux
、w(P)>t，那么 Pl*： 

口∈ ，l J 

arg 、 (p)，F(尸 ，t) = 0． 因 此 P 是 

DBICP，同时依据推论 l， 也是ICP． 

性质2和性质3可以发现：可以运用有向图最 

长路算 法 (比如标 号算法)，求解最 长路 

m

∈ 

ox

) 
(p)和 (p)，如果得到 

) 
(p)≤ 

t，或者 m~ w(p)>t，那么 DBICP问题迎刃而解． 

3 确定 DBICP的基本思路与问题 

简化 

由性质2和性质3可以得到确定DBICP的如 

下步骤： 

步骤 寻找最长路p1： (p1)= m a(x (p) 

如果 (p1)>t，那么Pl就是DBICP．否则转 

到步骤 2． 

步骤2 寻找最长路p2：w(p2)= 
) 
(p) 

如果w(p2)≤t，那么P2是DBICP．否则转到 

步骤3． 

步骤3 在这种情况下，有 

P

m  ax 

) 
(p)≤ 

) 
(p) (7) 

如何在式(7)成立条件下求解 DBICP是本文 

的研究重点．下面的定理把求解(6)的问题转化 

为一个比例路径问题． 

定理2 在式(7)成立的条件下，让 P = 

i — __ ，则 是一条DBICParg P ． (p ’则 是一条 · 

证明 因为式(7)成立，所以对任意路径P， 

有 (p)≤t<w(p)，或者 t≥w(p)让 

R21={p I (p)≤ t<w(p)，P∈R2} 

(8) 

R22={P I t≥ W(P)，P E R2} (9) 

如果p∈ 21，那么 <1并且 

rain F(P，t)<1； 
pE l 

如果 P∈ Rl，由于式(7)成立( 
) 
(p)≤ 

t)，因此 (p)=w(p)≤t，并且有rainF(P，t)： 
P∈ R． 

1．进一步可以看出R21≠0，否则与提前假设 t< 

mnx W(P)矛盾．所以 
p Ln J 

mi
(『I】
n F(p， )= 

R嚷u F(p， ) P∈P(n) ‘ p∈．U J ．U 
minF(P，t) 
pE l 

(‘．‘对 Yp∈R1 U R ，F(p，t)=1)= 

． t—W(P) 
m 1 n —

w(p)-—w(p)pE W P P R2
， 

Inln 

Vp ， >1’相  

R21≠0) 

因此 P = arg m
∈

i n
P 

是一条 
t 11]、 T， l 一 11]、 T， l 

DBICP． 

推论2 在式 (7)成立 的条 件下，P = 

arg |l— ∈R21( R21定义见(8)) 艘 ∈ 疋刈山 

证明 从定理 2的证明过程中可以看出， 

1≠ ，并且当P∈ 21， t- w(p) 
<l，当 

p∈ ， ≥ 1， 所 以 P = 

arg ∈ 21． 鹕艘 ∈ 卜 

定理 3 在式(7)成立的条件下，P = 

agr艘 也是_条ICP． 
证明 反证法：如果P 不是ICP，那么根据推 

论1存在一条路径P ，一w(p )<w(p )，根据题设(7) 

成立，于是t≥ mN )≥ (p )，即 ≥ (p )>
,_
w(p t 

p⋯ ，●， 

w(p )．但是由推论2可以看出，在式(7)成立的条件 

下，P ∈R21，即有 (p )≤t<一w(p )，于是产生 

了矛盾．所以P 是ICP． 

如果p∈ 22，那么— -_ ≥1并且 4 
W P 一 P 

观 (川)= ； 

求解DBICP的优化定理 

至此本文通过定理 2简化了问题，并得出了这 
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样 的结 论：在 式 (7)成 立 的 条 件 下，P = 

a喀艘 t- w(p) ~ DBICP，也是IcP·以下问 

题就是如何求解 P ．基于这一目的，本文首先引进 

一 个重要的路径函数P[x]， ∈[0，1]． 

p[x]=arg 、∑ ((￡ 一与)． +与) 

∈[0，1] (10) 

]表示图 G1( ，V)中的最长路，此刻区间 

数活动时间 被替换成实数(t 一与)． +与．进一 

步容易发现pIx]非负．如果用N(x)来表示p[ ]的 

长度，有 

N(x)=mQx∑ ((t 一与)． +与) (11) 

显然Ⅳ( )可以通过有向图的最长路算法获 

得．进一步式(7)町以等价表示为 

N(O)≤t<N(1) (12) 

定理4 对 V ∈『0，1]，N(x)是连续递增的 

证明见附录． 

定理5 如果式(7)成立(或者式(12)成立)，有 

>

脚
rain

： 

2 < min 

3)Ⅳ( )=t车 = ra i n 

证明 

1)“等”N( )>t 

m a
㈩
x 与)> 

3p ∈P(几)，∑ (( 一与)． +与)> j 

( (p )_w(p )) +w(p )>￡j 

P ∈ R2，并且有(w(p )一w(p )) + 

w(p )> t(反证法：如果 P ∈ Rl，则 

(p )=w(p )，因此w(p )>t，而依据 

(7)， (p )≤ t，矛盾)==} 

> ∈ "  ∈ j 

． t—W(P) ，， 

p

Ⅲ

E R

“

2 

—

W(p 二一 ～P 仁 )一盟 )) 

． t—w(P) 
>

p

m

E W p)- p j )一 )) 
P E R2，( (p)一 (p)) + (p)>tz_-_-~ 

3 p E R2，∑ ( 一与)． +与)> j 

p∈P(n)，∑ (( 一与)． +与)>￡ 
(i，j)E 

m o

㈤
x ·一  j  

N( )>t 

2)“j”N( )< t 

Ill(I X

) 
( )⋯ 与)< j 

Vp∈P(n)，∑ (( 一 +与)<￡==} 
(i．／)∈P 

Vp∈P(几)， (p)一 (p)) + (p)<￡= 

VP∈R2，(埘(p)一 (p)) + (p)<￡= 

Vp 
W W P))j p，一 ，， 

．
t—w(p) ，， 

< lnln 
W(p)P— W 仁 p∈ L L — Lp 

． t—w(p) 
< 一二 j 

Vp∈ ， < t -w (p) 
j  

Vp∈R2，( (p)一 (p)) + (p)<￡j 

Vp∈P(n)，( (p)一 (p)) + (p)<￡= 

Vp∈P(n)，∑ (( 一 +与)<￡ 

m a x)(j +与)< 

N( )< t 

3)根据定理 4，N( )是连续并且递增的，所 

以结论成 ． 

推论 2 在式(7)成立的条件下，如果 

N( )： t．则 P( )是一条 DBICP． 

5 算法及算例 

定理4、定理5和推论2使得本文可以建立一 

个算法求解DBICP，通过二分法，重复运用有向图 

最长路算法进行迭代即可获得 DBICP，具体思路 

如下：让 ：0，如果 Ⅳ( )>t，那么 P[0]是 

DBICP(性质3)；否则让 =l，如果N( )≤t，那 

么 P[1]是 DBICP(性质2)；否则(7)成立，让 = 

0． ”= 1 

令 =[ + ”]／2 

如籼  一  inin (定 

理5)，这时让 = 
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如果 Ⅳ( )<f，那么 <Inj — (定 
P∈ Wtp 一wtp 

理5)，这时让 = 

重复上述过程直到 I N( )一t I<￡，E是一 

个小的正数．本节的定理使得上述算法能够收敛． 

具体算法步骤如下： 

步骤1 让 =0，如果N(0)>t那么P[0] 

是DBICP，否则转到步骤2． 

步骤2 让 =l，如果N(1)≤t那么P[1] 

是DBICP，否则转到步骤3．1 

步骤 3．1 让 =0， ”=1 

步骤3．2 令 =[ + ”]／2，如果I N(x)一 

t I<￡，那么p[ ]是DBICP，停止．否则转步骤3．3 

步骤3．3 如果 N( )>t，那么令 ”= ，否 

则令 = ．转步骤3．2． 

定理6 上述算法求得的路径是 ICP． 

证明 根据性质2、性质3以及定理3，定理6 

显然得证． 

图1给出了一个算例说明所提算法．图l是一 

个 1i节点的区间数计划网络，在该网络中有一条 

实数路径 l一 2一 5一勰 一vl1．假定完工期 

t=40，根据上述算法经过迭代，可以得到P = 

l一 3一v6一vl0一vll为该计划网络的DBICP， 

此时F(P ，40)=0．875．但是当t=41时，可以 

参 考 文献： 

得到P =vl—v3一v4一v7一v9一vlO—vll为 

该计划网络的DBICP，此时 F(p ，41)=0．941． 

圈 I 11个节点的区间数计划网络 

Fig．1 Interval projeet network with 1 1 nodes 

6 结 论 

针对不确定计划网络，本文给出了求解 

DBICP的跌代算法．该算法拓展了 Stefan Chanas 

和Pawel Zielinski关于 ICP问题的研究成果_1 J，通 

过定理6，本文证明了所提算法不仅是 DBICP，而 

且还是ICP．本文的研究还表明，网络中的DBICP 

依赖于限制期，限制期不同可能导致关键路 

(DBICP)有所差异．此外，本文提出的算法思路对 

解决相关交通网络问题[11,12 J也具有一定的借鉴 

价值． 
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Critical path for an interval project network 

HU Chun—lin ，CHEN Hua you2 

1。School of Business，Nanjing University，N明jing 2 10093，China； 

2．Graduate School of Management Science and Engineefing，Nanjing University，Nanjing 210093，China 

Abstract：According to the characteristics of interval plan network，this paper introduces the concept of interval 

critical path(DBICP)．By proposing some relevant theorems，we give an algorithm for DBICP，which extends the 

researches on interval critical path by Stefan Chanas and Pawel Zielinski． 

Key words：critical path；interval number；plan network 

附录 证明定理4 

“对 V ∈[0，1]，N( )是连续递增的” 

1)如果 1< 2，那么 

Ⅳ( 2)一Ⅳ( 。)= ∑ (( 一与)． 2+马)一 

∑ (( 一与) +与)≥ 

∑ (( 一匈)。 +与)一 

∑ (( —t4) +与)： 

∑ ( 一马)、( 一 )≥0 

因此 N(x)是一个递增函数 

2)如果 2≥ 1 

0≤I N(X2)一N( 1)I=N(X2)一N( 1)= 

∑ ((-to一与)啦+与)一 
(f· )∈p(x2) 

_、 

，』)∈p( l 

_1 

，J)∈p( 

一  

．』)∈P( 

(( 一与)． 1+与)≤ 

(( 一与)． ：+ )一 

(( 一与)． 。+与)= 

( ：一 )∑ ( 一与)≤ 
(1·』)∈p( ) 

) ma
(n]
x ( 一与)一 0 

当 2÷ 1+ 

如果 2<Xl时，运用同样的思路，有 

0≤I N( 2)一N( 1)I= N( 1)一N( 2)≤ 

( 一 ：)∑ ( 一与)一0 
( ，j)E P( 1) 

当 2一 1一，因此 N( )是连续的． 
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