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摘要：在实际的证券交易市场上存在着诸如交易费用、税收等摩擦．投资者在交易的过程中， 

不可避免的要受到市场摩擦的影响．作者以投资者为了获取最大的投资效用为目标函数，建立 

了摩擦市场上最优投资组合问题的数学模型，并提出一种适用于此类模型求解的内点算法，同 

时也给出了算法的具体实现步骤和一个具体的算例． 
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0 引 言 

由于在实际的投资市场中总存在着交易费 

用、税收等摩擦，他们对投资者的决策行为有着直 

接的影响．事实上，许多文献在讨论最优投资组合 

的选择问题时，已经考虑了这个问题以及其他的 
一 些问题 ．例如 Amott和 Wagner[1_发现，忽略交易 

费用会导致无效的投资组合；Ma0l ，Jacob[3 J， 

Bre肌 an【 
，Patel和 Subrahmanyam 等讨论了固定 

交易费的投资组合问题 ；Pogue[ ，Chen ，Jen和 

Zionts[ 
，Y0shimoto【 ]等讨论了可变交易费用的投 

资组合问题；秦学志等l10]研究了风险偏好对投资 

组合的影响．王春峰等l11 J给出了一种几何的求解 

方法；李仲飞，汪寿阳 给出了基于单纯形法的 

线性规划方法去求解摩擦市场的最优投资组合问 

题．而我们知道，由于单纯形法并不是一个多项式 

时间的算法，因此当问题的规模比较大的时候，单 

纯形法并不是一个很好的选择．由于证券市场的 

行情瞬息万变，为了快速及时的调整投资者的投 

资组合，一个有效的，快速的求解投资组合问题的 

算法就成为模型应用的关键． 

本文根据投资者在摩擦市场效用最大化的原 

则的基础上，提出了一个求解摩擦市场的投资组 

合问题的新算法 一内点算法．该算法可以证明是 

多项式的，而且本算法的起点为可行域外的任意 
一 点，因此初始值很容易设定． 

根据以前的论述 131，用于计算投资组合效用 

的一个函数如下，其 自变量为期望回报率和回报 

率方差 

u= 一1／2Aa； (1) 
式(1)中用期望回报率 R 来表示投资组合的回 

报，用回报率的方差表示此投资组合的风险， 是 

风险参数，并且 ≥0． 

在实际的投资组合的选择过程中还要涉及到 

证券买卖时的交易费用与税收，而且交易费用与 

税收对最优投资组合和投资组合的有效前沿有直 

接的影响．摩擦市场的最优投资组合问题已经有 
一 些学者应用单纯型法进行了研究 3 J． 

考虑这样的资本市场，它由一个收益率固定 

的无风险资产和 ／v个收益率为随机变量的风险 

资产组成．投资者追求扣除税收和交易费用后的 

投资组合效益的最大化．假定有基本收入税和资 

本收入税两种，并且风险资产的红利和交易费用 

在期末支付但在期初就已经确切知道．投资者在 

这个无风险资产和 ／v个风险资产之间分配其 

财富． 
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1 模型的建立 

记 

￡ —— 边际资本收入税率； 

to—— 边际基本收人税率； 
— — 风险资产 的红利率(等于期末红利 

收入除以期初价格)， ：1，⋯， ； 
— — 风险资产 i的随机收益率(等于期末 

价格除以期初价格)，i=1，⋯， ； 

r —— 风险资产 i的期望收益率 ]，i= 

1，⋯ ，几； 

rn+1—— 无风险资产的收益率； 
— —  和 的协方差 cov(? ， rj)，i， =1， 

⋯

，17,； 

ki—— 单位风险资产 i的交易费用，k ≥0， 

i= 1，⋯ ， ； 

Xi——将投资在风险资产 ( =1，⋯， )或 

无风险资产(i= +1)上的投资 

比例； 

?—— 已投资在风险资产 i(i=1，⋯， )或 

无风险资产( = +1)上的投资 

比例； 

于是投资组合 =( -．，‰， +1)的总资本收 

入是 

∑ 
i=l 

而总的基本收入为 

∑ i+ 1‰+1 
i=l 

风险资产 i的交易费c ，而交易费用 ci是新旧投资 

组合 =( 一，‰，‰+1)和 。：( ?，⋯， ， 

+1)之差的 型函数 

k f 一 0f f， = 1，⋯ ，凡 

因而总的交易费为 

∑c ∑kf l — l 

所以，投资组合的扣除税收和交易费用后的净收益为 

(1一￡ )∑ +(1一to)× 

[ i
= 1 

～  小 
= ∑[(1— ) +(1一 。) Ix + 

(1一to) +1 +1一∑k J 
i=1 

： ∑ Rixi+ +1Xn+1一∑ki I Xi— ? =2 + +1 1—2 I — 
i=1 i=1 

其中 

R =(1一 )r +(1一to)d 

是风险资产 ( ：1，⋯， )的税后收益率 

+1= (1一to)rn+1 

是无风险资产的税后收益率．投资组合的扣除税 

收和交易费用后的期望收益率是 
n+I 

g( )：∑ 一∑k l i— ?l 

其中 

R ：E[ f]：(一tg) +(一to)d1 t 1 to di =El尺f J=( 一 ) +( 一 ) 

是风险资产 (i：1，⋯， )的期望税后收益率． 

投资组合的扣除税收和交易费用后的净收益的方 

差是 

( )：∑∑cov( ， ) 
i=1 =1 

= (1一tg) ∑∑ 辑 

仍然以投资者效用的最大化作为规划问题的目标 

函数．有 
n+l 

ITICtX U：∑Rixi一∑ki I Xi— ?J一 =2 一2 I — J— 
i=1 i=l 

吉A( ) ∑i
= l j

∑
= l (2) 

s．t．∑ 1 

≥ 0， = 1，⋯ ， ，n + 1 

其中：第 1个约束条件表示资金全部分配到风险 

资产和无风险资产上，另一个约束表示禁止卖空 

风险资产和借贷风险资产． 

考虑问题(2)的等价问题： 

m 似 [ +：]一 
1A(1

一 tg) ∑∑ 
i=1 =1 

s．1． J 一 ?J≤ 2 (3) 

∑ I=：1 
i： 1 

≥ 0，i= 1，⋯ ，17,，n + 1 
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定理1 投资组合( ， ，⋯，X*n +1)是问题 

(1)的一个最优解，当且仅当存在 + 使得( ， 

⋯ ， +1，X*n +2)是问题(1)的一个最优解 II J． 

现令 

+ 
l 一 l+( 一 ) 

Ⅱ i 一 

d7 = 

则 

一  ?l一( 一 ) 
2 

d 一 d = l 一 l 

d — d 7 = 一 

d d = 0 

d ≥ 0，d7≥ 0 

可以证明以上问题(3)等价于如下线性规划问题 

m 。 『 一 ]一 

1 (1
一  )z 西 

一  

⋯ 1 = 1 

s．t．∑ki(d +d )≤ 
(4) 

d — d = — 0 
， i= 1，⋯ ，n 

∑ j==1 

d ≥ 0，d ≥ 0，i= 1，⋯ ，n 

≥ 0，i= 1，⋯ ，n +2 

式(4)为一个二次规划问题 

2 问题的计算 

前人对此问题 的计算一般直接应用 Lingo， 

Lindo等数学软件，也有一些学者_1 J提出了一种 

线性规划的算法，另外还有几何的解法[11]．但是 

这些算法对于规模很大的问题应用起来十分困 

难．因此提出一种适合大规模的此类问题求解的 

算法是非常必要的．近年来，内点算法作为一个从 

全新的思路来求解线性规划和非线性规划问题的 

算法在国际运筹学界已经比较成熟，其基本思想 

是从可行域内甚至可行域外的任意一点作为迭代 

的起点，通过对最优方向和步长的逐次搜索逼近 

问题的最优解．其求解的效率也得到大家的承认． 

在这里针对摩擦市场上的投资组合问题给出的一 

种一般形式的算法描述，本算法的迭代起点为可 

行域外的任意一点，这无疑对问题的求解造成很 

大的方便． 

二次规划问题(QP)： 

min(cT +吉 Qx) 

Ax = b 

≥ 0 

其对偶问题(QD)： 

m nx(6 一吉 Qx) 
s．t． = c— AT!， 

， S≥ 0 

构造齐次可行性模型(HLP)： 

= r6 

AT!，+ —Qx= rc 

bTy——cTx ： 0 

， S，r，0≥ 0 

令 = +×R × +×R++×R++，并且( ， 

!，， ，r． )∈ 为任意一点，定义误差为 

尺。= rb —Ax。
，原始齐次误差 

Rd=rc—ATy。一 。+ 对偶齐次误差 

r=一(0。一bTy。+c 。) 目标函数误差 

“=[(X0) S。+r。 。]／(n+1) 

定义非可行的中心邻域为 

Ⅳ( )={( ，!，， ，r， )∈， ：ff( rO)一 
“e +1 ff≤ }， ∈(0，1) 

搜索方 向(d ，d!，，d ，dr，d )为如下线性 系统 

的解 

d + Sdx = 7ue— Xs 

rdO Odr = 7u — rO 

Adx—bdr= (1—7) 

I4 d +ds—drc—Qdx=(1一)，)Rd 

d 一6 d!，+c dx=(1—7)r 

在这里 7∈ [0，1]． 

任给( 。， ， 。，r。，0o)∈ +×R” × +× 

R+× R+ 

非可行内点算法的具体实现过程为 

步骤 1 给定 ( 。， ， 。，r。，0o)= (e，0，e， 

1．1) 
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步骤2 解如下线性系统 

ds+ Sdx = 7ue— Xs 

rdO Odr = 7u— rO 

Adx—bdr=(1一 ) 

Td +ds—drc—Qdx=(1—7) 

d 一6Td +cTdx=(1一 )r 

计算结果为 Ax=(d ，d ，ds，dr，d ) 

步骤 3 令 ： 。+Ax，u = M。+△u， 

R =R +ARd，R：=Ro+ARd，r =r。+△r进 

行迭代． 

步骤4 如果Ek>e(Ek=mox{fl R ／r ， 

ll R3 ／r ，(n+1)u ／r })贝0令】ic=】ic+1回至0 

步骤 2．否则算法中止．e为很小的一个正常数． 

3 算例 

令 

给出一个数值的例子来验证算法的有效性： 

凡 = 3，t = 0，A = 0．6 

后1= 后2= k3= 0．005 

R1= 0．25，Rz= 0．20，R3= 0．18，R4= 0．10 

?= 2= 9=0 

11= 0．25，O"22= 0．21，0"33= 0．14 

12 21 0．10，0"13 0"31 0．17， 

0"23= 0"32= 0．05 

由式(6)可知： 

系数矩阵 

由式(3)得到 

mllx(0．25x1+0．20x2+0．18x3+ 

0．10x4一 5)一0．3(O．25x}+ 

0．21x；+0．14x；+2 X 0．10x1 2+ 

2 X 0．17x1X3+2 X 0．05xzx3) 

s．t．0．005(d +d +d + 

d +d +d )≤ (5) 

d — d = 1 

d 一 d = X2 

d§一屯 =X3 

1+X2+X3+X4 1 

d ，d ，d ，d ， i，d ， 

X1，X2，X3，X4，X5≥ 0 

添加相应的人工变量可得 

mllx(0．25Xl+0．20 2+0．18x3+ 

0．10x4一 5)一0．3(O．25x{+ 

0．21x；+0．14x；+2 X 0．10x1 2+ 

2 X 0．17x1X3+2 X 0．05XzX3) 

s．t．0．005(d +d +d +d + 

，

di di)一 5+s1=o (6) 

d — d = 1 

d 一 d = X2 

一 dj =X3 

1+ X2+ X3+ X4 1 

d ，d ， ，d ，d ，d ， 

1，X2，X3，X4，X5， 1≥ 0 

0 0 0 0 — 1 0．005 0．005 0．005 0．005 0．005 0．005 1 

l一1 0 0 0 0 1 0 0 —1 0 0 0 f 

A ：l 0 —1 0 0 0 0 1 0 0 —1 0 0 
f l 0 0 

— 1 0 0 0 0 1 0 0 — 1 0 
l L 
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

b ： 『0 0 0 0 1]T 

c：一『0．25 0．20 0．18 0．10 —1 0 0 0 0 0 0 0J 

r0．25 0．10 0．17 ] 
f l l 
0．10 0．21 0．05 0 I 

= 0．6 X I I 1 0
． 17 0．05 0．14 l l f 

L 0 0J 
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计算结果为 

Result= l0．744，0．256，0．000，0．000，0．005， 

0．744 ，0．256，0．000，0．000，0．000， 

0．000，0．0003T 

即 

Xl= 0．744 ，X2 = 0．256，X3 = 0．000，X4 = 

0．000，X5= 0．005 

di=0．744 ， = 0．256，d = 0．000，di-= 

0．000，d = 0．000，d = 0．000 

1= 0．000 

也就是 说投 资 者 的最优 投 资组 合 为 = 

[0．744，0．256，0．000，0．00O]T． 
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Abstract：There aI1e frictions in real stock market such as transaction costs and taxes．etc．The optimal portfolio se— 

lection should be affected by market frictions definitely．In this paper，we took the maximtllTl utility of the investor 

as the objective function and we presented an infeasible interior point algorithm for quadratic programming to solve 

the proposed mode1．Th e optimal solution and the steps of applied algorithm were presented also． 

Key words：portfolio selection；quadratic programming；utility；friction 
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Real option valuation of R&D project with patent 

XUE M g—gao，GONG Pu 

Department of Finance，College of Management，Huazhong University of Science and Technology，Wuhan 430074， 

China 

Abstract：The investment model of R&D project with patent is developed in the paper．The R&D investment pro— 

cess divides into two stages by the characteristics of R&D investment process．Th e reseall2h stage is considered as an 

European option．Th e development stage is considered as an American perpetual option．Th erefore the investment 

opportunity in R&D can be thought of as a compound option．The analytic valuation formula for the R&D option and 

optimal investment policy are derived。It is discussed that the effect of the patent breadth on the R&D option value 

and R&D investm ent po licy，and presents the condition to apply for a patent． 

Key words：patent breadth；R&D option；R&D investm ent；optimal investm ent threshold 
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