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基于经验相关矩阵的区 间主成分分析
①

郭均鹏
,

李汉华
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,

天津

摘要 给出了针对 区间数据样本的主成分分析方法 为此
,

首先研究 了区间数据样本的经验描

述统计量
,

其 中包括单变量的均值与方差
、

双变量的协方差与相关 系数 然后
,

基于经验相关矩

阵
,

给出了区间主成分分析的算法
,

该算法最终得到 区间数表达形式的主成分取值 最后给 出

算例
,

分析表明文 中方法实施简单
,

克服 了区间主成分分析现有方法的缺点
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概 述

主成分分析
,

简

称 是把原来多个变量划为少数几个综合指

标的统计分析方法
,

从数学角度来看是降维处理

技术 传统的 方法是针对实数样本的
,

即每

一个样本数据用
“

点
”

数来表示 而在实际中由于

观测误差或信息不完备等原因
,

经常会遇到用 区

间数表示的样本观测值 针对区间数据的主成分

分析方法称为区间主成分分析

一些文献对 区 间主成分分析方法进行了研

究 ’一 〕其 中最重要 的两种方法 是 顶 点 法
〔’

,

, 〕和中点法
一

川 顶点法从几何意

义上将每一个区间数据样本看成一个具有 个

为变量个数 顶点的超矩形
一 ,

并

将原始的数据矩阵化为一个
· “

维 为

样本个数 的实数矩 阵
,

然后对其实施传统 的

显然该方法存在着在随着 的变大而计算

量指数增长的缺陷
’〕 而中点法则简单地将每一

个区间数用其中点来代替
,

虽然计算量少
,

但却丢

失了数据信息

本文接下来将首先给出一些文中将要用到的

概念和理论 然后讨论区间样本数据的描述统计

量的计算
,

其中包括单变量的均值与方差
,

以及双

变量的协方差与相关系数 基于此
,

讨论针对区间

数据的主成分分析方法 最后给出算例

基本概念与理论

区间数及其运算
二 「

,

刘 二 〔 毛 见
, 〔 汛 称为一

个区间数
,

和 无分别称为区间数的下限和上限

当 无时
,

区间数退化为一个实数 以区间数为

分量的向量称为区间向量
、

为任两个区间数
,

卜
, 一 , ,

是

一个二元运算符
,

则两个 区 间数的运算定义为

二 ,

州
,

运算结果仍为一个

区间数 当 为除法时
, 偌

一

主成分分析

设 二 户
。 ,

为样本矩阵
,

考虑对标准化的

数据进行主成分分析 记样本相关矩阵为
,

人 , 妻

人 ⋯ 〕 人,

为 的特征根
,

相应的单位特征向

量记作
, , ,

⋯
, , ,

则
, , ,

⋯
, ,

为列
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正交矩阵 称为主成分 。‘

李
表示第

艺入
二

个主成分的方差贡献率
,

定义 乏
‘ 为前 个主

成分的累计贡献率
一 ‘, 〕

一
一一

式 对 求导
,

可得 的经验密度函数

分
二

买六
工 二丝亘生上

昌

区间样本数据的描述统计量 其中
,

几
·

是集合 的指示函数
,

为区间数

的宽度

设
,

⋯
, 。 表示 。 个样本点

, , ,

⋯
,

弋为

个区间变量
,

若。 二 「。 , 。」表示样本 在变量 戈 玄

上的区间观测值
,

则样本矩阵可表示为

于是
,

可如下求得区间变量 的均值
’ , , 、 、 二 ‘ ,

又 一 乙 石二于丁万灭二万
一 , 仄几 沙一 “ ‘气乙 气儿

, , ,

〕 ⋯ , , , 队
二

仄几 无 一 石几 石、 六履‘、 · 若无 ’‘ ’一
一一

」 同理
,

可求得 的样本方差

仁
, , ,

」
二 , 二 〕

一

一一

其中
,

」表示区间样本矩阵
,

以区别于一般的样

本矩阵

均值和方差

考虑某一特定的区间变量 ,
,

假设第

个样本的观测值为 二 「若
,

牙 〕
, ,

⋯
,

司
,

并且假设变量在该 区 间上服从均匀分

布
,

即

么

一 子壳

无 一 兰无

,

子、 簇 牙

孔

“’

表蕙‘乳 · 壳
,
’ 一

寿「蕙‘ · 、
〕

协方差和相关函数

采取与求解区间变量的经验均值和方差类似

的方法
,

可进一步得到二维变量
, ,

的描述

统计量

设区间样本集合为
,

的样本观测值为
, ,

凡
, ,

⋯
,

在矩

形 无 二 几 瓜 无 些 、 ,

压 〕
,

「些
、 ,

风
、
〕上取值 类似于单变量情形

,

仍然假设二维变

量
,

凡 在矩形 上分别服从均匀分布
,

则

可得到
,

凡 的经验联合密度函数

‘,

一一感尸

进一步
,

假设每个样本均以 的等概率被

观测
,

那么变量 的经验分布函数为 个服从均

匀分布的随机变量 劝
, ,

⋯
,

司 的综合

因此
,

由式 可得 的经验分布函数为

若
,

若
若,

上 些卫述道业兰丝
概

凡 工 乏
‘ 任

些二鱼 无

孔 一 咨
乳

其中
,

, 仔
, ,

若 表示 烤
, ,

若 是 否 落在 矩 形

的指示函数 是矩形的面积

于是
,

可如下推导得到 和 瓜 间的经验协

方差

其中
,

表示集合 的元素个数

例如
,

设区间值变量在样本集合
,

⋯
,

上的观测值为

「
,

」「
,

」仁
,

」「
,

」

「
,

〔
,

」「
,

」
, ,

」

为了求得
, ,

根据式 有

· ,

、 · 二

丘丘。 一 、 。

杏, ,

若 若
, ,

鳍

将式 代人
,

可得

。 ,

蕙 , 一 些、, 。 一 些。

二

丢
一 一

二, 一一一丁 二, 一二一一一二一一二 二
一 万 一 万

一
,

、
一一二

一

丈
。

,

。。。 、 。 一

元元 , ,

通过运算
,

最终求得协方差函数为
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,

凡 众妙礼 些、,

气 匹。
表 区间样本数据表

叉 无 ,

艺 见二 二

在此基础上
,

可进一步求得 , 和 凡 间的相关

函数
,

尤 ,

’二

弄表
其中

,

民 和 分别由式 和式 计算得到

基于经验相关矩阵的主成分分析

样样本本 变量量

凡凡 凡凡
,

〕〕 一
, 一 ,

〕〕
,

〕〕
, 一 , 一 〕〕

, ,

〕〕
, 一 , 一 」」 仁

,

〕〕
,

, 一 , 一 ,

〕〕 仁
,

〕〕

〔
,

〕〕 一
, 一 〕〕

,

〕〕
,

〕〕

仁 一
,

刃刃 仁
,

」」
,

」」 仁
,

,, ,

〕〕 仁
,

」」
,

〕〕
,

,

〕〕
, ,

〕〕
,

基于上一节给出的区间数据经验相关函数的

计算方法
,

可按照下述算法实施区间主成分分析

算法 基于经验相关矩阵的主成分分析

步骤 由式 计算得到经验相关函数

矩阵
,

按 的方法实施
,

得到列正交的特

征向量矩阵
,

记为

步骤 将
, ,

按元素的正负符号

分解为两个矩阵 和

表 为由算法 得到的特征值及其累积贡献率
表 特征值及其累积贡献率

特特征值值

累累积贡献率率

选取前两个主成分
,

分别记为尸 , 、 ,

累积
贡献率达到 表 为各样本在 尸 , 和 尸 上

的区间值 将表 的数据绘制成图
,

如图 所示

国
犷耻

〕

日厂气

气

气气,‘一刁勺气

一

“舀’
尸

一 “

气
,

当 气办

,

当气

气
,

当 气簇

,

当 。

护了、‘

一一
十 , , ,

困国

显然
, 一

包含了 的非负 非正 元素
,

而

其负 正 元素被替换为

步骤 分别由下述式 和式 计算

得到区间主成分
二 叉召

一
召

二 叉刀 叉刀
一

其中
,

匹和 分别为样本数据矩阵 的下限值

和上限值 和 分别为区间主成分的下限值和

上限值

图

一 一

各样本的前两个主成分的区 间值示意图

表 前两个主成分的区间值

算例分析

以文献 「 」中的数据表为例
,

进行分析 表

为区间样本数据

丢丢举 一盗
主成分分

邝邝干月盆盆 尸

一 , 一 〕〕 一 , 一

一 , 一 〔
,

〕〕

,, 仁一 , 一 二二 〔
,

」」

一 , 一 ,

〕〕

〔一 , 一 〕〕
,

, ,

〕〕
,

仁一 , 一 〕〕
,

,

一 , 一 」
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基于上述结果可对其作进一步的分析
,

但已

不是本文重点
,

故不再赘述 与文献 「 中的顶点
法和中点法相 比较

,

计算结果相似
,

前两个主成分
的累计贡献率均接近 但文中方法基于区间

数据直接计算相关矩阵进行主成分分析
,

方法简

单直观且不丢失信息
,

克服了顶点法计算量大与

中点法损失数据信息的缺点

结 论

通过计算区间数据的相关矩阵
,

提出了一种

针对区间数据的 的新的方法
,

给出了具体的

实施算法 将来可进一步研究区间数据的其它统

计方法的求解
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