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摘要 以著名逆向拍卖网站 为背景
,

研究买方定价和卖方定价下 的收益管理 问题 假

定顾客到达是一任意的更新过程
,

决策时刻为顾客到达 时刻
,

所 以 决策是 离散时间的 建立 了

两种定价方式下的马氏决策过程模型
,

获得 了最优策略的表达式 在传统收益管理 问题 中
,

通

常是卖方定价
、

连续时间决策
、

同时需要假定顾客到达是一 过程 对于买方定价
,

文 中

证明了
,

卖方是否知道到达顾客的报价信息不影响他的收益 同时
,

随着剩余物品数的增加
,

卖

方的期望收益递增
,

而边 际收益递减
,

最优价格 或报价 递减 文 中讨论两种定价方式下 卖方

的期望收益之间的关 系 考虑 了顾客需求是多重的情形 最后
,

数值分析表明文 中所得的结论

是成立的
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引 言

电子商务为新的商业模式提供了广阔的天

地
,

同时各种商业模式也丰富了电子商务的发展
,

其中之一就是 以 为代表的逆 向拍卖模

式 自 年 月开始运行至今
,

已经

有超过 万的注册用户 年
,

销

售了 万张机票
,

万酒店人住定单
,

万

车辆出租 日 年 的营业收人为

亿美元
,

比 年增长了 国内近期开通

的
一

网站
,

则更进一步允许顾客与酒店进

行讨价还价

在 中
,

到达的顾客有一个报价
,

卖方

如果接受这个报价
,

则成交
,

交易价格为顾客的报

价 否则
,

卖方拒绝
,

则顾客离去 本文称这种交易

方式为买方定价
,

区别于传统收益管理中的卖方

定价 而
一

网站上的定价方式则是卖方定

价与买方定价这两种方式的结合

和 。 调查发现川
,

具有易腐性

的商品 如机票
、

旅店房间
、

租车等 常采用逆向

拍卖方式
,

这是因为这类商品的价格具有不确定

性
,

影响价格变化的因素比较多
,

价格差异相对比

较大
,

所以对卖方来说比采用 固定价格获得的期

望利润要高

销售易腐商品的常用方法之一是卖方的动态

定价
,

卖方通过价格的调整来提高收益 这方面的

研究是收益管理的范畴 在传统的收益管理研究

中
,

假定卖方确定一个最优的价格策略 二
,

,

它表示 时的价格为八 在 时到达的顾客

如果接受价格
, ,

则成交
,

成交价格是
,

否则
,

顾

客离去 这方面的文献已有很多
,

如文献仁 一 ,

近期综述可见文献仁 」

本文将讨论销售易腐商品的买方定价和卖方

定价这两种交易方式
,

运用马氏决策过程分别建

立其数学模型
,

获得最优策略的显式表达式
,

其中
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本文并不要求顾客到达过程是 过程 在此

基础上
,

讨论最优值函数和最优策略的性质
,

并将

其推广到顾客有多重需求的情形 最后
,

本文将对

模型进行数值分析

买方定价

矶
, ,

矶
, ,

尸

最优方程 右边第 项表示卖方接受顾客的报

价 时他的期望总收益
,

第 项表示卖方拒绝顾客

报价 时他的期望总收益 边界条件分别表示当

拍卖结束时
,

以及当没有剩余物品时
,

卖方的期望

收益均为零

下面讨论卖方的最优策略 定义
考虑 如 下 的 情 形 卖 方 通 过 网 站 如

要在 时间内销售掉 件物品
,

没有销

售掉的物品的价值为零 顾客的到达服从一个更

新过程
,

即相继到达间隔时间互相独立 ② 每一个

到达的顾客对待购物品进行报价
,

它是私有信息
,

即每位顾客知道 自己报价的值
,

但别人不知道其

具体值
,

只知道它是一个分布函数为
·

的随

机变量
,

其中 表示顾客到达时拍卖的剩余时间

卖方收到顾客的报价之后
,

立即决定是否接受顾

客的报价 如果接受
,

则交易成功
,

交易价格是顾

客的报价
,

同时物品数量减少一个 否则
,

此次交

易失败
,

物品数量保持不变

引人如下的符号
, ,

状态变量
,

它表示在拍卖的剩余时

间为 时
,

有一报价为 的顾客到达
,

此时剩余的

物品数是
·

拍卖的剩余时间为 时到达顾客报价

的分布函数

“
·

在 时刻有一顾客到达的条件下
,

下

一个顾客到达间隔时间的分布函数

连续折扣因子

令
, ,

川 表示卖方在状态
, ,

川 处的

最优值函数 那么
,

由胡奇英【 〕中对非平稳半马

氏决策过程的结论可知
,

矶
, ,

川 是以下最优方

程的唯一有界可测解

,
· · ,

卜 一 。 卜
占 , ,

‘
一 。 。 一

一工
’

。 。一
,

一 ,
叮 双

,

叹

一工
’

仁。 ‘

一
。, 一 “

, 一 ,

叹

可以得到以下结论

命题 卖方的期望收益
, ,

川 随剩余

物品数 递增
,

并且其最优策略是 在
,

时到

达顾客的报价达到或者超过
‘ ,

时接受
,

否

则拒绝

证明 对 用数学归纳法
,

容易证明 矶
, ,

随 递增 后一关于最优策略的结论由最优方

程 很容易得到 证毕

本文称
‘ ,

为卖方的最优接受价
,

显然
,

它具有通常的含义
,

即它表示在
,

时到达一

个顾客时
,

卖方拒绝与接受其报价之间的边际收

益之差 当拒绝的边际收益超过
‘ ,

时
,

拒绝

对于卖方来说是最优的 否则
,

接受是最优的

买方定价信息对卖方不起作用

护呱
护

卜队匕

, ,

一 。“
, 几 一 ‘

,

下面将简化上节中所得到的最优方程 注意

到方程 右边的两个积分表达式
,

引人如下的

函数

工
’

。 ‘

一
“ 。 , ,

工
’

。 ‘ , ,
。 。

满足边界条件

此处仍然使用记号 矶
,

只是它只有两个变量
,

这样

不至于引起混淆 由此
,

由最优方程 及最优策

略
‘ ,

的定义
,

可以得到

②在通常的收益管理中
,

需要假定顾客的到达过程是一 过程 而本文的假定没有这么强
,

仅仅要求顾客到达间隔时间是相互独

立的
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‘ , · , 上
。 ,

,

〔, 一 。 卜
,

一 ‘
,

、, 卜 。

‘, , 。‘·
, 」

‘ , 十

兀
’‘” ’‘ ,

一工
’

矶

一
、, 卜 。 ,

‘

, 」
,

‘
,

’ · , ‘

一 。 ‘ 一
,

。 ￡

二
。 , , , ‘ , · ‘一 ‘

,
· · ,

小
一

‘ 一
, 一 ‘

, 。

同时
,

对任一 〕
,

考虑以下策略当 。时
,

接

受该顾客
,

否则
,

拒绝该顾客 而在余下的时间中
,

按最优策略行事 则此策略下的期望报酬不高于

叭
, ,

因为这 是在 最优策略下 的期 望 报

酬 于是
‘ , · , 广

‘ ,

一 , , 式 , , ·

上
,

· ,
, 。 ,

广一 。 卜
￡ ,

· ,
‘ ,

, 只 , , ·

上,, 一
“ 矶 ‘

, 一 叹 , 只 尹

, 。

一 。 ‘ 一
, · ‘

上
, 。 , , · 〔‘ 一 , 。

, 〕一矶 卜
,

一 叹

以上两式说明
, ,

是以下方程的解

。 ‘ , ·

哪
·

, 。 一 。 ‘ 一
,

· 占

工
’ , , ,

【 一 。 一 一
,

一 ‘

叹

且最优策略
‘ ,

仍然取得以上方程中的上确

界
,

而边界条件仍然是 矶
,

矶
, 二

由马氏决策过程的理论可知
,

以上方程是以下问

题 本文称之为买方定价 的最优方程
,

矶
,

是方程 的唯一有界可测解
, ’ ,

是相

应的最优策略
,

且可写为
,

‘ , ‘ 二

一 △。 ‘ 一
,

‘
,

一

其中
,

△矶 一 , ,

矶 一 , 一 叭 一 ,

是 矶 一 、 ,

关于变量 的一阶差分

买方定价 是这样的问题 它与上面引入的

买方定价问题类似
,

卖方通过网站要在 时间内

销售掉 件物品
,

没有销售掉的物品的价值为零

顾客的到达服从一个更新过程
,

即相继到达间隔

时间互相独立同分布 每一顾客都有一报价
,

它是

私有信息
,

即 时到达的顾客知道 自己报价的值
,

但别人不知道其具体值
,

只知道它是一个分布函

数为
。 ·

的随机变量 但与买方定价不同的是
,

在顾客到达时
,

卖方确定给此顾客的一个价格低

限
’ ,

当且仅当顾客的报价不低于
‘

时
,

卖方才

会接受
,

从而顾客按其报价购买一件物品 由于成

交价是买方确定的
,

所以这个问题仍是一个买方

定价的问题

需要指出的是
,

买方定价 与前面讨论的买

方定价问题的区别在于
,

在这儿
,

买卖双方的交互

作用如下 顾客到达时
,

首先
,

卖方确定价格低限
’

然后
,

顾客报价川最后
,

比较
’

与 的大小
,

以确定是否成交 而在上面讨论的买方定价中
,

顾

客到达时即报价
,

然后卖方确定接受价
,

最后比较

二者的大小以确定是否成交 但上面的讨论说明

这两种定价方式是等价的 买方的付出与卖方的

期望收益在两种方式下都是相同的

对卖方而言
,

注意到在买方定价中
,

买方到达

并且报价在先
,

一旦报价就公开了他的信息
,

而卖

方则依据此在其后制定最优策略 在买方定价

中
,

卖方制定最优策略在先
,

顾客报价在其后
,

因

而卖方在制定最优策略的时候并不知道买方的报

价信息 所以这两种模型中的信息结构是不同的

但这两种模型间的等价性说明是否知道到达顾客

的保留价 报价 信息是无关的
,

也即到达顾客的

保留价信息对卖方不起作用 由此
,

即得 以下

定理

定理 卖方是否知道到达顾客的保留价对

他没有影响

前面已经证明了两个模型是等价的
,

因此
,

所

讨论的性质
,

只需在两个模型中证明一个就可 以

了 由等价性
,

另一个就是显然成立的 因此
,

前面

的命题 中的结论对二者也都是成立的 可 以得

到以下的定理

定理 对于买方定价
,

卖 方 的期 望 收益
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矶
,

随剩余物品数 递增
,

边际收益 △矶
,

叭
, 一 矶

, 一 随 递减
,

最优价格
’ ,

随 递减

证明 首先
,

对 用数学归纳法 即可证得

矶
, 。 是 。 的递增函数 再与魏轶华

,

胡奇英

中完全相同的可 以证明
,

叭
,

是 的凹函数
,

所以 么叭
,

随 递减 由此 即知最 优价格

尸
‘ ,

随 递减 证毕

以上定理是说
,

卖方的期望收益随剩余物品

数的增加而增加
,

但其增加的值则是下降的

前一模型中相同
,

分别表示剩余时间为零时或者

没有剩余物品时
,

卖方不会有收益

记

, , , · , 。 ,

一 、。
一

, · ‘ 十

一 ‘ 口 」 一 ‘

买
。一 、。 , 一

,

一 。

表示最优方程 右边大括号中的项 则在状态
,

时卖方给到达顾客的最优价格必须满足一

阶条件
, ,

卖方定价 叮
‘ ,

为下式的解

整理后
,

可得最优策略

现在考虑卖方定价的情形 与前相同
,

假定卖

方通过网站 如 要在 时间内销售掉

件物品
,

没有销售掉的物品的价值为零 顾客的到

达服从一更新过程
,

即相继到达间隔时间互相独

立 每一顾客都有一保留价
,

它是私有信息
,

即

时到达的顾客知道 自己保留价的值
,

但别人不知

道其具体值
,

只知道它是一个分布函数为
, ·

的随机变量 但与买方定价的不同之处是
,

在顾客

到达的时候
,

卖方需要确定给此顾客的一个价格
’ ,

当且仅当顾客的保留价不低于
‘

时
,

顾客才

会接受卖方的价格购买一件物品

对此
,

本文定义状态
,

表示在剩余时间

为 时有一个顾客到达并且此时的剩余物品数量

为
,

记卖方的最优值函数为 。 ,

则由胡奇

英可知 习 ,

矶
,

是 以下最优方程的唯一有界

可测解

、
, · 二 。 一 、 一

, · ·

‘ 一 ,

〔 一 , 。 〕一
。

一
,

一 ‘ ,

,

边界条件是
, ,

最优方程右边中的第 项表示到达顾客的保留价

低于卖方确定的价格
,

从而不成交
,

卖方的期望收

益就是未来的期望收益 第二
、

三项分别表示到达

顾客的保留价不低于卖方确定的价格时
,

从当次

交易中的获益
,

以及未来的期望收益 边界条件与

。 一 · 。

买一
△、 ‘ 一

,

。

其中 △巧 一 , 一 、 , 一 一 , 一

, 城 叮 一 , 口 为分布函数 , 的

一般失效率 在收益管理的文献中经常会假设递

增一般失效率
,

即 随 递增 参见文

献〔

最优值函数和最优策略具有以下性质

定理 最优值函数
,

是 的递增

凹函数
,

边际收益 △ 。 ,

随 。 递减

在 假设下
,

最优价格 叮
‘ ,

随

递减

证明 与定理 的证明类似

由上一步的结论可以得到式 右边随

递减
,

而由 假设可以得到式 左边随 递

增
,

因此可以容易得到
‘ ,

随 递减 证毕

以上定理的结论与买方定价的定理 中的结

论相同 故而其含义也与定理 中的相同
,

这里不

再给出

本节最后指出
,

从买方定价的最优方程

和卖方定价的最优方程 容易推测
,

二者的最

优值函数之间有下面的关系式
。 ,

簇
, , ,

实际上
,

这从两个最优方程右边第 项即可容易

的看出

但是
,

在两种定价方式中
,

分布函数 具有

不同的含义 在买方定价模型中
,

它表示顾客的报

价分布
,

而在卖方定价模型中则表示顾客的保留

价分布 显然
,

这二者是不 同的 所以实际上卖方

定价和买方定价下卖方期望收益之间的关系将是
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比较复杂的 关于报价和保留价之间的关系
,

将在

另文中作进一步的讨论

’ ,

是下面方程的解

一 一 ’ 巧 ‘

多重需求
乏

。

二

、 , 一

乏
。 ‘ 一 , 一

本节进一步研究到达顾客的需求量是多重的

情形
,

即需求量 若是一个取整数值的随机变量
,

设

尸 若 二 。 , , ,

⋯
,

艺
。

进一步假
二

定 顾客所有需求的价格相 同
,

顾客的需求

可以部分满足
,

即当其需求量超过卖方手头剩余

的物品数时
,

他购买所有剩余的物品 仍记买方定

价下
、

卖方定价下 的最优值函数分别为 矶
, ,

。 ,

砚

在传统的连续时间收益管理动态定价问题的

研究中
,

一般假定需求是单个的 而本文则给出多

重需求下最优价格的显式表达式 由此进行数值

计算
,

将是十分方便的

数值分析

在买方定价下的最优方程为

。 ‘ , ·

臀
· , 一 。 ‘ 一

, · ·

卜 剪
。 八 ·

上
’ , , 卜

〔卜 。

氢
。

一 。 卜
,

一

边界条件仍为 矶
,

叭
,

与前一

样
,

对上式右边括号中项求导
,

令其等于零
,

可得

卖方的最优接受价为

尹
’ ,

艺
丁二一 一 从 ‘

一 ’

。

爪

又
、

叉
。

叭 一 “ , “ 一

从以上所给出的最优方程与最优价格可知
,

定理 和定理 中给出的单个需求下的性质
,

在这

儿可能不再成立了

在卖方定价下多重需求时的最优方程为
卫“

, · , 二 ·‘ 。 一
” ‘

一
·

叹 一 只 」、乏
。

仁卜 。 〕

氢
·。

一 、 卜
,

一
‘

边界条件仍为
, 。 ,

与前面

一样
,

通过一 阶条件
,

可 以得到卖方的最优价格

受篇幅所限
,

且买方定价和卖方定价模型的

分析过程相似
,

这一节将以买方定价情形为例
,

用

数值分析的方法讨论最优值函数和最优价格的性

质 由于买方定价模型和买方定价 模型是等价

的
,

因此只需对其中一个模型进行数值分析
,

得到

的性质由等价性即可知在另一个模型中也是成立

的 下面将选择对买方定价 进行数值分析

考虑顾客的三种报价分布 报价服从 「
,

上的均匀分布
,

此时当顾客的到达过程是率为

人 的 贻 过程时
,

需求函数是线性的 人 一

报价服从 妇 一 一乙 ,

此时当顾客的

到达过程是率为 人 的 过程时
,

需求函数是

乘式的 报价服从参数为 的指数分布
,

此时当

顾客的到达过程是率为 人 的 过程时
,

需求

函数是指数的

设定参数值如下 总时间
,

机票总数
,

加式及指数需求情形下
, ,

而乘式需

求情形下价格必须大于
,

所以设定 假设顾

客的到达过程是 过程
,

到达率为入 取

折扣因子 通过编程计算
,

分析三种需求函

数的性质 最优值
,

分别是剩余时间 及剩

余物品数量 的凹函数 边际收益随剩余时间 递

增
,

随剩余物品数量 递减 最优价格
,

随

递增
,

随 递减 其中
,

关于 的性质
,

已经在定理

中得到证 明
,

这里通 过数值分析进一步得到

验证

下面分以下三种情况来讨论
,

由于三种需求

形式下的情形是完全相同的
,

所以只给出指数需
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求下数值结果的图示

边际收益随
,

变化情况

由图 可知
,

三种需求函数情形下的边际收

益都随 递增
,

随 递减 说明剩余时间越长
、

剩余

物品数量越少
,

边际收益越大 也可以理解为
,

越

接近交易结束时间
、

或者未交易的物品数量越多
,

边际收益越小

结束语

最优价格
,

随
,

的变化情况

由图 显示
,

三种需求函数情形下的最优价

格
,

都分别随 递增
、

随 递减 说明剩余时

间越长
、

剩余物品数量越少
,

卖方需要确定的最优

价格越大
,

因而所获得的边际收益也就越大 亦可

理解为
,

越接近交易时间结束
、

未交易的物品数量

越多
,

卖方为了最大程度获取最大收益
,

不得不降

低最优价格
,

从而达成交易

宁 , 刀

最优值
,

随
,

的变化情况

由图 显示
,

三种需求函数情形下的
,

本文基于逆向拍卖 网站
,

研究了买

方定价和卖方定价这两种方式下 的收益管理问

题 与传统收益管理问题最明显 的区别有三 其

一
,

这儿的决策时刻点是顾客到达时刻
,

所以是离

散时间的 其二
,

这儿不需要像传统收益管理中那

样假定顾客到达过程是 过程
,

而是一般的

更新过程 其三
,

本文建立了其马 氏决策过程模

型
,

获得了最优策略的显式表达式
,

而在传统的收

益管理中
,

是很难获得最优策略的表达式的 对买

方定价
,

本文证明了
,

卖方是否知道到达顾客的保

留价不影响他的收益 同时
,

随剩余物品数的增

加
,

卖方的期望收益递增
,

而边际收益递减
,

最优

价格 或报价 递减 本文还讨论了两种定价方式

下期望收益之间的关系
,

以及多重需求的情形 数

值分析表明文中所得到的结论是成立的

进一 步 地
,

可 以 研 究 基 于 双 向拍 卖 时

买卖双方交易机制问题
,

比较这儿离散

决策下的卖方定价与传统的连续时间收益管理

问题 另外的一个 问题是本文所建立模型 的计

算问题
,

即如何计算最优值函数 最后
,

本文 的

模型都是在有顾客到达时的决策
,

这与排队系

统中的到达控制 见文献 〔 〕
,

或文献 「 」中

第 章 有共同的地方
,

需要进一步研究二者

之间的关系
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陈剑和尤建新曾对本文的初稿提出过宝贵

的意见
,

特别是买方定价和卖方定价 的 比较 问

题 同时
,

本文也受益于运营管理与金融决策研

讨班上各位同仁的宝贵意见 作者深表感谢
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