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基于远期利率分解技术的三 因子 2 #+ 模型研究
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摘要
%
在 & ∋( 框架下远期利率期 限结构可以分解成两个成分 函数

,

其中一个表示观测到的初

始远期利率 曲线
,

另一个表示远期利率的动力学演 变过程
)

由于两者具有相 同的参数
,

因而采

用这种分解技术可以简化 &∋ ( 类模型 中参数的佑计过程
)

为有效拟合远期利率曲 线的形状
,

在原两因子 & ∋( 模型的基础上又引入 了另外一个价差 因子
,

并利 用该三 因子 &∋ ( 模型的泛

函性
,

推导得到一个简单有效的参数估计程序
)

据此估计程序以上交所 ∗+ 个周截面数据为样

本进行实证研究
,

结果表明所给出的三 因子 &∋ ( 模型设定形式具有相对平稳的指数衰减结

构
,

可以 准确一致地表示取样期间内的 国债远期利率期限结构
)
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%
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! 引 言

动态利率期限结构模型
,

对固定收益证券定

价
、

利率衍生工具定价及利率风险管理等具有重

要意义
)

利率过程的复杂性
,

决定了利率的变化

很难用单因子模型来描述
,

因此
,

构建多因子利

率模型
,

尽可能精确地捕捉利率期限结构的动态

特征一 直是 利率期 限结构研究 的重要方 向
)

& 2 3 45
,

∋3 66 7 8 和 ( 7 6 47 9 :’
,

, 〕提出了对 4;∋ 率期限结

构进行建模和对利率衍生产品进行定价的新方

法
,

以下简称 & ∋( 模型 ∃
,

假定整个远期利率期

限结构的无套利演变过程可以由 < 4 ,

劝
= < >

,

?∃ ≅ ‘ !
, 4 ,

?,
·

∃ 来表示
,

其中的
“

·
”

表示相关的

状态变量和一组波动函数的参数
)

与传统的期限

结构模型 如 Α 3 Β Χ 2 2 Δ :’〕
、

Ε 6 2 9 9 3 。 和 Β 2 58 3 64Φ :‘〕、

Γ 7 Η ,

; 9 Ι 2 6Β 7 ϑϑ和 Κ 7 Β Β :’〕等比较
,

该模型存在两个

很 明显 的优点
%
首先

,

& ∋( 模型对初始的远期函

数< !
,

卿 没有施加任何约束
,

因为该模型中的远

期函数是固定而非随机的初始远期利率曲线
,

且

是可观测的
)

之所以说初始远期函数可观测
,

是因

为根据观测到的市场上的国债价格并采用一些简

单的曲线拟合技术就可以估计出它的值
)

与之相

反
,

传统的期限结构模型由于对即期利率过程作

了外生假定
,

使得 自身的约束函数形式在拟合可

观测到的期限结构方面变得异常困难
)

其次
,

& ∋(

模型 不需 要对模型 进行
“

利率期限结构的倒

置
” Χ 9 Λ 2 6 Β Χ 7 9 7 < 45 2 4 2 6 Μ Β 46Ν 2 4Ν 6 2 ∃ 来消除利率

或有要求权风险的市场价格
)

而且
,

在 & ∋( 框架

下
,

等价鞍测度的存在且唯一性仅依赖于 函数

‘ 7
, 4 ,

八
·

∃ 的设定形式
)

如果说传统利率期限结

构模型的约束过于严格
,

那么 & ∋( 模型就太灵

活
)

这是因为 & ∋( 模型 自身并没有确定精确的状

态变量个数
,

且其充要条件要求也很容易满足
,

就

使得函数 Γ >
, 4 ,

?,
·

∃ 存在很多不同的设定形

式
,

包括具有不同的状态变量 以及各种形式的波

动函数
,

如 . Μ Χ 9 和 ( 7 647 9 : 1 〕就曾指出
,

即使是在

仅有 /个因子和 # 个参数的情况下
,

也存在 1 种不

同的 & ∋( 模型设定形式
)

尽管从理论上讲
,

在给定了一个初始的远期

利率曲线后
,

就可以对 & ∋( 模型的某种设定形式
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进行校准 ;
<
=5> ?≅ =Α 8

Β
,

也就是通过对一组利率或

有要求权的当前价格进行拟合来估计得到该种

2 #+ 模型设定形式下的参数值
6

进而
,

对所有的

2 #+ 模型设定形式采用这种方法进行校准
,

就可

以找到最佳的一种设定形式
6

然而
,

与 2 #+ 模型

的路径依赖性质相伴而生的数值计算复杂性
,

使

得很难对多因子 2 #+ 模型 的某种设定形式进行

校准
6

此外
,

即使已经利用短期利率或有要求权校

准后的某种 2 #+ 模型设定也可能由于长期利率

或有要求权的缺乏和流动性不足
,

造成对其定价

的偏差
6

因此
,

如何通过改变函数 ,; 4
,
Α

,

.Χ
·

Β 的

设定形式来简化对 2 #+ 模型的数值计算复杂性
,

就成为本文研究的基本出发点
6

可 以证明函数

, ;!
,
Α

,

. Χ
·

Β能够以形式 , ;!
,
Α

,

. Χ
·

Β
Δ , ;Α

,

. 9

帝;ΑΒ
,
= Β

一 ‘;4
,

了Χ审;4 Β
,
= Β进行分解

,

其中
,

该

式中的第  个成分函数仅涉及到当前已实现的状

态变量
,

第 个成分函数随着 ‘。 ! 也收敛于第  

个成分
,

而 = 是一组为两个成分函数所共有 的参

数
6

对函数 0; ∃
,
Α

,

.Χ
·

Β 的这种分解就意味着
,

如

果函数 ,; 4
,
Α

,

.Χ
·

Β 的设定形式能够使得它的第

 个成分函数是对初始远期利率 曲线的合理表

示
,

也就是如果

合市场实际情况的复杂形状
6

为提升该三 因子模

型在市场中的实际可操作性
,

本文还导出了一个

简单而又非常精确的估计程序
,

利用该程序对中

国国债市场上的横截面周数据样本进行实证研究

表明
,

这个三因子 2 #+ 模型设定能够准确地对各

截面样本进行拟合
6

2 #+ 模型的分解

为简单而又不失一般性
,

本文主要对应用最

为广泛的两因子 2 #+ 模型进行分析
,

该模型描述

远期利率过程的随机微分方程的具体形式如下

ΕΦ;
Α

,

. Β
Δ = ;Α

,

. ΒΕ Α Γ 。 Ε Η
1

;ΑΒ Γ

二Ι 8 一

奇;
≅ 一 Β Ε矶 ;ΑΒ ;ϑ Β

式;5Β 中
,

远期利率的瞬时变化主要是由两

个不确定性来源造成的
9 长期因子 ΚΗ

5

;
9
Β

9 Α −

Λ!
, 9
〕Κ 和价差因子 Κ巩 ;‘Β 9 Α 8

Λ!
, 二
」Κ

,

其中
,

后者由于波动函数的衰减性使得其对短期利率的

影响要比长期利率大得多
6

由 2 #+ 模型所要求的

充分必要条件
,

可 以得到式 ;5Β 中的无套利漂移

函数为
。;Α

,

了Β Δ 一 。 6

小
9

;Α Β
一 , Ι 8 一

合;丁一 Β币
 

;ΑΒ
Γ

Φ; 4
,

. Β
Δ ‘;4

,

了9审;4 Β
,
= Β

成立
,

那么 2 #+ 模型远期函数的演变过程就可以

仅用第 个成分函数来表示
,

即

Φ; ≅
,

. Β
Δ ‘;≅

,

犷Χ 审;ΑΒ
,
= Β

这个结论成立就进一步意味着 2 #+ 模型可 以通

过估计初始的远期函数

Φ; 4
,

≅ Β
Δ ‘;4

,

. Χ 命;4 Β
,
= Β

来进行校准
,

因为对该函数进行估计得到的参数

值与对远期函数的未来演变 Φ; Α
,

.Β
Δ

,; Α
,

.Χ

命;‘Β
,

=Β 的估计得到的参数值相同
6

不过就中国

的固定收益市场情况来看
,

由于利率或有要求权

基本尚不存在
,

而国债数量相对 日渐增多
,

对上述

函数中参数的估计基本上就是一个横截面曲线拟

合
,

因而也就避免了在 2 #+ 模型校准阶段可能出

现的路径相关计算的复杂性
6

此外
,

由于两因子的 2 #+ 模型对收益率曲线

形状的表现并不太理想
,

因此可 以通过再引人另

外一个指数衰减函数因子来对远期收益率曲线的

短端进行控制
,

以使得收益率曲线能够展现出符

 

『9;. 一 ‘,
一  

令
一合‘≅

一‘
Β Μ

;
8 一

奇;≅一 Β 一
Β ; Β

式 ; Β 中冲
,

;Α Β 和 中
 
;ΑΒ 是风险的市场价

格
,

只要它们可预测
,

其形式任意
6

在等价鞍测度

口及其布朗运动

试;‘Β
Δ

9 ;, Β
一

Φ
。

‘

;· ΒΕ
·
;‘

二 ‘
,

 Β

框架下
,

式; Β 中风险的市场价格可以剔除掉
,

因

而式; Β 中 2 #+ 模型的强解;Ν Α≅ 4 Ο Π Ν 4 5Θ Α>4 Ο
Β 为

Φ; ‘
,

. ,
Δ
Φ; 4

,

. , Γ 『9
‘;. 一

合
〔

8 一‘丁

;
8 ‘,

一 Β
一 Ι8 一

合
.

;8争 一 5Β#
Γ

丁 5

试;‘Β
Γ 『Ι

Φ
一音‘一。Ε诚;

·
Β ;: Β

值得一提的是
,

由于 2 #+ 模型明确假定布朗

运动是 由 命
5

;! Β 开 始 的
,

所 以 式 ;: Β 中 的

, Χ

试;‘Β 可由式

Φ
『 #

Ε审;
”
’

“

, ,

命;ΑΒ
一 , Ρ

审;4 Β
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积分得到
6

由于布朗运动在任意水平处开始都不会影响

到等价鞍测度的存在且唯一性
,

本文将该状态变

量的初始值假定为 试;!Β 尹 !
6

此外
,

对式;:Β 中

的最后一个积分项进行分部积分并考虑到矶;!Β 尹

!
,

则可以得到下式

口Ι

Φ
一合‘一

, Ε讯;· Β
Δ

。 

〔
。一

合‘了一 ,
矶;。Β

一 。 一

合≅

讯;4 Β」

, Ι

Φ
;人Μ  Β一奇‘一 ,

讯;
·
ΒΕ

·

;Σ Β

因此
,

结合式;Σ Β
,

重新整理式 ;: Β
,

得到下式

Φ; ‘
,

. Β
Δ
Φ; 4

,

了Β
Γ

Ρ, ,

试;。Β 十

。9
‘

;
. 一

合Β
Γ 『 一奇‘

. 一‘, Μ

Λ讯;‘Β
Γ

鉴」
Σ 『

一  

;乎Β
’

一
了

一

誓Φ
一韵

≅ 一 仁
’
讥;

·
’Ε

刃
‘

Τ

Κ『
6

、;。卜
『 一‘·「、;。卜争卜

心叭 、 一

Υ.Κ
‘

;了 Β
8 5

Δ
Φ; ∃

,

. Β
Γ , ;≅

,

. Β
一 , ;!

,

. Β ;ς Β

式;ςΒ 中
,

‘;!
,

.Β 表示没有涉及到未来时刻
Α 的第  个大括号中的各项 Χ ,; Α

,

.Β 表示第 个大

括号中的各项
,

除最后一个随机积分项外其他各

项均没有涉及到当前时刻 !
6

因而
,

如果初始的远

期利率曲线可 以通过 ,; ∃
,

.Β 及其状态变量和参

数来表示
,

也就是如果

Φ; !
,

. Β Δ , ;!
,

. Β

Δ , ,

试;4 Β 十 , Ι 8 一

奇
丁 Μ

、,了,
‘%1Ω少八

 讯 !。∀ #

终
人

∃

% 一 &

从式 ! ∋ ∀
、

!( ∀ 和 !) ∀ 中显然可以看到 ,∗! +
,

∀ 和

∗! ,
,

∀ 的函数形式类似
,

具有完全相同的参数和

状态变量
,

尽管它们在不 同时刻具有不同值
−

此

外
,

随着 , . / ,∗! ,
,

∀ 伙厂!+
,

∀
,

这就意味着随着

日历时刻 , 的逼近
,

在时刻 , 将要实现的远期函数

五! ,
,

∀ 就会逼近于函数∗! +
,

∀
−

因而
,

0 12 模型

可以通过只估计初始的远期 函数式 ! (∀ 来进行校

准
,

这是因为估计式 ! (∀ 得到的参数结果与估计

式 !)∀ 中的远期函数∗! ,
,

∀ 得到的参数结构完全

相同
−

而对式 ! (∀ 的估计仅涉及到 了很少 的几个

因子
,

基本上是一个简单的横截面的曲线拟合
,

完

全可以利用债券市场上的国债价格数据样本来进

行
−

这样也就避免了在校准阶段 因为利用利率或

有要求权所导致的路径依赖的计算复杂性
−

而在

校准后
,

则可 以利用 由短期函数∗! ,
,

∀ 的演变过

程驱动的路径依赖程序来对利率或有要求权进行

定价
−

由于两因子的 0 12 模型仅能对远期利率曲

线的短端和长端进行有效拟合
,

而为拟合远期利

率曲线的形状
,

就很有必要引人第 3 个因子上)
一 ’。〕

−

此外
,

远期利率曲线在其短端附近经常表现 出很

陡峭的倾斜
,

为充分刻画这一特征也必须引人一

个充分大的参数 人的指数衰减波动函数
−

因此
,

通

过引人另外一个价差 因子
,

对式 ! 4∀ 中的随机微

分方程进行了扩展
,

具体形式如下

5∗! ,
,

∀ 6 7 ! ,
,

∀ 5 , # ,
。
5 8/ ! , ∀

#

,
4 % 一

誓‘
丁一 ∀ 5 9

,

! ‘∀
十 二: % 一

誓‘
 一 ∀ 5矶 ! ‘∀ ! ; ∀

为符号表示方便起见
,

将式 ! <∀ 中的 3 个因

子重新表示成 风
、

8
,

和 矶
,

且还可以进一步表示

成 双 6 尺!= ∀
二 , 。

讥 != ∀ 和 尺! ‘∀
6 =∃ 。

风 ! ‘∀
−

根

据重新设定后的符号 以及与式 ! >∀ 一 ! )∀ 相类似

的推导过程
,

可以得到三因子 0 12 模型的初始远

期利率函数∗! /
,

∀ 和未来远期利率函数 ∗! ,
,

∀
,

具体形式分别见下面的式 !?∀ 和 ! ≅+ ∀

成立
,

则未来时刻 , 的远期函数了! ,
,

∀
6 ‘! ,

,

且成立

∗! ,
,

罗∀
二 。 ,

试 ! Α ∀ # , Β
Α !

∃

『>一‘!一 〔、! Χ卜争
Α

#

% 一人!
一‘
∀ Δ

∗! /
,

∀
6

> !里 ∀ ,

’

人≅ ’

> !五、
,

’

人> ’

Ε

一
普

,

「试‘+ , · ‘

升
〕

% 一‘4  十 , : % 一

誓
了

% 一 &:

讯 ! = ∀ 十 Φ 乓≅
人三

∃

! ? ∀

!
誓

∀∗
一“, 一 ”,

诚 !
·

, 5
·

!) ∀ ∗! ‘
,

∀
6 双!‘∀

# 二孟
‘!

∃
# 二 4 % 一

誓‘
 一 ∀ Γ
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「试;‘, · Σ

穿卜
 ‘
穿

,
’

Φ
一誓‘

了一 ,

试;
·
ΒΕ

· Γ 二一

8 一人5; .一‘Β
Ξ

产述
 

誓;.
一‘, ϑ

Λ讯;‘Β Γ Σ 典〕
一  ;

(玉
Τ

子Β
8 一人 ;.

一 ≅Β Ξ

,
Ψ

;! Β
Δ

子二
Ζ 9。

·

誓二
Ζ Χ、

Φ叹。Β
Δ 一

誓一
入9。

一

誓一
人Χ、 ;Σ Β

在式; Σ Β 中注意到Φ; !Β
Δ 9
恰好是瞬时利

警Φ
一争

≅一

城 ;”’Ε
”

率
6

此外
,

如果函数Φ; 劝 的前三阶导数已知
,

则可

;5 !Β 以通过求解下式得到系数
。 、

?
、。 和 Ε 的值

&ΒΒ户勺习!!!

从戒认
厂58Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν
6

8Ν

5
[88Ν8Ν8Ν8Ν)

一一

门58Ν

Ν8
888Ν8Ν8Ν8Ν8Ν#

口净口0Ε

≅5
6

8Ν
‘

8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν8Ν)

 模型参数估计

式;∴Β 中初始远期利率函数Φ; 4
,

卿 的参数

可以 利用广义 非线性 优化技术
,

如 ]≅
4 [ Ο 和

7 ⊥?_ >Π Λ‘’」
、

] ≅4 [ Ο 和 Ν8 ⎯= 8Φ8 ≅ Λ”〕 等在 对 04 ϑ ,

1Ο Π 8 ≅ Ν 4 55和 & 4 Ν Ν Λ’〕模型进行估计时采用的非线性

优化方法
6

然而
,

由于式;∴Β 具有很好的泛 函性

;ΦΘ Ο< Α> 4Ο =5 >Α ⊥Β
,

完全可以对其推导得到一个很简

单的估计方
6

法
6

首先用 Φ; .Β 表示Φ; !
,

劝
,

即Φ; .Β
Δ

Φ; !
,

.Β
,

并改写式 ;∴ Β
,

形式如下

Φ; .Β
Δ & Γ 。 8 一

争
Γ ? 8 一 ‘1 . Γ 。8 一

争 十 Ε 8 一

尽

; Β

式; Β 中

一

誓
一 ( 5 一

普

誓
人9
誓

一

誓
一 人9

一

髻
; ς Β

为确定远期利率函数Φ; .Β 的前三阶导数
,

需要

估计与远期利率相对应的折现函数
,

这是因为付息

债券价格是折现函数的线性形式
6

与式;∴Β 中的远期

利率函数Φ; !
,

.Β 相对应的折现函数形式如下

 
。 Δ 二

6

记 ;4 Β 十 Σ 乓
Χ 。

人丁

, ;9卜 二α

;
一

户
·
ΒΕ_ Β

Δ 二α 卜 & . · ‘

警〔俄
;∃ , ·‘

穿
」
·

 

· Δ 『  

诚;! , · ‘

轰

〔一粤
丁 一

9
一  

箫
9

一
‘9

·

 

五对,Η

一一一

! ≅> ∀ 入
>『 >

>

、 !。∀ 十

终≅
、

Ι三1

>

五戒
今白

一一一5

如果对指数衰减参数 Ι ,

和 Ι Α
的选择恰当

,

就可以估计得到系数
7 、

ϑ
、。
和 5 的值

,

进而根据式

! ≅> ∀ 就可 以计算出状态变量和波动参数的值
,

具

体形式如下

丛二 Α >拭
% ‘ 一 ‘

1
一

万
、%

一
‘’‘

,
一 !

一

对普 ∀
, Κ , Λ
记 != ∀

7 # :ϑ

『 ∃

一 ΙΑ普
∀
’Κ ’ Λ
诚‘+ ,

Μ # :5

『 >

! ≅ 3 ∀一一,Η任

值得注意的是
,

式 ! ≅ 3∀ 中的远期利率波动的

非负性要求系数 ϑ Ν + 和 5 Ν +−

由于式 ! ≅ ≅∀ 中的远期利率函数 ∗! ∀ 关于

无限可微
,

因而与远期利率曲线形状有关的所有

信息都内含于该函数在原点处的导数中
−

由式

! ≅ ≅∀ 可以得到函数 ∗! ∀ 的各阶导数

∗! + ∀

∗ ! / ∀

6 Ε # 。 # ϑ # Μ # 5

入
, Δ

Ι
,

二上7 一 入
,

ϑ 一 二 二 Μ 一 人
,

5
:

‘

艺

! ≅( ∀

式! ≅( ∀ 中的占表示大括号中除 Ε 项以外的所

有各项
−

由于当占、 + 时
, % ” 二 ≅ # 占

,

因此
,

式 ! ≅( ∀ 中

的折现函数可以近似为

尸! ∀ “ Ο ! ∀
6 凤 % 一“ # 刀

4 % 一
!“

·

誓,  #
月

: % 一
‘“

·‘≅ , , 十

刀
3 % 一

! “
·

警∀
尹 十凤 % 一

!“
·‘> ∀ 了 ! ≅) ∀

式! ≅) ∀ 中

凤
6 4 一

!月
, # 几

#
月

Α #
尽 ∀

对式 ! ≅( ∀ 采用式 ! ≅) ∀ 中的方式进行近似的目

的是利用 月
≅

八尹
3
和 凤 估计值来近似折现函数

可 ∀ 在原点处的导数
,

然后再将折现函数在原点处

的导数转换成远期利率函数的导数
−

令ΠΘ ! Ε∀ 表示付
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息债券 β由折现函数
。 一

&. 进行折现的理论现值
,

只;& Γ 入 Μ Β 表示 由折现函数
8 一
‘““

’” ’了

进行折现

的理论现值
,

依此类推
6

可以证明
,

付息债券β由函

数盯 .Β 进行折现的现值是 ς 个
“

理论现值
”

的线

性组合
,

即

接着
,

再根据折现函数和远期利率函数之间

的数学关系式
,

可 以得到相应的远期利率函数在

原点处的导数
,

具体形式为

阵;∃ Β

Κ
Φ

‘

;! ’

『
’‘

;。’

Δ Ι ≅

一 尸
, ‘

;! Β
一 : ≅α

, ,

;! Β
一 α

, , ‘

;! Β

。
Δ
。;& Β

· 。 「。;、 十

誓
Β
一
9 ;Ζ Β〕

·

八仁。;& · (
5

, 一。;& Β〕、
:
〔。;、

·

誓
Β

Δ 尸 一  ≅ , 尹
‘’

;4 Β Γ :仁尹
“

;4 Β」
’ Τ

Σ ,
”‘

;4 Β
一 夕;Σ ’;4 Β

χβ ;& Β」
Γ 凤「χβ ;&

Γ 人 
Β
一
χβ ;& Β〕 ; ∀ Β

再令 只表示付息债券β观测到的市场价格加

上应计利息
,

灼 Δ
只

一
只表示定价误差

·

由于上面

给出的折现函数 Π ;.Β 对于同一横截面国债价格

数据样本中的所有国债 ∋ 都适用
,

因此式 ;∀ Β 中

的 Σ 个系数月
, 、

月
 

尹: 和月
Σ

就可 以通过最小化下面

联立 方 程 的 均 方 根误 差 ;Ο Ν+ −
, 9 4 4 Α δ 8 = Ο

Ν ε Θ = ≅ 8 Ε 8 ≅ ≅ 4 ≅Ν
Β 来进行估计

6

色
一
。;、Β

Δ
月

5
。9 ;Ζ Γ

誓
Β
一
。;Ζ Β〕Γ

刀
 

Λχβ ;& Γ 入
5

Β
一

χβ ;& Β〕
Γ

刀
:

9。;Ζ ·

誓
Β 一

。;、Β〕·

刀Σ
Λχβ ;& Γ 人

 

Β
一
χβ ;& Β」

Γ 乓

β Δ ,

 
,

⋯
,

∋ ; ∴ Β

由式; ∴Β 估计得到系数口
, 、

口
 、

口
。和风 的值

后
,

进而利用式 ;φ Β 得到折现函数 爪 .Β 在原点

处的近似导数值
,

具体形式为
一 。

,

;! Β一
。

,

;! Β
Δ
刀
。Ζ Γ 。 ;Ζ 十

誓
Β

刀
 

;Ζ
· 人5

Β · 。 ;Ζ
·

誓
Β Γ 风 ;& Γ 人

 

Β

尸
“

;! Β
二 Π

‘,

;! Β
Δ 几尸 Γ 口

,

;左
Γ

份 Β

尸
 

;& Γ 人,

Β
’

尸
‘, ,

;! Β 叱 扩
‘

;! Β

Γ
月

: ;Ζ ·

誓
Β
 十 凤 ;Ζ

Γ 入 

Β
’

Δ 一
〔。、

: ·。
Α

;Ζ ·

誓
Β

: Γ

八 ;& Γ 入 Β
’

Γ 几 ;& Γ 丛、
 

‘

Γ 凤 ;尺 Γ 入 
Β
’
」

;4 Β 侧 Π ;Σ Β ;4 Β
Δ 几、 Γ 月

,

;Ζ Γ

誓
Β
‘ 十

几;& Γ 入5

Β
Σ
十月

:

;Χ Γ

誓
Β
‘

Γ
凤 ;& Γ 人 

Β
‘

; ! Β

; Β

将式; !Β 和 ; Β 中的结果带人式;巧 Β可以

求解得到远期利率 函数的 Σ 个系数
= 、

?
、。 和 Ε

的值
6

综上所述
,

在 2 #+ 框架下对三因子期限结构

模型采用分解技术后的参数估计程序可以简单概

括为
9
给定 ;人

Χ ,

( Ι ,

& Β 值
,

调用下述参数估计程

序 Χ根据结果调整 ;入
, ,

入 ,

& Β值
,

重复调用估计程

序
,

直到估计结果满足条件
9 ;5Β 估计结果的均方

根误差最小化 Χ ; Β 短期国债没有表现出普遍性

的定价误差 Χ ;:Β 满足系数 ? γ ! 和 Ε γ !
6

参数估

计所调用的估计程序主要包括以下几个步骤
6

步骤 根据式; ∀Β 计算每只 国债的 ς 个
“

理论现值
”

及其线性组合
6

步骤  根据式 ; ∴Β 的联立 回归方程采用

遗传算法最小化均方根误差 ;& + /− Β
,

估计得到

系数刀
, 、

刀
 

尹: 和 凤 的值
6

步骤 : 根据式; !Β 计算折现函数可 .Β 在

原点处的近似导数值
,

再由式; Β 将其转变成远

期利率函数Φ; .Β 在原点处的导数
6

步骤 Σ 将式; Β 中的远期利率函数 Φ; 卿

在原点处的导数值带人式; ΣΒ 求解得到系数
= 、

?
、。
和 Ε 的值

,

再将其带人式 ; Β 即可得到模型

的状态变量和隐含波动值
6

在调用上述参数估计程序过程的步骤  中
,

利用到了遗传算法
,

下面仅简略给出该算法在本

文中的操作过程和实现步骤
6

〔”〕

;5Β 遗传算法操作过程

(
6

变量编码

对
ϑ
选择二进制形式的编码

,

即 ∃
,

字符串
6

‘ Δ

;ϑ5
,

气
,

⋯
, 9 。

Β
,

ϑβ 用一串。
,

字符串表示
6

在

本文中
ϑ 二

;月
, ,

月
 ,

刀
。 ,

凤 Β

]
6

适应度函数

由于本文是对函数求最小优化
,

这时可取
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9
基于远期利率分解技术的三因子 2# + 模型研究 一 φ 一

∗ ;>Β
二 )δ = 、 一

Φ; >Β
,

∗;>Β 为第 >个个体的适应度
,

Φ; >Β 为第 >个个体的目标函数值 Φ; >Β
Δ
Φ;

9 ‘

Β
二

Φ; 城
,

成
,

⋯
,

式 Β
,

氏
=ϑ
为Φ; >Β 的最大值估计

6

0
6

选择
、

交叉及变异

随机产生初始群体 ∋
,

求得其中每个个体的

适应度 ∗;>Β
,

定义第 >个个体入选种群的概率为

尸;>
∗ ;>Β

叉∗; βΒ

适应函数值大的个体生存概率大
,

在本文中按轮

盘赌方式进行选择而产生新种群
6

即适应度高的

个体保留
,

个体适应度低则用适应度高的个体取

代
6

然后再对新种群以概率为 α
。

进行交配
,

即两

个个体从各自字符串的某一位置 ;随机确定 Β 开

始互相交换
,

这样两个子代个体分别且有两个父

代个体的特征
,

有可能在子代组合成有更高适应

度的个体
,

这样得到 个新种群
6

再以较小的概率
α δ

使得 个个体基因发生变异
,

对种群中的每个

个体
,

在「!
,

5η 中产生随机数
9 ,

若
9 γ α 。 ,

则该个

体发生变异
,

即个体的每一位进行翻转
,

由 变为

! 或由 。变为
,

这可以使求解过程随机地搜索到

数值解存在的整个空间
,

可 以在一定程度上求得

全局最优解
6

; Β 实现步骤

步骤 选择编码为 ! 位的二值形式
,

随机

产生初始群体 尸∃尸
,

群体大小 ∋ ; Δ
ς! Β Χ

步骤  满足停止规则
,

算法停止
,

否则
,

对

群体中的每一个体计算适应 函数 ,Φ; 尸∃尸Β
,

并求

得每个个体人选种群的概率
,

把概率小的劣个体

用概率大的优个体代替
,

形成新的群体 Ο8 二尸∃χΧ

步骤 : 对新种群以交配概率为 α
。

进行交

配
,

再以一个小的概率 α 使得 5 个个体的基因发

生变异
,

形成新的群体 Ο8 [尸∃尸
,

用 Ο8 叨尸∃χ 代替

尸∃χ
,

返回步骤  6

ς∀ 个截面观测
6

之所以选择每周三的国债收盘价

数据
,

是因为该 日的国债价格受股市周末效应和

周一效应的影响最小
6

在每个截面观测点上
,

采集

 ∀ 只国债的数据
,

这些国债均是不可赎 回且享受

免税优惠 Λ5’
,

ς 9
6

对采集到的 ς∀ 个截面时间点上 的每周三收

盘价数据
,

在 2 #+ 框架下采用分解技术对三因子

期限结构模型进行参数估计
6

在估计时
,

将与 自

 !! ς 年 月 ς 日开始的周数据相对应的时间进行

归零化处理
,

即将  ! !ς 年 5月 ς 日作为第 周的取

样时间点
,

在图形 的横轴上对应的时间 ;单位
9

周 Β为 5
,

其它作类似处理
6

估计过程中发现
,

在对

折现函数中的参数 ( ,

和 ( 9

进行调整时
,

指数衰

减参数 入
,

相对平稳
,

其值基本上处于 !
6

和 !
6

Σ

之间
,

如图 5所示
6

这表明三 因子 2 #+模型中的第

个价差因子对利率期限结构长端的影响 比短端

更大 Χ而指数衰减参数 入9

的取值波动相对更大一

些
,

如图  所示
6

这也表明该模型中的第  个价差

因子主要是影响利率期限结构的短端的
,

因为其

影响力随着国债到期时间的增加而迅速衰减
6

不

过从整个估计情况来看
,

在单个截面观测点上
,

只

要保证 入
 ι 人, ,

小幅度调整它们的取值不会对最

后 的期限结构模型估计结果产生太大的影 响
,

这

也反映了本文所构建的 2 #+ 三因子利率期限结

构模型具有相对平稳的指数衰减结构
6

: 实证研究

!
6

Σ ς

!
一

Σ !

!
6

: ς

!
6

: !

Ξ !
6

 ς

吠

!
6

 !

! ς

!
6

!

! ! ς

本文选取自 !! ς 年 月 ς 日到  ! ! 年 : 月 巧

日上海证券交易所记账式国债每周三的收盘价数

据Σ 作为样本
,

除节假 日休市和数据缺失外
,

共计

/! #!  ! Ο ! ∗ ! 1 !
时间Τ周

& ∋( 模型中参数 人/
的调整取值时序图

−Χ Ι
)

/ ?Χ9 ϑ2 Β 2 6Χ 2 Β Β63 Υ 5 7 < 3 ςΩ Ν Β4 2 ς Λ 3ϑΝ 2 7 < Υ3 63Μ 2 42 6. , Χ 9 ;;∋ ( Μ 7 ς 2 ϑ

Σ 数据来源
% 上海证券交易所 544 Υ % ΤΤ 8 8 8

)

ΒΒ2 Ξ7 Μ
一

Ξ9
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ΤΤΤ

成口口ΡΡΡ⋯
ΤΤΤ ;Β

6

〔Βς ∀

;〕
6

;Βς φ

〔ΒΡ Βς

;Β
6

! ς ς

;Β ;Βς Σ

叫

;Β
6

;Βς :

;Β
6

《Βς  

〔Β# Βς

;Β ;Βς ;Β

〔,工, Σ ∴
占

时间Μ周

图  2# + 模型中参数 通9
的调整取值时序图

∗>Π
6

 .>δ 8 Ν 8 ≅> 8 Ν

脚α ⎯ ∃Φ =

Εβ
Θ Ν Α8 Ε _ = 5Θ 8 ∃Φ α =≅= δ 8 Α8 认  

>Ο 2# + δ 4 Ε 8 5

!  〔Β : ;Β Σ ! ς ;Β ;Β

时间Μ周

2 #+ 模型中长期利率 & 的调整取值时序图

: . >δ 8 Ν 8 ≅ >8 Ν Π≅= χ⎯ 4 Φ =
Εβ

Θ Ν Α8 Ε _ =5Θ 8 4 Φ 54 Ο Π Α 8 ≅ δ ≅ = Α 8 &

>Ο 2 #+ δ 4 Ε 85

恻七华闰明落艺

在确定了参数 ( ,

和 入 

的取值后
,

在调用参

数估计程序时需要调整 的仅是长期利率 & 的取

值
,

但该利率在理论上是不可观测的
,

因为它是无

限期 折 现 债 券 ;= Ε >Ν 8 4 Θ Ο Α ? 4 Ο Ε 4 Φ >Ο Φ> Ο >Α⊥

δ =Α Θ≅ >Α ⊥Β 的到期收益率
6

不过由于可观测的收益

率曲线在其长端一般都呈现扁平化
,

因此该长期

利率 & 应当非常接近于在国债市场上可观测到的

长期债券的利率
6

在我国国债市场上
,

可观测到的

债券最长期限一般在  ! 年
,

其到期收益率一般在

ς ϕ 左右
,

故本文将长期利率 & 的初始值定为

ς ϕ
6

不过由估计过程来看
,

长期利率 & 的选定对

每个横截面观测点估计结果 的好坏是至为重要

的
,

因此
,

在调用参数估计程序时对长期利率 & 的

选定必须谨慎
,

并遵守以下准则
9
在预期假说成立

的条件下
,

根据可观测到的收益率曲线在其长端

呈现扁平化现象
,

如果在对某个横截面观测点进

行参数估计时
,

发现估计结果不能满足上面的三

项要求
,

就将长期利率 & 上调 ! 个基点
,

再以调

整后的参数 ;人
5 ,

人9 ,

& Β值来重新对该横截面观测

点上的债券价格数据进行估计
,

以此类推
6

长期利

率 & 在各个横截面观测点上的具体调整情况如图

: 所示
6

根据调整后的参数;入
, ,

入 ,

& Β值对各横截面

观测点上的债券价格数据进行三 因子 2 #+ 模型

估计
,

具体 的拟合效果 可 以通过均方根误差

;& /+− Β来反映
,

如图 Σ 所示
6

5;Β  ;Β : ! Σ !

时间Μ周

图 Σ 2 #+ 模型的拟合效果
9 & +/ −

ς! !

时序图

∗>Π
6

Σ . >δ 8 Ν 8 ≅>8 Ν Π≅= χ⎯ 4 Φ & + /− δ 8 = Ν Θ ≅ 8 Ε 2 #+ Φ> ΑΟ 8 Ν Ν = ? >5>Α⊥

99999

⋯二瓢料料料料料料
κκκ

仁二
Τ

含波动 。。。

隐隐隐含波动 = ΙΙΙΙΙ

玛
·

卞华尽终如夔

时5句Μ周

图 ς 2 #+ 模型中初始远期利率隐含波动时序图

∗>Π
6

ς . >δ 8 Ν 8 ≅>8 Ν Π≅= χ⎯ 4 Φ >δ χ5>8 Ε
_ 4 5= Α>5>Α⊥ 4 Φ >Ο Α>=5 Φ4 研

=≅Ε ≅ = Α8

>Ο 2 #+ δ 4 Ε 8 5
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基于远期利率分解技术的三因子 2# + 模型研究 ∴

从图 Σ 中
,

可以看到模型估计的 & + /− 值基

本上处于 !
6

Σ 到 之间
,

因而这就说明了本文所给

出的三因子 2 #+ 模型以及相应 的分解技术和估

计方法是有效的
,

估计结果是比较理想的
6

图 ς 给

出了初始远期利率两个隐含波动的时序图
,

从该

图中可以看到
,

隐含波动 , 的变动幅度相对较

少
,

处于 ! 到 之间
,

且在大部分的横截面观测点

上是在 !
6

 以下的 Χ而隐含波动 , 9
的变动虽然很

不规则
,

表现为两端截面上的波动大
,

中间截面上的

波动小
,

但总体上还是比 。 9

的变动幅度要大一些
6

图 给出了 2 #+模型中初始远期利率的两个

状态变量 ;风险因子 Β讯 和 讥 的时序图
6

从该图

中可以看到
,

状态变量 试对远期利率的不确定性

影响主要是正向的
,

且在各个截面观测点上 的变

动幅度很小 ;除个别点例外 Β
,

其值主要集中在零

附近
,

因而对远期利率的影响也是很小的
6

而状态

变量 矶对远期利率的不确定性影响主要是负向

的
,

在各个截面观测点上 的变动幅度相对要大的

多
,

因而对远期利率的影响也要更大一些
6

Σ !

一

为对此作进一步说明
,

本文以  !!ς 年 : 月

日的横截面债券价格数据样本在进行上述的模型

参数估计 后
,

得到 相关 参数 人9 Δ !
6

: ς  
、

人 Δ
6

Σ :  
、

& 二 !
6

! ς
、

『 , Δ !
6

! :
、

『 Δ

!
6

Σ ∴ ∴
、

审
, Δ 一 !

6

φ ∴ 和 诚
Δ 一 !

6

ς !  
,

再由

上面的式 ; Β
、

; φ Β 和 ;  Β
,

即可得到该截面上

的折现函数
、

即远期利率曲线
6

其中
,

 ! !ς 年 : 月

日上海证券交易所付息 国债的折现函数曲线

如图 φ 所示
6

由该图可以看到
,

折现函数满足必要

性条件
9
可 !Β

Δ ,

且随国债到期时间 Α 的增加先

呈大幅度衰减趋势
,

而在无穷远处衰减强度减弱
,

并逼近于横轴
6

6

 ≅ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ ≅ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ

Ο,∃八,才气Σ
,、+++++++划粼图曰车坦匹俪

、

攀

。
·

沿 ≅+ ≅∋ > +

国债的到期时间Κ年
> ∋ 3+

> +

≅+

图 ) > ++ ∋ 年 3 月 ≅( 日上海证券交易所付息国债的折现函数曲线

ΡΣΟ
−

) Τ Σ ; % = Υ ς , ∗Σ 一ς % ,Σ = ς Π4= , = ∗ Ο = Ω  ς 4% ς , ϑ = ς 5 ≅≅≅ ΞΨ 7 ς Ο Ξ .= % Ζ

[
Γ %

Ψ 7 ς Ο % = ς
≅(

,Ψ 2 7  % Ψ
,

>+ + ∋

∴ + > + 3 + Φ + ∋ + (+

时间 Κ周

图( 0 12 模型中初始远期利率的风险因子时序图

ΡΣΟ
−

( Σ ] % ; %  Σ % ;

Ο 7 ΠΨ = ∗  Σ ;Ζ ∗7 % ,=  = ∗ Σς ,Σ74 ∗=  9 7  5  7 ,% Σς 01 2 ] = 5 % 4

在调整设定参数 ! Ι
, ,

Ι Α ,

Ε ∀ 并估计得到隐含

波动 ,
− 、

,
>
和风险因子 诚

、

讥以及其他过程参数

后
,

就可以利用式 ! ≅) ∀ 和式 ! ≅ ≅∀ 分别得到该模

型在各个截面上的折现函数曲线和初始远期利率

曲线
−

在此基础上
,

由式 ! ≅) ∀ 中的折现 函数并利

用式 ! >> ∀ 即可得到相对应的即期利率曲线
−

 ! 卜气
 ! 一

箫
, 5,

! > > ∀

图 < 给出了>++ ∋ 年 3 月 ≅( 日上海证券交易所

付息国债的即期利率曲线和远期利率曲线
−

从该

图中可以看到
,

远期利率曲线是位于即期利率曲

线之上的
,

两条曲线都是先呈快速上涨趋势
,

然后

趋于平稳
−

不过唯一不足的是
,

该模型对即远期利

率曲线的估计在其短端的值偏小
−

可 以猜测 出
,

出

现这种情况的原因仍然可能是对长期利率 Ε 的设

定不太恰当所致
,

因为该模型是采用设定好参数

!人
, ,

Ι : ,

Ε ∀ 后调用参数估计程序并根据债券的观

测价格与其理论价格之间的均方根误差最小化来

进行求解的
−

虽然最后得到的反映模型拟合效果

的 Ε 2 ;[ 值很小
,

但这并不表明就不存在定价误

差
−

如果存在定价误差
,

即使短期债券的定价误差

比长期债券的定价误差小的多
,

甚至短期债券的

定价误差对整个横截面样本拟合效果的 Ε 2 Ξ[ 值

] ⊥耐⊥琳⊥滋=_1刀>≅八、Φ气
一

一9%一一一

划专华串医涅国
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影响并不显著
,

但由于短期债券的这些定价误差

会传递到收益率曲线的构建上
,

使得收益率曲线

出现显著的误差
,

因而就有可能使收益率曲线在

短端发生扭曲
,

取值偏小
6

下盯盯
气Σ,、,Η4++++++++++++

瓣41畴毅同孟Ο擎困镇之

⎯+ ≅∋

匡昌篷矍塌蜀⋯
> !∀ > ∋ 3 !∀

国债的到期时间Κ年

> ++ ∋ 年 3 月 ≅( 日上海证券交易所付息 国债的即期利率曲线

和远期利率曲线

< ΞΠ= ,  7 ,% 7 ς 5 ∗=  9
7  5  7 , % % Υ  Ω %

;,= % Ζ [
Γ % Ψ 7 ς Ο % = ς ≅( 山 2 7  % Ψ

= ∗ Ο = Ω  ] % ς , ϑ = ς 5 Σ ς ΞΨ 7 ς Ο

>《刃∋

口+?图Ρ

Φ 结 论

本文在 0 12α
’

,

, 〕框架下
,

将远期利率函数分

解为两个成分函数 β! +
,

劝 和 χ! ,
,

∀
,

并且如果

‘! /
,

∀
6 ∗! +

,

∀
,

那么远期利率函数的未来演

变过程∗! ,
,

劝 可 以简化为 χ! ,
,

∀
,

即∗! ,
,

劝
6

χ ! ,
,

∀
−

由于两因子的 0 12 模型仅能对远期利率

曲线的短端和长端进行有效拟合
,

而为拟合远期

利率曲线的形状
,

可再引人另外一个价差因子
,

并

可以证明由此得到三因子 0 12 模型 的成分函数

χ ! +
,

∀ 是 已实现远期利率 曲线 ! ,Ψ
%  % 7 4Σ δ % 5

∗=  9 7 5  7 ,% ΜΥ  Ω %
∀ 的一致表示

−

这种发现对于

0 12 模型在市场中的实际应用有着极为重要的

意义
,

因为成分函数 Μ! ,
,

∀ 中的参数与成分函数

‘! +
,

∀ 中的参数完全相同
,

而后者可以根据国债

市场上的横截面债券价格数据并利用某种曲线拟

合技术来估计
,

因而避免了在 0 12 模型校准阶段

对路径依赖型衍生产品的复杂计算
−

而对于三因

子 0 12 模型成分函数 β! =
,

∀ 的识别
,

根据它所

具有的较好泛 函性
,

可 以推导得到简单而又相当

准确的估计程序
−

基于上述模型构建思路和参数估计程序
,

本

文对上海证券交易所自> ++∋ 年 ≅ 月∋ 日到 > ++( 年

3 月 巧 日 > < 只记账式国债每周三的收盘价数据

作为横截面观测点样本进行了实证研究
−

估计过

程中发现
,

对参数 人
,

和 人Α

的调整不会对最后的

期限结构模型估计结果产生太大的影响
,

反映了

所构建的 0 12 三因子利率期限结构模型具有相

对平稳的指数衰减结构
,

但是长期利率 Ε 的选定

对每个横截面观测点估计结果的好坏是至为重要

的
,

应当遵守本文所给出的选择准则
−

在设定好参

数 ! Ι
, ,

人> ,

Ε ∀ 后
,

就可以进行模型参数估计
,

估计

结果表明本文所构建的三因子 0 12 模型可 以准

确且一致地表示取样期间的上交所的国债远期利

率期限结构
,

这些均可以通过 Ε 2 Ξ[ 时序图
、

隐含

波动 二 , 、

。>
和风险因子 试

、

矶来体现
−

为对此作

进一步说明
,

本文还以 > + +∋ 年 3 月 ≅( 日的截面债

券价格数据为样本
,

估计给出了相应的折现函数
、

即期利率曲线和远期利率曲线
−

至于该模型对即

远期利率曲线的估计在其短端的值偏小
,

可能是

对长期利率 Ε 的设定不太恰当所致
−

在接下来的研究中
,

将进一步探讨是否可 以

通过该三因子 0 12 模型的设定形式并以国债市

场上的债券价格数据为样本来对利率或有要求权

进行一致性定价
−
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