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摘要: 广义自回归条件密度 ( GARCD )建模为描述金融资产收益的概率密度函数提供了一种

工具,这对于全面、准确把握金融资产收益的动态行为具有重要的意义. 在一元 GARCD�JSU

模型的基础上,提出了多元 GARCD�JSU模型并给出其向量表示;利用动态条件相关设定,给

出多元 GARCD�JSU模型的简化表示;接着给出了模型参数的三阶段极大似然估计方法和诊

断检验方法.最后, 对中国股市进行了实证研究.
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0� 引 � 言

随着金融理论与实践的深入, 正态分布的假

定受到越来越多的挑战, 因此仅从前二阶矩出发

研究金融时间序列的分布特征存在一定的局限

性. H arvey等利用非中心学生 t分布提出了广义

自回归条件偏度 ( GARCH S)模型
[ 1]

; Jondeau等基

于非中心学生 t分布提出了广义自回归条件偏

度、峰度 ( GARCH SK )模型
[ 2]

; Leon等基于正态密

度的 Gram�Charlier展开也给出了广义自回归条

件偏度、峰度 ( GARCH SK )模型
[ 3]

; 许启发进一步

给出了一元 GARCH SK 模型的一整套建模技

术
[ 4]

. 无论是 GARCH 模型、GARCH S模型, 还是

GARCH SK模型, 它们都是对金融时间序列的矩

进行自回归设定, 所以统称为广义自回归条件矩

( GARCM )模型. GARCM 模型为描述金融时间序

列的矩序列动态性提供了一种工具, 其含意也较

为直观.然而, 有的金融时间序列其高阶矩不一定

存在,这样 GARCM模型就难以奏效. 同时, 由于

GARCM模型将动态性直接强加于偏度、峰度以

及不含于偏度和峰度的形状参数上, 存在着计算

上的困难, H ansen基于有偏学生 t分布给出的广

义自回归条件密度 ( GARCD)模型则能避免这一

情况的发生
[ 5]

. 在 GARCD模型研究中,不同的学

者采用了不同的分布形式来拟合金融数据的分布

特征,具有代表性的有: P rem aratne和 B era采用了

Pearson IV 型分布
[ 6]

; Y an和 Cho i等采用了

Johnson SU型分布 (简记为 JSU分布 )
[ 7, 8]

; 蒋翠

侠讨论了 JSU分布的一些性质, 验证了 JSU分布

对金融时间序列的刻画能力, 建立了一元

GARCD�JSU模型,并给出模型的参数估计与诊断

检验方法
[ 9]

.

金融风险管理中,往往需要同时研究若干个

金融市场或资产风险之间关系, 这依赖于多元波

动性建模工作的开展.在一阶矩波动性建模领域,

熊熊等利用多个时间序列之间的协整关系, 建立

了误差校正模型, 研究了多个市场之间的信息传

递效率
[ 10]

. 在二阶矩波动性建模领域, Bo llerslev

等提出了多元 GARCH 模型, 用于同时讨论多个

金融资产动态风险之间相互关系
[ 11]

; 樊智等基于

遗传算法进一步研究了多元 GARCH模型的参数

估计方法
[ 12 ]

,王明进等基于独立成分分解技术给
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出多元波动率的估计方法
[ 13]

; 吴振翔等利用

C opu la技术可以连接边缘分布的特点, 将其与

GARCH模型结合对投资组合风险进行了研

究
[ 14]

. 在高阶矩波动性建模领域,许启发、张世英

提出了多元 GARCH SK模型及其建模方法
[ 15]

;蒋

翠侠等在利用多元 GARCH SK模型进行高阶矩风

险测度基础上,给出了带有高阶矩风险的动态组

合投资策略
[ 16]

.除了可以对金融时间序列的矩进

行研究以外,还可以研究其整个密度函数,洪永淼

指出:概率密度函数可以最好地描述金融时间序

列的不确定性
[ 17]

. 而 GARCD建模则为实现整个

密度函数预测提供了一条有效的途径.

本文遵循 GARCD模型的建模思路, 建立了

一个新的多元 GARCD�JSU模型并给出其向量表

示. 鉴于多元 GARCD�JSU模型的  维数灾难!问

题, 基于动态条件相关设定, 给出其简化表示;接

着, 给出了模型参数的三阶段极大似然估计方法

和诊断检验方法. 最后, 利用多元 GARCD�JSU模

型对中国股市进行了实证研究, 该模型既能描述

单个市场的动态行为, 又能够描述多个市场之间

的动态关联关系.

1� 一元及多元 JSU分布

1. 1� 一元 JSU分布

Johnson分布体系是由 Johnson对服从标准正

态分布的随机变量实施不同的变换得到的, 主要

包括三种类型: 对数正态系统 ( SL )、有界系统

( SB)、无界系统 ( SU )
[ 18]

.由于对随机变量的取值

范围进行限制, SL型和 SB型分布均不适宜用于

对金融时间序列的分布进行拟合, 而 SU型分布

则受到金融计量建模者的青睐.

设 Z为标准正态随机变量, JSU分布随机变

量 Y可由 Z经双曲正弦变换

Y = �+ �sinh
(
Z -  
! )

得到, 记为 Y ~ JSU (�, �,  , ! ). 式中, �、�( � >

0)、 、∀(∀> 0) 分别为位置参数、尺度参数、偏度

参数和峰度参数.相反, 随机变量 Y经逆双曲正弦

变换

Z =  + ∀sinh
- 1

(
Y - �
� )

可以得到标准正态随机变量 Z. 式中, sinh(y ) =

( e
y
- e

- y
) /2为双曲正弦变换, sinh

- 1
( y ) = ln( y+

y
2
+ 1)为逆双曲正弦变换.

根据随机变量的概率密度函数及随机变量函

数的概率密度函数之间对应关系, 容易得到服从

JSU分布的随机变量 Y的概率密度函数为

f (y; �, �,  , ∀) = J# ( z ) =

� ∀

� 1 +
(
y - �
� )

2
#
(
 + ∀sinh

- 1

(
y - �
� ) )

( 1)

式中, # (∀ ) 为标准正态随机变量的概率密度函

数; J为变换的 Jacobi行列式,取值为

J = | z
#
y | =

∀

� 1 +
(
y - �
� )

2

由于 sinh(∀ )与 sinh
- 1
(∀ )都为增函数,对于

服从 JSU分布的随机变量 Y的累积分布函数,有

F ( y; �, �,  , ∀) = Pr( Y ∃ y )

� � = Pr
(
�+ �sinh

(
Z -  
∀ )

∃ y
)

� � = Pr
(
Z ∃  + ∀sinh

- 1

(
y - �
� ) )

� � = ∃
(
 + ∀sinh

- 1

(
y - �
� ) )

( 2)

式中, ∃ (∀ )为标准正态分布的累积分布函数.

此外, 对于服从 JSU ( �, �,  , ∀) 分布的随机

变量 Y,可以对其实施标准化处理 Y = (Y- �) /�,

得到标准化的随机变量 Y, 而 Y ~ JSU ( 0, 1,  , ∀).

事实上,在式 ( 1) 中,令 y = (y - �) /�,可得

f ( y; �, �,  , ∀) =
∀

� 1 + y
2

# ( + ∀sinh
-1
(y ) )

� � =
1

�
∀

1 + y
2

# ( + ∀sinh
- 1
(y ) )

根据随机变量概率密度函数与随机变量函数概率

密度函数之间的关系, 1 /�为变换的 Jacob i行列

式, 则可以得到 Y的概率密度函数为

f
~
(y; 0, 1,  , ∀) =

∀

1+y
2

# ( + ∀sinh
-1
(y ) ) ( 3)

即 Y ~ JSU ( 0, 1,  , ∀), 表明标准化变换只改变随
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机变量分布的位置和散布, 不改变随机变量分布

的形态.

1. 2� 多元 JSU分布

由于正态分布能够方便地实现从一元扩展到

多元,而 JSU分布是由正态分布经逆双曲正弦变

换后得到,因此 JSU分布也容易实现从一元扩展

到多元.

对服从N & 1维标准正态分布的随机向量

Z = (Z 1, Z2, ∋, ZN ) #, 其联合概率密度函数为

#R ( z ) = (2%)
-N /2

| R |
- 1 /2

e
( - 1

2
z#R - 1z )

式中, R = (&ij ) i, j= 1, 2, ∋, N为随机向量 Z的相关系

数矩阵,元素 &ij为随机向量 Z中两个随机变量 Z i

与 Z j的相关系数; |∀ |表示行列式.

多元 JSU分布的随机向量 Y = (Y1, Y2, ∋,

YN ) #可由标准正态随机向量 Z = (Z1, Z2, ∋,

ZN ) #通过变换

Yi = �i + �i sinh
(
Z i -  i
∀i )

得到,且 Y的联合概率密度函数为

f (y ) = ( 2%)
-N /2

J# | R |
- 1/2

e
(-

1
2
z#R- 1z)

( 4)

式中,

J#= (
N

i= 1

∀i

�i 1 +
(

yi - �i
�i )

2

为增加对多元 JSU分布的直观印象, 以二元

为例,取 �1 = �2 = 0、�1 = �2 = 1、 1 = 3和  2 =

0、∀1 = ∀2 = 3且随机变量 Y1与 Y2之间相互独立,

得到其联合概率密度函数如图 1所示.

图 1� 二元 Johnson SU型分布与二元标准正态分布概率密度比较

F ig. 1 Com parison of b ivariate dens ity betw een John son SU and stand ard norm al d istribu tion

� � 由图 1可以看出, 由已知参数确定的二元

Johnson SU型分布呈现出一定的偏态特征 (在 y1

轴上为正偏,而在 y2 轴上为对称分布 ); 同时与

二元标准正态分布概率密度相比, 具有更高

的峰.

由于 JSU分布为由标准正态分布的变换得到

的分布, 因此, 其随机数发生器、分位数、密度函

数、分布函数均可由标准正态分布的对应参数经

变换得到.不同于其它的分布 (学生 t分布、非对

称或有偏的学生 t分布、Pearson IV型分布 ), JSU

分布所有的前四阶矩均是有限的, 这使得它容易

描述金融资产收益的非对称性和肥尾特征. 此外,

基于 JSU分布的对数似然函数的梯度和 H essian

矩阵的解析式都容易得到,因此,基于 JSU分布设

定的模型容易使用极大似然方法估计模型的参

数. 综上所述, 这里选择基于 JSU 分布讨论

GARCD模型的构建.

2� 一元 GARCD�JSU模型

Y an基于 JSU分布初步地讨论了广义自回归

条件密度建模问题
[ 7]

.本文中, 将 Yan的模型从一

阶扩展到高阶,建立了 GARCD�JSU模型, 并且给

出了模型参数的两阶段极大似然估计方法.

2. 1� 模型表示

给出一元 GARCD (p 1, q1; p 2, q2; p3, q3 ) �JSU

模型,模型表示如下
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yt = ∋t + (t, (t ~ JSU t ( 0, h t,  t, ∀t | ) t- 1 )

∗t = h
- 1 /2
t (t, ∗t ~ JSU t ( 0, 1,  t, ∀t | ) t- 1 )

h t = +0 + )
q1

i= 1

+i (
2
t- i + )

p1

i= 1

,iht- i

 t = c0 + )
q2

i= 1

ci∗t- i + )
p 2

j= 1

cq
2
+ j t- j

∀t = d0 + )
q3

i= 1

d i ∗t- i + )
p 3

j= 1

dq
3
+ j ∀t- j

( 5)

式中, ∋t = E t- 1 ( yt )为条件均值部分,常采用自回

归设定形式; (t为误差项, ∗t为 (t经 h
- 1 /2
t 标准化

后的误差项; JSU t (∀, ∀,  t, ∀t | ) t- 1 ) 为条件 JSU

分布,  t为时变的偏度参数, ∀t 为时变的峰度参

数; 其中 ( p1, q1 )为条件方差方程的阶; ( p2, q2 )为

时变偏度参数方程的阶; ( p3, q3 )为时变峰度参数

方程的阶. 参数向量 − = (+0, +1, ∋, +q1
, ,1, ,2,

∋, ,p1
; c0, c1, c2, ∋, cp2+ q2

; d0, d1, d2, ∋, dp 3+ q3
) #中

每一个元素均为待估计的参数.

2. 2� 参数估计

现在给出模型参数的两阶段极大似然估计方

法. 由模型 (5)中前两个方程,可以得到

∗t =
yt - ∋t

h
1 /2

t

该式表明 ∗t为 yt经线性变换得到,因此 ∗t的条件

概率密度函数 f
~

t ( ∗t | ) t- 1 )与 yt的条件概率密度

函数 f t ( yt | ) t-1 )之间存在关系

ft ( yt | ) t- 1 ) =
1

h
1 /2
t

f
~

t ( ∗t | ) t- 1 )

式中,系数 ( h
1 /2
t )

- 1
为变换的 Jacob i行列式值.

这样, 可以得到 GARCD�JSU模型 (式 (5) )

的样本条件对数似然函数为

� L ( − | ) t- 1 ) = L (y1, y 2, ∋, yT; −| ) t- 1 )

= )
T

t=T 0

lnf t ( yt | ) t- 1 )

= )
T

t= T0
[

lnf
~

t (∗t | ) t-1 ) -
1
2

lnht ]

(6)

式中, T 0 = m ax (p1, q1, p 2, q2, p 3, q3 ) + 1.

由于 f
~

t ( ∗t | ) t- 1 )为标准化的 JSU分布的条

件概率密度函数, 可由式 (3) 中的变量及参数  

和 ∀动态化得到,其表达式如下

f
~
(∗t | ) t- 1 ) =

∀t

1 + ∗
2
t

∀ 1

2%
&

� � exp -
[  t + ∀t sinh

- 1
( ∗t ) ]

2

2
( 7)

因此,样本条件对数似然函数可以表示为

L (− | ) t- 1 ) = )
T

t=T 0
[

ln f
~
( ∗t | ) t- 1 ) -

1

2
lnht ]

� = -
1

2 )
T

t= T
0

[ ln( 2%) + lnh t + ln( 1+ ∗
2
t ) ] +

� � 1
2 )

T

t= T0
[

2ln∀t - ( t + ∀t slnh
- 1
(∗t ) )

2
]

� = LV ( −V | ) t- 1 ) + LS ( −V, −S | ) t- 1 ) ( 8)

式中, −V = ( +0, +1, ∋, +q1
, ,1, ,2, ∋, ,p 1

)#为波动

方程参数向量, −S = ( c0, c1, ∋, cp 2+ q2
; d0, d1, ∋,

dp3+ q3
)#为形状方程参数向量,且 −= (−#V, −#S )#;而

LV ( −V | ) t- 1 ) = -
1
2 )

T

t= T0

[ ln( 2%) + lnh t +

� � � � � � � ln( 1 + ∗
2
t ) ]

LS (−V, −S | ) t- 1 ) =
1
2 )

T

t= T 0
[
2 ln∀t -

� � � � � � � ( t + ∀t slnh
- 1
(∗t ) )

2
]

式 ( 8)表明样本条件对数似然函数可以表示

为波动方程条件对数似然函数与形状方程条件对

数似然函数之和.为求参数向量 −的值,可以采用

两阶段估计法对 L (− | ) t- 1 ) 实施极大似然估计.

第一阶段,通过

−̂V = arg m axLV ( −V | ) t- 1 )

得到波动方程参数向量的估计 −̂V; 第二阶段,

通过

−
^
S = arg m axLS ( −

^
V, −S | ) t- 1 )

得到形状方程参数向量的估计 −
^
S . 这样, 就可

以实现对模型 ( 5) 参数向量 − = ( −#V, −#S ) #

的估计.
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3� 多元 GARCD�JSU模型

下面将一元 GARCD�JSU模型扩展到多元

GARCD�JSU模型, 并给出其参数估计及诊断检验

方法.

3. 1� 模型表示
对N & 1维向量时间序列 Yt = ( y1, t, y 2, t, ∋,

yN, t ) #, 多元 GARCD( p1, q1; p2, q2; p3, q3 ) �JSU模

型的向量表示为

�

Y t = ∋t + (t, (t ~ JSU t ( 0,H t,  t, ∀t | ) t- 1 )

∗ t = D
- 1
t (t

vech(H t ) = +0 + )
q1

i= 1

+ivech( (t- i (#t- i ) +

� � � � )
p1

j= 1

,j vech(H t- j )

 t = c0 + )
q2

i= 1
ci ∗t- i + )

p2

j= 1
cq2+ j t- j

∀t = d0 + )
q3

i= 1
d i∗t- i + )

p 3

j= 1
dq3+ j∀t- j

( 9)

式中, ∋t = E t- 1 ( Yt )为条件均值向量; ) t- 1为直到

t- 1时刻的信息集; (t = ((1, t, (2, t, ∋, (N, t ) #服从

多元条件 JSU分布, ∗t = (∗1, t, ∗2, t, ∋, ∗N, t ) #=

( (1, t / h11, t, (2, t / h22, t, ∋, (N, t / hNN, t ) #服从

标准化的多元条件 JSU分布; D t = diag( h11, t,

h22, t, ∋, hNN, t ),为对角矩阵; vech(∀ )为拉直

向量算子,它将矩阵的下三角部分堆成一个列向

量; N & 1维向量 a0、c0和 d0, N &N维矩阵 a i ( i =

1, 2, ∋, q1 )、,j ( j = 1, 2, ∋, p1 )、cl ( l = 1, 2, ∋,

p2 + q2 )和 d l ( l = 1, 2, ∋, p3 + q3 )中的元素均为

待估计参数.

该模型可以全面准确地刻画波动的相关特

征, 经济意义明确, 但模型中出现了过多的待估计

参数,并且随着金融资产数量的增加,待估计参数

的数目将以指数形式增加, 这给参数估计带来了

巨大的困难.为此, 需要对多元 GARCD�JSU模型

进行简约化处理. 常用的处理方式可以借鉴多元

GARCH模型的做法, 包括: Bo llerslev等的对角化

设定、Eng le等的 BEKK设定、Bo l lerslev等的常相

关设定、Eng le等的因子模型, 这些设定各有优势

与不足:有的经济意义不明确、有的设定形式过于

苛刻.而 Eng le等的动态条件相关设定
[ 19, 20]

则较

好地解决这种两难选择问题,这里选取 Cho i等的

动态条件相关设定对多元 GARCD�JSU模型进行

简约化处理.

记 (t = ( (1t, (2t, ∋, (N t )#中任意两个随机变

量 (it与 (jt之间的条件相关系数为 &ij, t, 则有

&ij, t =
covt-1 ((it, (jt )

vart- 1 ((it ) va rt- 1 ( (jt )
=

h ij, t

h ii, thj j, t

= ( h ii, t )
- 1∀ h ij, t∀ ( h jj, t )

- 1
(10)

式中, covt- 1 (∀, ∀ )为条件协方差, v art- 1 (∀ ) 为条

件方差.式 (10)可以写成矩阵表达

R t = D
- 1
t H tD

- 1
t (11)

式中, R t、H t分别为 (t 的条件相关系数矩阵和条

件方差 - 协方差矩阵.

由式 ( 11)可得

H t = D tR tD t

关于条件方差 - 协方差矩阵 H t的估计可以

由两个阶段完成.第一阶段, 估计 Dt.由于 D t为由

各变量条件标准差组成的对角矩阵, 因此可由 N

个一元 GARCH模型实现其估计. 第二阶段, 估计

R t.相关矩阵 R t中的元素为 (it与 (jt之间的条件

相关系数 &ij, t所组成,这与标准化误差 ∗it与 ∗j t之

间的条件相关系数完全相同, 可由 ∗t = ( ∗1, t,

∗2, t, ∋, ∗N, t ) #的条件方差 - 协方差矩阵

Q t =

q11, t q12, t ∋ q1N , t

q21, t q22, t ∋ q2N , t

. . � .

qN 1, t qN 2, t ∋ qNN, t

通过 R t = Q
* - 1
t Q tQ

* - 1
t 来估计. 式中, Q

*
t =

d iag( q11, t, q22, t, ∋, qNN , t )为由矩阵 Qt对角

元素的平方根组成的对角矩阵. 这样, R t中的元

素将由 Qt中的元素通过 &ij, t =
qij, t

qii, tqjj, t

得到.

综合上述,动态条件相关的多元 GARCD( p1,

q1; p2, q2; p3, q3 )�JSU模型可以表示为
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�

Y t = ∋t + (t, (t ~ JSU t (0,H t,  t, ∀t | ) t- 1 )

D
2
t = d iag(/i ) + )

q1

l= 1
d iag(+i, l )

∗ (t- l(#t- l+ )
p1

l= 1
d iag( ,i, l )

∗

D
2
t- l

∗ t = D
- 1
t (t, ∗t ~ JSU t (0, R t,  t, ∀t | ) t- 1 )

Q t = ( 1 - )
M

1

l= 1
a l - )

M
2

l= 1
bl )Q + )

M
1

l= 1
al ( ∗t- l∗#t- l ) + )

M
2

l= i

blQ t- l

R t = Q
* - 1
t QtQ

* - 1
t

 t = ( c1, 0, c2, 0, ∋, cN, 0 ) #+ )
q2

l= 1
( c1, l, c2, l, ∋, cN, l ) #∗ ∗t- l + )

p 2

l= 1
( c1, q2+ l, c2, q2+ l, ∋, cN, q2+ l )#∗  t- l

∀t = ( d1, 0, d2, 0, ∋, dN, 0 )#+ )
q3

l= 1
( d1, l, d2, l, ∋, dN, l ) #∗ ∗t- l + )

p3

l= 1
(d1, q3+ l, d2, q3+ l, ∋, dN, q3+ l )#∗ ∀t- l

(12)

式中, ∗ 为 H adam a rd乘积,定义为 A∗ B � ( a ij bij ),

a ij与 bij分别为矩阵 (向量 )A与 B中对应位置上

的元素; (t的方差方程实际上为一个对角化的条

件方差过程,其系数满足约束条件: )
q1

l= 1

+i, l+ )
p 1

l= 1

,i, l <

1; Q为标准化误差 ∗t的非条件方差 - 协方差矩

阵, M 1、M 2为滞后的阶;其它符号含意同前.

3. 2� 模型估计

这里, 给出多元 GARCD�JSU模型的三阶段

极大似然估计方法.由模型 (12) 的第一个方程和

第三个方程,可以得到

∗t = D
- 1
t (t = D

- 1
t (Y t - ∋t )

该式表明 ∗t为 Yt经多元线性变换得到,故 ∗t的多

元条件概率密度函数 f
~

t ( ∗t | ) t- 1 )与 Yt的多元条

件概率密度函数 ft ( yt | ) t- 1 )之间存在关系

ft ( yt | ) t- 1 ) = | D
- 1
t |∀ f

~

t ( ∗t | ) t- 1 )

=
1

|
Dt |

f
~

t (∗t | ) t- 1 )

式中, 1 / | D t |为多元变换的 Jacob i行列式.

这样,可以得到模型 ( 12)的样本条件对数似

然函数为

L (− | ) t- 1 ) = L ( y11, y 12, ∋, y1T; ∋; yN 1, yN 2,

∋, yNT; − | ) t- 1 ) = )
T

t= T
0

lnf t ( yt | ) t- 1 )

� = )
T

t= T0

[ ln f
~

t ( ∗t | ) t- 1 ) - ln | D t | ] (13)

式中, T 0 = m ax(p1, q1, p2, q2, p3, q3, M1,M2 ) + 1; −为

模型 ( 12)中所有待估计参数组成的向量. 由于 f
~

t (∗t | ) t- 1 )为标准化的多元 JSU分布的条件概率

密度函数,可由式 (4)同时令 �1 = �2 = ∋ = �N = 0

且 �1 = �2 = ∋ = �N = 1并将参数  i和 ∀i ( i =

1, 2, ∋, N )动态化得到,其表达式如下

f
~

t (∗t | ) t- 1) = (2%)
-N /2

J#t | R t |
- 1 /2

e
( -

1
2
z #
tR
- 1
t zt)

式中, zt = ( z1t, z2t, ∋, zN t ) #中的元素 z it满足 zit =

 it + ∀it sinh
-1
(∗it ), 而 J#t满足 J#t = (

N

i= 1

∀it

1 + ∗
2
it

.

因此, 样本条件对数似然函数可以进一步表

示为

L (−| ) t- 1 ) = )
T

t=T 0

[ lnf
~

t (∗t | ) t- 1 ) - ln | Dt | ]

= -
1

2 )
T

t= T0

[N ln(2%) - 2ln(J#t ) + ln( | R t | ) +

� � � � z#tR
-1
t zt + 2 ln | D t | ]

= -
1
2 )

T

t= T0

[N ln(2%) + 2ln | Dt |+ ln( | Rt | ) -

� � � � 2ln( J#t ) + z#tR
- 1
t zt ]

= -
1
2 )

T

t= T0

[N ln( 2%) + 2ln | D t | ] -

� � � 1
2 )

T

t=T 0

ln( |R t | ) -
1
2 )

T

t= T0

[ - 2 ln( J#t ) +

� � � � z#tR
-1
t zt ]

= LV ( −V | ) t- 1 ) + LR (−V, −R | ) t- 1 ) +

� � � � LS (−V, −R , −S | ) t- 1 ) (14)
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式中, −V = ( /1, /2, ∋, /N ; +1, 1, +2, 1, ∋, +N, 1, ∋,

+1, q1
, +2, q1

, ∋, +N, q1
; ,1, 1, ,2, 1, ∋, ,N, 1, ∋, ,1, p 1

,

,2, p1
, ∋, ,N, p1

) #为波动方程参数向量, −R = ( a1,

a2, ∋, aM 1
; b1, b2, ∋, bM 2

) #为相关方程的参数向

量, −S = ( c1, 0, c2, 0, ∋, cN, 0, c1, 1, c2, 1, ∋, cN, 1, ∋,

c1, p2+ q2
, c2, p 2+ q2

, ∋, cN, p 2+ q2
; d1, 0, d2, 0, ∋, dN, 0, d1, 1,

d2, 1, ∋, dN, 1, ∋, d1, p 3+ q3
, d2, p3+ q3

, ∋, dN, p3+ q3
) #为形

状方程参数向量,且 −= ( −#V, −#R, −#S ) #;而

LV (−V | ) t- 1 ) = -
1
2 )

T

t= T0

[N ln(2%) + 2ln |D t | ]

LR (−V, −R | ) t- 1 ) = -
1
2 )

T

t=T 0

ln( | R t | )

LS (−V, −R, −S | ) t- 1 ) = -
1
2 )

T

t= T0

[- 2ln(J#t ) +

� � � � � � z#tR
-1
t zt ]

式 (14) 表明样本条件对数似然函数可以表

示为波动方程条件对数似然函数、相关方程条件

对数似然函数与形状方程条件对数似然函数之

和. 为实现对参数向量 −的估计,可以采用三阶段

估计法对 L ( − | ) t- 1 )实施极大似然估计. 第一阶

段, 通过

+ � 这种分解形式有 N!种可能,如 f
^
t (y1t, y2t | ) t- 1 ) 既可以分解为 f

^
t ( y1t, y2t | ) t- 1 ) = f

^
1, t ( y1t | ) t- 1 )f

^
2, t (y2t | ) t- 1; , y1t ),也可以分解为:

f
^
t ( y1t, y2t | ) t- 1 ) = f

^
2, t ( y2t | ) t- 1 ) f

^
1, t ( y1t | ) t- 1; , y2t ).

, � 当 i = 1时, { vi | i- 1, ∋, 2, 1; t } i= 1, 2, ∋, N; t= 1, 2, ∋, T 就是 { v1; t } t= 1, 2, ∋, T ,而 v1; t = −
y
1, t

- .
f
^
1, t ( x1, t | ) t- 1 ) dx1, t.

� � −^V = arg m axLV ( −V | ) t- 1 )

得到波动方程参数向量的估计 −
^
V; 第二阶段,

通过

−
^
R = a rg m axLR (−

^
V, −R | ) t- 1 )

得到形状方程参数向量的估计 −̂R; 第三阶段,

通过

−
^
S = arg m axLS ( −

^
V, −

^
R, −S | ) t- 1 )

得到形状方程参数向量的估计 −
^
S.

由此,可以得到模型 ( 12)中参数向量 −的估

计 −
^
= (−

^#V, −
^#R, −

^#S ) #.

3. 3� 诊断检验

不妨设多元时间序列 { Yt } 来自某个数据生

成过程,该过程的真实条件联合概率密度函数为

ft ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 ).由模型 ( 12)确定的条

件联合概率密度函数 f
^
t ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t; ∋

^
t,H

^
t,

 
^
t, ∀

^
t | ) t- 1 )简记为: f

^
t ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 ),可

以用 f
^
t ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 )对 f t ( y1, t, y2, t, ∋,

yN, t | ) t- 1 )进行估计. 若可以对条件联合概率密

度函数 f
^
t ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 ) 进行如下

分解
+

� � f
^
t ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 ) = f

^
1, t ( y1, t |

) t- 1 )f
^
2, t ( y2, t | ) t- 1; y1, t )∋f

^
N, t (yN, t | ) t- 1; yN- 1, t,

∋, y2, t, y1, t )

则可以对 ( y1, t, y2, t, ∋, yN, t ) 中的每一个分量 yi, t

根据对应的条件概率密度 f
^
i, t (y i, t | ) t- 1; y i- 1, t, ∋,

y2t, y1t )进行概率积分变换

� vi| i- 1, ∋, 2, 1; t = −
y
i, t

- .
f
^
i, t ( xi, t | ) t- 1; y i- 1, t, ∋, y2t,

� � � � � � � � y1t ) dxi, t (15)

得到N个序列 {vi| i-1, ∋, 2, 1; t } i= 1, 2, ∋,N; t= 1, 2, ∋, T

,
.

D iebo ld等证明
[ 21, 22]

f
^
t ( y1, ty2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 )

与 f t ( y1, ty2, t, ∋, yN, t | ) t- 1 )一致, 当且仅当概率积

分变换序列 { vi| i-1, ∋, 2, 1; t } i= 1, 2, ∋, N; t= 1, 2, ∋, T 中的每

一个序列均满足: { vi| i- 1, ∋, 2, 1; t } t= 1, 2, ∋, T ~ .i .i d.

U ( 0, 1) , 同时所有序列组合成的整体 { ∋, v1; t,

v2 |1; t, ∋, vN |N - 1, ∋, 2, 1; t, ∋ } 也满足: { ∋, v1; t, v2 |1; t,

∋, vN |N -1, ∋, 2, 1; t, ∋ } ~ .i .i d. U( 0, 1) .

概率积分变换式 (15) 实际上就是求条件

JSU分布的累积分布函数, 根据式 (2) 的结论,该

累积分布函数可由标准正态分布的累积分布函数

求得. 对条件 { vi| i- 1, ∋, 2, 1; t } t= 1, 2, ∋, T ~ .i .i d. U ( 0,

1)和 {∋, v1; t, v2| 1; t, ∋, vN |N - 1, ∋, 2, 1; t, ∋ } ~ .i .i d.

U ( 0, 1)进行检验, 一方面利用 K�S( Ko lm ogorov�
Sm irnov) 检验和 0

2
拟合优度检验判断其是否服
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从 U ( 0, 1); 另一方面利用 L jung�Box Q检验和

LM检验判断其是否独立.

4� 实证研究

4. 1� 数据选取与基本统计特征

选择上证综指和深证成指作为研究对象, 分

别记为 SH 和 SZ, 样本区间为 2004 /01 /01至

2007 /04 /30, 剔除节假日和非同步交易日, 样本容

量为 N = 799. 数据来自雅虎财经网站: http:

/ /cn. f inance. yahoo. com /, 证券指数收益由 yi, t =

lnP i, t - lnP i, t- 1得到,其中 P i, t为 t时刻第 i个指数

按照派息和拆股调整后的收盘价.

表 1给出各证券指数收益序列的基本统计性

质. 由表 1可知, 在样本观察期间内, 深证成指与

上证综指的平均收益均为正; 深证成指的平均收

益高于上证综指的平均收益, 而前者的标准差也

高于后者,符合高收益伴随高风险的规律.就偏度

统计的结果而言,两个股指的偏度系数均为正值,

意味着在该时间区间内, 股指上涨的可能性大于

下跌的可能性;峰度统计值表明两个股指收益分

布具有比正态分布更肥的尾部. 服从 0
2
( 2) 分布

的 Jarque�B era统计检验结果,拒绝了收益序列服

从正态分布的假定.因此,仅从收益序列的前二阶

矩出发讨论风险计量、组合投资、资产定价等相关

主题,存在一定的局限性. 这里, 将利用广义自回

归条件密度建模得到条件概率密度函数, 进而对

动态高阶矩风险进行计量, 讨论高阶矩风险之间

的相互关系.

表 1� 收益序列基本统计特征

Tab le 1 Descrip t ive stat ist ics for retu rn t im e series

平均值

( & 10- 3 )

标准差

( & 10- 3 )
偏 � 度 峰 � 度

J - B检验

(尾概率 )

SH 1. 180 8 1. 502 3 0. 187 9 8. 567 9 1 027. 5 ( 0. 000 0 ) * **

SZ 1. 426 9 1. 645 3 0. 171 5 8. 448 1 983. 2 ( 0. 000 0) ** *

� � � � � � 注: ( 1) 括号中的数值为 J- B检验的尾概率; ( 2) * ** 表示 1%显著性水平下显著.

4. 2� 模型参数估计

利用动态条件相关的多元 GARCD�JSU模型

(式 ( 12) ), 取均值方程为一阶自回归形式且N =

2、p1 = q1 = 1、p 2 = q2 = 1、p3 = q3 = 1、M 1 =

M 2 = 1, 对两个股指收益同时建模,表 2给出了模

型的参数估计结果. 进而可以描述两个股指收益

高阶矩的动态特征及动态相关特征.

表 2� 基于多元 GARCD�JSU模型参数估计

T ab le 2 E st im at ion resu lts form u lt ivariate GARCD�JSU m ode l

股指

� � 均值方程 方差方程 相关方程 � � � � � � 形状方程

+0

( & 10- 3 )

+1

( & 10-2 )

,0

( & 10- 6 )

,1

( & 10- 2 )

,2 a1 b1 c0

( & 10- 3 )

c1 c2 d 0 d 1 d 2

SH 1. 181 - 1. 306 8. 555 6. 151 0. 903
0. 042 0. 953

8. 057 0. 151 0. 631 0. 993 0. 124 0. 693

SZ 1. 425 - 0. 266 10. 954 7. 183 0. 891 3. 645 0. 139 0. 647 1. 003 0. 111 0. 649

4. 3� 动态条件相关测度

图 2给出了两个股指收益序列之间的静态相

关系数与条件相关系数.显然,静态相关系数难以

度量出上证综指与深证成指之间时变的相关关

系. 可以看出在整个样本区间内,上证综指与深证

成指均呈现正向的相关关系, 但相关性的强弱并

非恒定不变, 在绝大多数时间内, 相关系数高达

0. 9以上;相关系数低于 0. 85,只发生在四个时间

区段上: 2006 /04 /13至 2006 /05 /23、2006 /07 /06

至 2006 /07 /13、2006 /12 /02 至 2006 /12 /03、

2006 /12 /27至 2007 /02 /01.
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图 2� SH与 SZ之间条件相关系数

F ig. 2 Cond ition al correlation coefficien t b etw een SH and SZ

4. 4� 模型效果检验

对于上证综指与深证成指, 得到其条件联合

概率密度函数为 f
^
t (y 1ty2t | ) t- 1 ),并且可以进行分

解: f
^
t (y1t, y2t | ) t- 1 ) = f

^
1, t ( y1t | ) t- 1 )f

^
2, t ( y2t | ) t- 1;

y1t ), 则 可 以 得 到 概 率 积 分 变 换 序 列

{ v1; t } t= 1, 2, ∋, 797和 { v2| 1; t } t= 1, 2, ∋, 797
/. 图 3a给出了

概 率 积 分 变 换 序 列 { v1; t } t= 1, 2, ∋, 797 和

{ v2|1; t } t= 1, 2, ∋, 797各自的直方图, 由于整个序列个

数为 797,一共分了 15组, 平均每组大约有 53个

数据.由图 3a可见, 每组数据的个数基本上围绕

53上下波动,大致判定其为均匀分布. 图 3b给出

两个股指概率积分变换序列组 合后 { v1; t,

v2 |1; t } t= 1, 2, ∋, 797的直方图, 由于整个序列个数为

1 594,一共分了 15组,平均每组大约有 106个数

据. 由图 3b可见,每组数据的个数基本上围绕 106

上下波动,大致判定其为均匀分布.

� � 表 3给出了在 S tatistica6. 0软件中基于 K �S

检验和 0
2
拟合优度检验得到的结果, 结果显示:

在 5%的显著性水平下, 都不能拒绝序列为 U ( 0,

1)的原假设, 即认为概率积分变换序列服从

U( 0, 1)分布.

接下来,检验概率积分变换序列的独立性,表

3给出了在 Ev iew s5. 0软件中基于 L jung�Box Q检

验和 LM检验得到的结果,结果显示:在 5%的显

著性水平,都不能拒绝序列为随机序列的原假设,

即认为概率积分变换序列具有独立性.
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表 3� 概率积分变换序列的检验
Tab le 3 T es t for th e series of p robab i lity in tegral trans form s

股 � 指
U ( 0, 1) 的检验

独立性的检验

L jung�Box Q检验 LM检验

K�S检验 02拟合优度检验 Q ( 5 ) Q ( 10 ) Q ( 15) LM ( 1 ) LM ( 5 )

SH
0. 027 8

( n. s. )

8. 139 3

( 0. 419 9 )

df = 8

5. 162 7

( 0. 396)

7. 171 5

( 0. 709 )

10. 092 4

( 0. 814 )

0. 000 2

( 0. 988)

1. 479 1

( 0. 194)

SZ
0. 033 8

( n. s. )

12. 357 3

( 0. 135 9 )

df = 8

2. 594 5

( 0. 762)

15. 756

( 0. 107 )

21. 374

( 0. 125 )

0. 008 8

( 0. 925)

0. 598 9

( 0. 700)

SH和 SZ
0. 023 6
( n. s. )

11. 094 7
( 0. 196 4 )

df = 8

5. 532 2
( 0. 354)

13. 788
( 0. 183 )

19. 611
( 0. 187 )

0. 240 6
( 0. 624)

1. 472 6
( 0. 196)

� � � � � � 注: ( 1 )在 S tatist ica6. 0软件中  n. s. !表示不显著, df表示自由度; ( 2) 括号中的数据为检验统计值的尾概率.

� � 以上结果表明,对单个概率积分变换序列有

{ v1; t } t= 1, 2, ∋, 797 ~ .i .i d. U ( 0, 1)和 {v2|1; t } t= 1, 2, ∋, 797 ~

.i .i d. U( 0, 1)成立, 对概率积分变换序列组合后

的序列有 { v1; t, v2| 1; t } t= 1, 2, ∋, 797 ~ .i .i d. U ( 0, 1) ,

因此用动态条件相关的二元 GARCD�JSU模型拟

合上证综指与深证成指的条件联合概率分布是适

合的.

5� 结束语

本文在多元 JSU分布的基础上, 建立了一个

新的多元 GARCD�JSU模型, 给出该模型的两种

表示形式:向量表示与简化表示, 提出了模型参数

的三阶段极大似然估计方法和诊断检验方法. 最

后, 将动态条件相关二元 GARCD�JSU模型应用

于中国股市的研究,取得了较好的实证效果.
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Multivariate generalized autoregressive conditional density m odeling and

its application

JIANG Cui�x ia1, 2
, ZHANG Shi�y ing2

1. Schoo l of M athem atics and Inform ation Science, Shandong Institute of Business and Techno logy, Yantai

264005, China;

2. Schoo l ofM anagem en,t T ianjin Un iversity, T ian jin 300072, China

Abstract: Generalized autoregressive condit iona l density m ode l prov ides a usefu l too l for sim u lating the proba�
b ility density function o f f inanc ial asset returns. It is im portan t to describe the dynam ic character o f financial

asset return com prehensive ly. Based on univar iate GARCD�JSU m ode,l the mu lt ivariate GARCD�JSU m odel

has been proposed in the paper. F irs,t w e g ive the vector expression o f the new m ode.l Second, the reduc ing

expression is obtained by dynam ic cond itional correlat ion m ethod. Third three�stage m ax imum likelihood est i�
m ation and diagnosis testm e thods to the new m odel have been proposed. F ina lly, Ch inese stock m arke ts are

se lected for em p irica l ana lysis.

Key words: GARCD m ode;l JSU distribu tion; m ax im um like lihood est im ation
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