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摘要: 在标准的 B lack Scho les型金融市场下,建立了期望未来损失 ( expected future loss; EFL)

约束下基于终端财富效用最大化的投资组合选择模型.运用鞅和优化方法,得到了一般效用投

资者在投资计划期内任意时刻的最优财富和最优投资组合选择策略.在对数效用函数下,得到

了投资者在投资计划期内任意时刻的最优财富和最优投资组合选择策略的显式表达式.
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0 引 言

近十多年来, 国内外许多学者都致力于 V aR

( va lue at risk)的研究, V aR即投资组合在给定的

置信水平下及特定的投资计划期内可能遭受的最

大损失
[ 1, 2]

. 一段时期以来, 金融文献里似乎有个

共同的信念,那就是 V aR是管理和控制风险的有

效方法.正如文献 [ 2]指出的那样, VaR方法已被

基金经理广泛运用.而且,巴塞尔银行监管委员会

要求银行运用 V aR方法来决定源于市场风险暴

露的资本充足性要求. 然而, 文献 [ 3]出现之后,

显然认识到 V aR方法并非度量和控制风险的可

靠方法, 因为 V aR方法不是一致性风险度量方

法. Szego
[ 4 ]
指出,一般说来, V aR甚至不是弱一致

性风险度量方法,其严重缺陷是不满足次可加性.

也就是说,分散投资反而会招致更大的风险,这显

然有悖于 Markow itz的分散投资原理. 当然,如果

投资组合中所有风险资产回报率的联合分布是椭

球的, VaR满足次可加性,即

V aR (P1 + P 2 )  VaR (P1 ) + V aR (P 2 )

这里, P 1和 P2指两个投资组合的回报率, 指置

信水平.

因为 V aR方法的缺陷, A rtzner等
[ 3]
提出了 !一

致风险度量∀这一概念. 认为风险是一个映射 #

R
n ∃R,如果一个风险计量方法在数理逻辑和经济

逻辑上是合理的,则它应该满足下面的几条公理
[ 5]
:

1)转移不变性公理.设 X % R
n
, 是常数,则

(X + ) = (X ) - , 其经济意义是如果将常数

单位的参考金融工具加入到资产组合中去, 则只

需要有相同数量的风险补偿. 其直接结果是通常

所谓的无风险资产也是存在风险的.

2)正齐次性公理.对任意的 k& 0, X % R
n
,有

( kX ) = k (X ),其经济意义是如果持有资产头

寸的规模直接影响到风险测度 (例如由于持有资

产头寸太大以至于资产流动性严重依赖于资产规

模 ), 则应该考虑由于资产缺乏流动性带来的后

果, 因为此时风险已不仅仅依赖于未来财富净值.

该公理也表明这里的风险是线性依赖于持有资产

头寸,并且应该避免风险叠加的规模效应.

3)次可加性公理.对 X, Y % R
n
, (X + Y)  

(X ) + ( Y), 其经济意义是投资组合可以分散投

资风险,因为左边可以推广为投资组合的风险,而

右边表示单独投资的风险总和.

4) 单调性公理. 如果 X  Y, 则 (X ) &
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( Y),其经济意义是如果一个资产组合好于另一

个资产组合,则其投资风险也应该小一些,传统的

均值 - 方差决策方法不满足该条件.稍作变形可

知当 X < 0时, (X ) > 0, 即此处是用正值表示

风险.

然而,目前使用得最多的几种风险测度方法如

方差、V aR都不是一致风险测度,主要是不满足次可

加性.也就是说当 Markow itz提出利用投资组合可以

降低投资风险的原理时,他们使用的风险测度指标

却导致错误的投资组合结果.目前人们提出了一些

一致风险测度指标,其中使用得最多的是条件风险

价值 CvaR ( cond it iona l v alue a t risk)
[ 6~ 8]
、WCE

(w orst cond it ional expectat ion)
[ 9, 10]
、ES( expected

shortfa ll)
[ 11]
等.

最近,文献 [ 12] 运用 !受限期望损失 ∀风险

测度法来控制投资组合的风险, 建立了受限期望

损失约束下的效用最大化投资组合选择模型. 受

限期望损失风险测度法满足次可加性、正齐次性

及单调性公理 (但不满足转移不变性公理 ). 因

此, 受限期望损失方法克服了 V aR方法不满足次

可加性的缺陷. 文献 [ 12] 的研究表明, 与非风险

管理者相比, V aR风险管理者总是最优地选择风

险资产的更大暴露,其结果是当损失发生时,会招

致更大的损失; V aR风险管理方法下的期望损失

是受限期望损失风险管理方法下的 2 ~ 10倍.然

而, 本文考虑的是期望未来损失 (EFL) 约束下的

最优投资问题.与受限期望损失相比,期望未来损

失不考虑损失的贴现.

1 EFL约束下的投资组合选择模型

1. 1 金融市场描述

考虑标准的 B lack Scho les型金融市场, 假设

市场上存在 n + 1种资产,所有的资产都在投资计

划期 [ 0, T ]内连续交易. 其中一种资产为无风险

债券,其价格过程 p0 ( t )满足常微分方程

dp 0 ( t) = rp0 ( t) dt

p0 ( 0) = 1
( 1)

式中, r( > 0)是无风险债券的利率. 其余 n种资

产为股票,其价格过程 pi ( t) ( i = 1, 2, (, n)满足

随机微分方程

dp i ( t) = p i ( t) bi dt + )
n

j= 1

 ij dB j ( t)

pi ( 0) = pi

( 2)

这里, B (∗ ) = ( B1 (∗ ), (, Bn (∗ ) )
T
是定义在带

流概率空间 (!, F, { Ft } 0 t T, P ) 上的 n维标准布

朗运动, 系数 b = ( b1, (, bn )
T
及  =

{  ij } 1 i, j  n是股票期望回报率向量和波动率矩

阵, 它们满足如下假设:

H1 bi > r, i = 1, (, n;

H2   
T
> 0(非退化条件 )

注意,尽管 b和  是时变的, 但本文假定它们均为

常数.

动态投资组合由 )
n

i= 0

N i ( t) pi ( t ) 构成, 这里

N i ( t )是指投资在第 i种股票 p i上的股数.假设初

始财富为 w (0) + w 0 > 0,任意时刻 t % [ 0, T ]投

资者的总财富记为 w ( t).容易证明, w ( t )满足随

机微分方程

dw ( t) = w ( t ) { [ r 1 - )
n

i= 1
∀i ( t) +

)
n

i= 1

bi∀i ( t ) ] dt+ )
n

i= 1
)
n

j= 1

∀i ( t) ij dB j ( t) }

(3)

式中, ∀i ( t)表示时刻 t投资在第 i种股票上的财

富比例,即

∀i ( t )w ( t) = N i ( t) S i ( t), i = 1, (, n
于是

w ( t) = )
n

i= 0

∀i ( t)w ( t)

其中, ∀0 ( t) = 1 - )
n

i= 1
∀i ( t)是时刻 t投资在无风

险债券中的财富比例.称资产组合过程

∀( t) = ( ∀1 ( t), (, ∀n ( t ) )
T % R

n

为一个投资组合选择策略.

当然,系统 (3)能写成向量形式

dw ( t) = w ( t ) { [ r + (b - r1)
T
∀( t) ] dt+

∀
T
( t ) dB ( t) } ( 4)

式中, 1是 n维列向量,其每个元素为 1.

动态市场的完全性意味着存在惟一的状态价

格密度过程 #( t),满足随机微分方程

d#( t) = - #( t ) [ rdt + ∃
T
dB ( t) ] ( 5)

式中, #(0) + #0; ∃+  
- 1
( b - r1)是风险市场价
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格过程.

最后,假定效用函数 u( x ) 是两次连续可微,

严格递增,严格凹函数, 且满足

l im
x∃ 0

u,(x ) = − , l im
x∃ −

u,( x ) = 0

同时, 严 格递 增, 连 续的 边 际效 用 函数

u '#( 0, − ) ∃ (0, − )有严格递减, 连续的逆函数

I # (0, − ) ∃ (0, − ).

1. 2 EFL约束下的投资组合选择模型

正如引言中所指出的 V aR方法的缺陷, 本文

采用 EFL方法来控制投资组合风险 (与文献 [ 12]

的受限期望损失相比, EFL不考虑损失的贴现 ),

其数学表达式为

E [ (w 0 - w (T ) ) 1{ w0-w ( T)&w } ]  c ( 6)

式中,阈值 w外生给定; c是常数; w0是投资者的

初始财富; w (T ) 是终端财富; w 0 - w (T ) 表示投

资者的未来损失. 式 (6) 的经济含义是一旦损失

发生 (超过阈值 w ), 要求平均未来损失不超过给

定的某常数 c,由于

E [ (w 0 - w (T ) ) 1{ w0-w ( T)&w } ] =

E [ (w 0 - w (T ) ) | w (T )  w 0 - w ] .

P (w (T )  w 0 - w )

因此约束 ( 6)既 !惩罚 ∀了未来损失发生的高概

率, 又 !惩罚 ∀了一旦损失发生时的高平均未来

损失
[ 12]

.

运用鞅方法,建立如下 EFL约束下的投资组

合选择模型

max
w ( T)

E [ u (w (T ) ) ]

s. .t E [ #(T )w (T ) ] = #0w 0

E [ (w 0 - w (T ) ) 1{ w0-w ( T)&w } ]  c ( 7)

其中,第 1个约束为预算约束,第 2个约束为 EFL

约束.

2 模型求解

求解 EFL约束下的优化问题 (7),定理 1与定

理 2分别描述了一般效用投资者在投资计划期

[ 0, T ]内任意时刻 t的最优财富和最优投资组合

选择策略.

定理 1 一般效用投资者在投资计划期 [ 0,

T ] 内任意时刻 t的最优财富 F (#( t), t)为

1

#( t)
E [ #(T ) { I [%1 #(T ) ] & (d ) +

I [m in%1#(T ), u,(w 0 - c) ] } [ 1 - & (d ) ] | Ft ]

其中, %1是非负常数, 由式 ( 14)确定; & (d ) 是标

准正态累计分布函数

d =

ln
#

#0
+
(
r +

/∃/
2

2 )
T

/∃/ T
; #=

u,(w 0 - w )

%1
.

证明 设非负常数 %1、%2为拉格朗日乘子,

记拉格朗日函数 L (w (T ); %1, %2 )为

L (w (T ); %1, %2 ) = E u(w (T ) ) -

%1 {E [ #(T )w (T ) ] - #0w 0 } -

%2 {E [ (w0 - w (T ) )1{w 0-w (T )&w } ] - c}

则

∋L
∋w

= E [ u,(w (T ) ) - %1#(T ) +

%2 1{ w0-w( T)&w } ]

令
∋L
∋w

= 0, 得

u,(w*
(T ) ) = %1#(T ) - %21{w 0-w

* (T )&w } (8)

( 1)如果w 0 - w
*
(T ) < w,则 EFL约束不起

作用,由式 (8)知

u,(w*
(T ) ) = %1#(T )

因此最优终端财富为

w
*
1 (T ) = I (%1 #(T ) )

( 2)如果 w0 - w
*
(T ) & w,则由式 (8)知

u,(w*
(T ) ) = %1#(T ) - %2 ( 9)

根据 %2 { E [w 0 - w
*
(T ) - c] } = 0,知道

当 E [w 0 - w
*
(T ) - c] > 0时, %2 = 0;

0 当 E [w 0 - w
*
(T ) - c] = 0时, %2 > 0,且

w
*
(T ) = w0 - c (10)

将式 ( 10)代入式 ( 9)得

u,(w 0 - c) = %1#(T ) - %2

即

%2 = %1#(T ) - u ,(w 0 - c)

因此

%2 = max( 0, %1#(T ) - u ,(w 0 - c) ) (11)

最后,将式 (11)代入式 ( 9)得

u,(w*
(T ) ) = m in(%1 #(T ) - u,(w 0 - c) )

即

w
*
2 (T ) = I (m in( %1#(T ), u ,(w 0 - c) ) )
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因此,最优终端财富为

w
*
(T ) = P {w 0 - w

*
(T ) < w }w

*
1 (T ) +

[ 1 - P {w 0 - w
*
(T ) < w } ]w

*
2 (T )

(12)

下面计算 P {w 0 - w
*
(T ) < w }. 记 # =

u,(w 0 - w )

%1

,于是

P {w 0 - w
*
(T ) < w }

= P { I (%1 #(T ) ) > I( %1#) }

= P { ln#(T ) < ln#}

由式 ( 5)及 IT 微分公式知

ln#(T ) = ln#0 - r +
/∃/

2

2
T - ∃

T
B (T )

E [ ln#(T ) ] = ln#0 - r +
/∃/

2

2
T

因此

P { ln#(T ) < ln#}

= P
ln#(T ) -E ln#(T )

Var( ln#(T ) )
<

ln#-E ln#(T )

Var ( ln#(T ) )

= &
ln
#

#0
+ r +

/∃/
2

2
T

/∃/ T

令 d =

ln
#

#0
+ r +

/∃/
2

2
T

/∃/ T
,即得

P {w 0 - w
*
(T ) < w } = & (d )

综上,由式 (12)可以得到

w
*
(T ) = I (%1 #(T ) ) & (d ) +

I (m in( %1#(T ), u,(w0 - c) ) ) .

( 1 - & ( d ) ) (13)

因为任意时刻 t投资者的最优财富 F (#( t), t)为

按最优增长过程 #( t )投资达到 w
*
(T )的投资成

本
[ 13]
, 故有

#0w 0 = E [ #(T )w
*
(T ) | F0 ]

= E {#(T ) [ I( %1#(T ) )& ( d ) +

I(m in(%1 #(T ), u,(w 0 - c) ) ) .

(1 - & (d ) ) ] | F0 } (14)

由此式便可确定 %1. 另外, 投资者在投资计

划期 [ 0, T ]内任意时刻 t的最优财富为

F ( #( t ), t) = E
#(T )
#( t)

w
*
(T ) | Ft

=
1

#( t)
E [ #(T ) ( I (%1 #(T ) ) & (d ) +

I (m in( %1 #(T ), u,(w0 - c) ) ) .

( 1 - & ( d ) ) ) | Ft ] (15)

证毕.

定理 2 如果一般效用投资者在投资计划期

[ 0, T ]内任意时刻 t的最优财富 F (#( t), t )关于

#( t)二次连续可微,关于 t一次可微,且在 (#( t ), t)

具有连续偏导数,那么最优投资组合选择策略为

∀( t) = - w ( t )
- 1
#( t )

∋F
∋#
 
- 1
∃ (16)

证明 由多元 IT 微分公式知

dF ( #( t), t )

=
∋F
∋#

d#t +
∋F
∋t
dt+

1

2

∋
2
F

∋#
2 d1#, #2( t)

= [ -
∋F
∋#
#( t ) r +

∋F
∋t
+

1

2
#( t)

2

/∃/ ] dt-

∋F
∋#
#( t) ∃

T
dB ( t)

另外,由式 (4)知财富过程为

dw ( t) = w ( t ) [ ( r + (b - r1)
T
∀( t ) ) dt +

∀
T
( t)  dB ( t) ]

因为这两个过程是等价的,比较其波动项得

-
∋F
∋#
#( t )∃

T
= w ( t) ∀

T
( t ) 

因此

∀( t) = - w ( t)
- 1
#( t)

∋F
∋#
 
- 1
∃ 证毕.

显然,只要知道任意时刻 t的最优财富 w ( t),便

可由式 (16)求得该时刻的最优投资组合选择策略.

3 对数效用函数下的最优财富和投

资组合选择策略

定理 3及定理 4给出了对数效用函数下投资

者在投资计划期 [ 0, T ] 内任意时刻 t的最优财富

和最优投资组合选择策略的显式表达式.

定理 3 假设效用函数 u(w ) = lnw,则投资

者在投资计划期 [ 0, T ] 内任意时刻 t的最优财富

F ( #( t ), t) 可以显式地表示为

F ( #( t ), t) =
1

%1#( t)
& ( d

~

) +

{
1

%1 #( t)
& ( d ) + exp[ - r (T - t) ] .
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(w0 - c) ( 1 - & ( d ) ) } ( 1 - & ( d
~

) )

d
~

=

1
%1 (w 0 - c)

- #0 exp{- rT }

/∃/ T

式中, %1是非负常数, 由式 ( 14)确定.

证明 因为 u (w ) = lnw,则

u,(w ) = 1

w
, I ( x ) =

1

x

由定理 1得到

F ( #( t), t ) =

1
#( t)

E {#(T ) [ I (%1 #(T ) )& (d ) +

I (m in(%1 #(T ), u,(w0- c) ) ) (1- & (d) ) ] |Ft }

( 1)如果

m in(%1 #(T ), u,(w 0 - c) ) = %1 #(T )

即 #(T ) <
1

%1 (w 0 - c)
,则

F1 (#( t), t) =
1

#( t )
E {#(T ) [ I(%1#(T ) ) .

& ( d ) + I (%1 #(T ) ) ( 1 - & ( d ) ) ] }

=
1

%1 #( t )

( 2)如果

m in(%1 #(T ), u,(w 0 - c) ) = u,(w 0 - c)

即 #(T ) & 1

%1 (w 0 - c)
,则

F 2 ( #( t ), t) =
1

#( t )
E {#(T ) [ I( %1#(T ) ) .

& (d ) + I( u,(w 0 - c) ) (1- & (d) ) ] | Ft }

=
1

#( t)
E [

1
%1

& ( d ) +

#(T ) (w0 - c) ( 1 - & ( d ) ) | Ft ]

由式 ( 5)及 IT 微分公式知

E [ #(T ) | Ft ] = #( t) exp{- r (T - t) }

因此

F 2 ( #( t ), t) =
1

%1 #( t)
& ( d ) +

exp{ - r(T - t) } (w 0 - c) ( 1 - & ( d ) )

同样地,由式 ( 5) 及 IT 微分公式知

#(T ) = #0 exp - r+
/∃/

2

2
T - ∃

T
B (T )

则

E [ #(T ) ] = #0 exp{ - rT }

Var( #(T ) ) = /∃/
2

T

因此

P #(T ) <
1

%1 (w 0 - c)
= P .

{
#(T ) - E [ #(T ) ]

Var[ #(T ) ]
<

1

%1 (w 0 - c)
- E [ #(T ) ]

Var [ #(T ) ] }

= &

1
%1 (w0 - c)

- #0 exp( - rT )

/∃/ T

令

d
~

=

1
%1 (w 0 - c)

- #0 exp(- rT )

/∃/ T

于是

P #(T ) <
1

%1 (w 0 - c)
= & ( d

~

)

综上可得

F ( #( t ), t)

= F 1 ( #( t), t) & ( d
~

) + F2 ( #( t), t ) (1 - & ( d
~

) )

= [
1

%1 #( t)
& (d ) + exp{ - r(T - t) } ] .

( 1- & ( d
~

) ) +
1

%1 #( t )
& ( d

~

) (17)

证毕.

定理 4 假设效用函数 u (w ) = lnw,则投资

者在投资计划期 [ 0, T ] 内任意时刻 t的最优投资

组合选择策略可以显式地表示为

∀( t) =
1

%1 #( t)w ( t)
[ & ( d

~

) +

& ( d ) ( 1 - & ( d
~

) ) ]  
- 1
∃

证明 由式 ( 17)知

∋F
∋#

= -
1

%1#
2
( t)

.

[ & ( d
~

) + & ( d ) ( 1 - & ( d
~

) ) ]

依定理 2得到

∀( t) = - w ( t)
- 1
#( t)

∋F
∋#
 
- 1
∃

=
1

%1 #( t)w ( t)
 
- 1
∃ .

[ & (d
~

) + & (d ) ( 1- & ( d
~

) ) ] 证毕.
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4 结束语

本文建立了期望未来损失约束下基于终端财

富效用最大化的投资组合选择模型. 运用鞅和优

化方法,得到了一般效用投资者在投资计划期内

任意时刻的最优财富和最优投资组合选择策略.

特别是,在对数效用函数下, 得到了投资者在投资

计划期内任意时刻的最优财富和最优投资组合选

择策略的显式表达式.然而, 本文没有考虑市场的

摩擦因素,比如交易成本或税收对投资者最优财

富和投资组合选择策略的影响.因此,摩擦市场基

于期望未来损失的最优投资问题值得进一步研究.
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Optimal investm ent problem under constraint of expected future loss
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Abstract: In the standard B lack Scho les type o f financia lmarkets, the po rtfo lio se lectionmode lbased on utili

ty max im ization from term inalw ealth under the constra int o f expected future loss ( EFL) is estab lished. The

general u tility investor3 s opt imal w ea lth and opt imal portfo lio selection strateg ies at any time over an invest

ment plann ing horizon are derived by using methods of martingale and optim izat ion. Especially, under loga

rithm ic utility, exp lic it expressions for the investo r3 s opt imalw ea lth and opt imal portfolio selection strategies at

any tim e over an investmen t p lanning horizon are ob tained.
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