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半参数计量经济联立模型的变窗宽估计理论
�
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摘要: 联立方程模型在经济政策制定、经济结构分析和经济预测方面起重要作用. 文章将半参

数单方程计量经济模型的局部线性估计方法与传统联立方程计量经济模型的工具变量估计方

法相结合, 在随机设计 (模型中所有变量为随机变量 )下, 提出了半参数联立方程计量经济模

型的局部线性工具变量变窗宽估计方法, 并利用极限理论研究了估计的大样本性质. 结果表

明:参数分量的估计具有一致性和渐近正态性且收敛速度为 n
- 1 /2

;非参数分量估计在内点处

具有一致性和渐近正态性, 其收敛速度达到了非参数函数估计的最优收敛速度.

关键词: 半参数模型; 局部线性估计; 工具变量估计; 变窗宽估计; 渐近正态性

中图分类号: F224� � 文献标识码: A � � 文章编号: 1007- 9807( 2009) 02- 0060- 07

0� 引 � 言

计量经济联立模型在经济政策制定、经济结

构分析和经济预测方面起重要作用
[ 1, 2]

. 传统的

线性或非线性计量经济联立模型
[ 1 ~ 3]
容易造成单

方程的设定误差,致使联立方程的累积误差较大,

不能很好地反映现实中的经济现象. 目前非参数

计量经济联立模型的估计理论已取得较大进

展
[ 4~ 8]

,但已有的研究存在两方面的共同局限性,

一是假定经济变量的关系是未知的, 而现实中的

经济变量的关系是部分已知的; 二是模型非参数

回归函数估计趋于实际量的收敛速度慢. 变窗宽

估计的窗宽可随着观察点的不同而不同, 这样有

的附近数据多的点的窗宽可取小一些, 附近数据

少的点的窗宽可取大一些, 从而改进估计效

率
[ 8~ 10]

.本文将非参数计量经济联立模型的变窗

宽估计理论
[ 8]
进行扩展, 提出半参数计量经济联

立模型的局部线性工具变量变窗宽估计, 并证明

了参数分量估计的渐近正态性和一致性, 且其收

敛速度为 n
-1 /2

(与经典线性回归模型参数的收敛

速度一致
[ 3, 11 ]

),还证明了非参数分量估计 (在内

点处 ) 的渐近正态性和一致性, 它的收敛速度达

到了非参数函数估计的最优收敛速度. 本文的研

究表明:由于半参数模型中的部分解释变量与被

解释变量的关系已知,所以, 其参数分量和非参数

分量估计的收敛速度快于非参数模型回归函数估

计的收敛速度,这与经典的半参数单方程回归模

型的结论一致
[ 12, 13]

. 从而, 本文建立的半参数计

量经济联立模型的工具变量变窗宽估计理论有效

地克服和弥补了已有的非参数计量经济联立模型

估计理论的缺陷, 使得联立模型的估计理论更具

有实用价值.

1� 局部线性工具变量变窗宽估计

设半参数计量经济联立模型的某结构式方

程为

Yi = X iB + m (P i ) + u i ( i = 1,  , n) ( 1)

其中 B是未知参数向量, m (! ) 是未知函数, (X 1,

P1, Y1 ),  , (X n, Pn, Yn ) 是在 R
d+ 1

( d = dx + dp )
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上取值的独立同分布的随机变量向量序列, u i是

均值为零且相互独立的随机变量. 假定解释变

量向量 X i = (X 1i,  , X dx i
)

T
和 P i = (P 1i,  ,

Pd
p
i )

T
中某些变量是内生变量与随机误差项 u i

相关, 即

E (X iui ) # 0, E (P iu i ) # 0 ( 2)

经典的半参数回归模型假定解释变量与随机

误差项不相关
[ 12, 13]

, 但在联立模型中该假定被破

坏
[ 1~ 3]

, 或是与被解释变量关系已知的解释变量

X i = (X 1i,  , Xdx i
)

T
中有些变量与随机误差项相

关,或是与被解释变量关系未知的解释变量 P i =

(P 1i,  , Pdp i
)

T
中有些变量与随机误差项相关.假

定 dp ∃ 3,设非参数函数 m及其一阶、二阶导数有

界连续, 则其估计的最优收敛速度为 n
-

n
dp+ 4

[ 14, 15]

( dp过大将会降低m估计的收敛速度 ).设 Z1,  ,

Zn是 R
d+ 1
上独立同分布的随机变量向量, 其中

Z i = (Z1 i,  , Zd+ 1i )
T
.假设

E (Z iu i ) = 0, E (Z iui | X i, P i ) = 0

称 Z i为工具变量向量.

设 fP (! )是 P i = (P 1i,  , Pd p i
)

T
的密度函数,

fP (p ) > 0有凸支撑 supp( fP ) � R
d p, fP 是有界连

续函数, 其一阶导数连续; E (Z j i | P i = p )、

E ( (Z ji )
2

| P i = p )和 E (Z jiZk i ( u i )
2

| P i = p )有

界连续;设 K (! )是 dp维密度函数,令

Kh n
(p ) = h

- dp
n K ( h

- 1
n p )

称K为核函数, K hn /�(Pi) (! )为核权函数, hn为不变

窗宽, �(P i )为变窗宽. 若掌握解释变量P i分布的

一些信息,对密度大的点取较小的窗宽,对密度小

的点取较大的窗宽, 这样采用与掌握的信息有关

的变窗宽估计将会提高估计的效率
[ 8~ 10]

. 假定核

函数 K 有紧支撑

supp(K ) � %
d p

i= 1

[ - 1, 1] � R
dp

且

K (p ) & 0, ∋K (p ) dp = 1,

∋K (p )pdp = 0, ∋K (p )pp
T

dp = �2 (K ) I

其中 �2 (K ) # 0, I为单位阵.

定义 1� 给定 p ( supp( fP ) � R
dp和窗宽 h,

记

 p, h, � = {z)(p + h(�(p) )- 1
z) ( supp(fP ) } ∗

supp(K )

若存在 h0 > 0,使得当 h ∃ h0时

 p, h, � = supp(K )

则称 p为 supp(fP )的内点, 否则称之为边界点.

约定 � i分别是元素全为 1的矩阵或列向量

或行向量.

条件 1� hn = c! n- 1 /( dp+ 4)
( c为某常数 ), �(! )

有界且m in
z

�( z) > 0.

条件 2� (Z
T
* Wp, �! p )

- 1
存在,其中

Z* = (Z* 1,  , Z* n )
T

Z* i = (Zdx+ 1i,  , Zd+ 1i )
T
,

Wp, � = d iag{K hn
�(P 1)

(P1 - p ),  , K hn
�(Pn)

(Pn - p) }

! p = (Pp 1,  , Ppn )
T
Ppi = (1, (P i - p )

T
)

T

条件 3

E [ Z# i (m (P i ) - E [m (P i ) | Z* i ] ) ] = 0

其中 Z# i = (Z 1i,  , Z rx i
)

T
.

定义 2� 在条件 1 - 2下,模型 ( 1)中参数 B

的局部线性工具变量变窗宽估计 B
^
IV (�) 是下列

线性方程组的解

� +
n

i= 1
[Yi-m 1 (P i, �)- (X i-m2 (P i, �) )B ]Z j i= 0

� � � � j = 1,  , dx ( 3)

其中

m 1 (p, �) = e
T
1 (Z

T
* Wp, �! p )

- 1
Z

T
* Wp, �Y

m 2 (p, �) = e
T

1 (Z
T

* Wp, �! p )
- 1
Z

T

* Wp, �X

� � e1 = ( 1, 0,  , 0)
T

定义 3� 在条件 1 - 2下,模型 (1)中非参数

函数 m (! )的局部线性工具变量变窗宽估计为

m̂ IV (p, �) = m 1 (p, �) - m2 (p, �)B̂IV ( �)

( 4)

2� 局部线性工具变量变窗宽估计的
性质

引理 1� 在条件 1 - 2下, m 1 (p, �)和 m2 (p,
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�)分别是 E (Y | P = p )和 E (X | P = p )的一致

估计且收敛速度都是 n
-

2
dp+ 4 (

2

dp + 4
>

1

4
).

证明 由文献 [ 8]中定理 1的推论 2可推得.

引理 2� (Chebychev不等式 ) � 设 X为随机

变量,则对于任意 ∀ > 0

P ( | X - E (X ) |& ∀) ∃ var(X )

∀
2

定理 1� 在条件 1 - 3下

n(B
^
IV ( �) - B ) ,

L

� � N ( 0, ( #
T
# )

- 1
#

T
V# (#

T
# )

- 1
) ( 5)

其中

V = E [Q i (B )Q i (B )
T
]

Q i (B ) = Z# i [ Yi - E (Yi | Z* i ) -

� � � � (X i - E (X i | Z* i ) )B ]

# = E [ Z# i (X i - E (X i | Z* i ) )
T
]

证明 � 由引理 1知, m 1 (p, �)和m 2 (p, �)是

一致估计.再应用文献 [ 16]中定理 3或文献 [ 17]

的定理 1可得到本定理的结论.

注 1� 由定理 1可知,参数分量估计的收敛速

度为 n
- 1/ 2

, 与经典线性回归模型参数的收敛速度

一致
[ 3, 11]

.

推论 1� 在条件 1 - 3下, B̂ IV ( �) ,
p

B.

证明 � 由定理 1和引理 2容易推得.

从文献 [ 8]的引理 3可知

e
T
1 ( n

- 1
Z

T
* Wp, �! p )

- 1
= ∃ (p, �) + op ( 1)

( 6)

其中

∃ (p, �) = ∃ 1 (p, �), ∃ 2 (p, �)

∃ 1 (p, �) =

� [A11 (p ) - A12 (p, �) (A 22 (p, �) )
- 1
A21 (p) ]

- 1

∃ 2 (p, �) = -
A 12 (p, �)
A 11 (p )

−

� � � � 1

A 22 (p, �) - A 12 (p, �)
A 21 (p )

A 11 (p )

A 11 (p ) = fP (p ) g0 (p )

A 12 (p, �) = �(p )
- 3
{fP (p ) g0 (p ) −

∋supp(K )
u

T
D

T
� (p )uu

T
DK (u ) du + �2 (K ) −

[dp fP (p )g0 (p)D
T
� (p) + �(p ) (g0 (p )D

T
fP (p) +

fP (p )D
T
g 0
(p ) ) ] }

A 21 (p ) = fP (p )g1 (p )

A 22 (p, �) = �(p )
-3
{f P (p )g1 (p ) −

∋supp(K )
u

T
D

T
� (p )uu

T
DK (u ) du + �2 (K ) −

[dp fP (p )g1 (p)D
T

� (p) + �(p ) (g1 (p )D
T

fP (p) +

fP (p )D
T
g1
(p ) ) ] }

[g0 (p ), (g1 (p ) )
T
]

T
= g(p ) = E (Z* i | P = p )

记 m̂ IV (p, �, B ) = m 1 (p, �) - m 2 (p, �)B.

定理 2� 在条件 1 - 2下,设

p ( supp( fP ) � R
dp

为内点,则

n
2

dp+ 4
[m̂ IV (p, �, B ) - m (p ) ],

d

N (
c

2

2
�2 (K ) a(p, �), c

- d
pR (K ) b (p, �) ) ( 7)

其中

a (p, �) =
fP (p ) s{Hm (p ) }∃ (p, �)g (p )

�(p )
2

b(p ) = (�(p ) )
dp fP (p )∃ (p, �)F (p)∃ (p, �)

T

F (p ) = E ( u
2
i Z* iZ

T
* i | P i = p )

s{Hm (p ) }为矩阵 Hm (p ) = [
%

2
m (p )
%pi%pj ] dp −dp

的对

角元素之和.

证明 � 即文献 [ 8]中定理 1.

引理 3� 设 {Xn } 是一个随机变量序列且

Xn,
� p

c, 设 { Yn } 是另一个随机变量序列且

Yn,
L

Y,则

Xn + Yn,
L

c + Y, X nYn,
L

cY

证明 � 该引理的结论是文献 [ 3] Proposition

7. 3( b)的特例.

定理 3� 在条件 1- 3下, 设 p ( supp(fP ) �

R
dp 为内点,则

n
2

dp+ 4
[m̂ IV (p, �) - m (p ) ],

d

N (
c

2

2
�2 (K ) a(p, �), c

- d
pR (K ) b (p, �) ) ( 8)

证明 � 因为
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n
2

dp+ 4
[m̂ IV (p, �) - m (p ) ] =

� � n
2

dp+ 4
[ m̂ IV (p, �, B ) - m (p ) ] -

� � n
2

dp+ 4
m2 (p, �) [ B̂ IV (�) - B ]

由引理 1

m2 (p, �),
p

E (X | P = p )

所以,应用引理 3可推出

nm2 (p, �) [ B̂ IV ( �) - B ],
L

N (0, (E (X | P = p) )
2
(#

T
# )

- 1
#

T
V# (#

T
# )

-1
)

再由 Chebychev不等式 (引理 2)可知

� n
2

dp+ 4
m2 (p, �) ( B̂IV ( �) - B ) =

n
2

dp+ 4
- 1

2 − n
1
2m 2 (p, �) ( B̂IV ( �) - B ),

P

0

结合定理 2再次应用引理 3可知定理 3成立.

注 2� 由定理 2可知,非参数分量估计的收敛

速度为 n
-

2
dp+ 4

(达到了估计非参数函数 m的最优收

敛速度
[ 14, 15]

), 快于非参数模型回归函数估计的

收敛速度 n
-

2
dp+dx+ 4

. 另外, 参数分量估计的收敛速

度为 n
- 1/ 2

. 所以, 半参数模型的参数分量和非参

数分量估计的收敛速度都快于非参数模型估计的

收敛速度.从而,半参数模型可有效地提高模型估

计的收敛速度.

推论 2� 在定理 3的条件下

m̂ IV (p, �),
p

m (p )

证明 � 由定理 3和引理 2容易推得.

由定理 3可推得 m̂ IV (p, �) 的渐近均方误

差为

AM SE (p, �, c) = 1

n
4

dp+ 4

−

�
{ [

c
2

2
�2 (K ) a (p, �)

]

2

+ c
-dpR (K ) b (p, �)

}

( 9)

进而得到 m̂ IV (!, �)的渐近均方积分误差

AM SE (�, c) = ∋AM SE (p, �, c)w (p )dp

(10)

其中 w (! )为某权重函数.

定理 4� 在条件 1- 3下,使得 m̂ IV (!, �)的渐

近均方积分误差达最小的最优不变窗宽为

hop t ( �) =
[

dpR (K )B ( �)

( �2 (K ) )
2
A ( �) ]

1
dp+ 4

! n
-

1
dp+ 4

其中

A ( �) = ∋a(p, �)
2
w (p ) dp

B ( �) = ∋b(p, �)w (p ) dp

证明 � 由式 (9)和 ( 10)及文献 [ 8]中引理 2

和 3的证明容易获证本定理.

3� 实 � 例

影响被解释变量 y的因素可分为两个部分,

即 x和 p. 根据经验或历史资料可以认为: 因素 x

是主要的,且 y同 x是具有明确关系的; 而 p则是

某种干扰因素 (或者看作协变量 ), 它同 y的关系

是完全未知的,但是又没有理由将其归入误差项.

此时如果用非参数回归模型加以处理, 则会失去

太多的信息, 不能揭示 y同 x的关系; 若仅采用

参数回归模型, 一般拟合效果较差. 半参数回归

模型的方法融合了参数回归模型方法和非参数

回归模型方法, 但并非这两类方法的简单叠加.

在不少实际问题中, 它可能是一个更接近真实、

更能充分利用数据中所提供的信息的方法. 由

于解释变量可能出现内生变量, 它与随机误差

项相关, 采用本文提出的局部线性工具变量变

窗宽估计可以有效改变模型估计的有偏性, 并

提高估计的精度.

本节对中国宏观经济建立如下简单的半参数

计量经济联立模型并进行局部线性工具变量变窗

宽估计

C t = &1Yt + &2C t- 1 + m (C t-2 ) + ut

I t = ∋1Yt- 1 + ∋2I t- 1 + ( ( Yt ) + v t (11)

Yt = C t + I t + G t ( t = 1980, 1981,  , 2005)

其中:国内生产总值 Y, 居民消费总额 C和投资总

额 I为内生变量, 政府消费 (为了实现数据的平

衡, 将净出口也包含其中 )G为外生变量. 数据见

表 1(来自.中国统计年鉴 2006/中支出法国内生

产总值的统计表 ).
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表 1� 中国宏观经济数据 单位:亿元

Tab le 1 Th em acroecon om ic d ata in Ch ina Un it: 100 m ill ion

年份 Y C I 年份 Y C I

1978 3 605. 6 1 759. 1 1 377. 9 1992 27 565. 2 13 000. 1 10 086. 3

1979 4 092. 6 2 011. 5 1 478. 9 1993 36 938. 1 16 412. 1 15 717. 7

1980 4 592. 9 2 331. 2 1 599. 7 1994 50 217. 4 21 844. 2 20 341. 1

1981 5 008. 8 2 627. 9 1 630. 2 1995 63 216. 9 28 369. 7 25 470. 1

1982 5 590. 0 2 902. 9 1 784. 2 1996 74 163. 6 33 955. 9 28 784. 9

1983 6 216. 2 3 231. 1 2 039. 0 1997 81 658. 5 36 921. 5 29 968. 0

1984 7 362. 7 3 742. 0 2 515. 1 1998 86 531. 6 39 229. 3 31 314. 2

1985 9 076. 7 4 687. 4 3 457. 5 1999 90 964. 1 41 920. 4 32 951. 5

1986 10 508. 5 5 302. 1 3 941. 9 2000 98 749. 0 45 854. 6 34 842. 8

1987 12 277. 4 6 126. 1 4 462. 0 2001 108 972. 4 49 213. 2 39 769. 4

1988 15 388. 6 7 868. 1 5 700. 2 2002 120 350. 3 52 571. 3 45 565. 0

1989 17 311. 3 8 812. 6 6 332. 7 2003 136 398. 8 56 834. 4 55 963. 0

1990 19 347. 8 9 450. 9 6 747. 0 2004 160 280. 4 63 833. 5 69 168. 4

1991 22 577. 4 10 730. 6 7 868. 0 2005 186 700. 9 70 906. 0 79 559. 8

� � 利用线性联立方程计量经济学模型的识别

理论,容易判断:消费方程和投资方程都是过度识

别的方程,因而模型是可以识别的.因为投资方程

的估计与消费方程的估计是类似的, 下面仅对消

费方程进行局部线性工具变量变窗宽估计, 取

G t, C t- 1, C t- 2, I t- 1 为 工 具 变 量, 窗 宽 为

4000 + 4000 i
n

5
n

( i = 1,  , n, n = 26, ), 则参数 &1

和 &2的局部线性工具变量变窗宽估计为

&̂1IV = 0�223 7, &̂2IV = 0�484 7

非参数函数 m (! ) 的局部线性工具变量变窗宽估

计见表 2,平均拟合误差为 66.图 1是 m的估计除

以其自变量. 估计结果表明: 收入、消费滞后 1期

和消费滞后 2期对消费当期的影响为正; 收入增

加 1元消费增加 0. 223 7元,消费滞后 1期增加 1

元, 消费当期增加 0. 484 7元; m 不是其自变量的

线性函数, 消费滞后 2期与消费当期的关系是非

线性的关系.

表 2� 消费方程的非参数函数在 1980∀ 2005年观察点的估计结果

T ab le 2 R esu lts of th e est im ator of th e non param et ric funct ion for consum p tion equ at ion in 1980∀ 2005

年份 m 的估计 年份 m 的估计 年份 m的估计

1980 0. 171 7 1989 0. 419 6 1998 1. 816 2

1981 0. 176 4 1990 0. 540 4 1999 1. 975 2

1982 0. 185 1 1991 0. 611 1 2000 2. 111 5

1983 0. 195 3 1992 0. 644 2 2001 2. 218 2

1984 0. 207 5 1993 0. 809 2 2002 2. 428 4

1985 0. 221 6 1994 1. 107 5 2003 2. 652 1

1986 0. 256 8 1995 1. 568 5 2004 2. 924 0

1987 0. 328 0 1996 1. 765 0 2005 3. 186 2

1988 0. 373 3 1997 1. 716 0
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年份

图 1� m的估计除以其自变量

F ig. 1 Th e va lues o fm^ (C t- 2 ) /C t- 2

对消费方程的参数模型进行两阶段最小二乘

估计如下

C
^
t = 489�917 8

( 1�723 820)
+ 0�059 228

( 2�029 5)
Yt +

� � 1�541 205
( 8�585 308 )

C t- 1 - 0�666 848
( - 4� 610 582)

C t- 2 (12)

其中:参数估计的下方为 t统计量.平均拟合误差

为 1 432.显然,参数模型的参数估计结果与经济

意义不符.可见,非参数联立方程模型的局部线性

工具变量变窗宽估计的拟合程度大大好于参数联

立方程模型的两阶段最小二乘估计的拟合程度,

从图 1消费函数显然不是线性函数也可得到此结

论. 因而, 消费方程采用线性形式将造成不必要的

人为设定误差.

4� 结束语

本文的学术贡献在于将非参数计量经济联

立模型的局部线性工具变量变窗宽估计理论推

广到半参数的情形. 提出半参数计量经济联立

模型的局部线性工具变量变窗宽估计, 证明了

参数分量和非参数分量估计 (在内点处 ) 的渐近

正态性和一致性, 并得到它们的收敛速度. 由于

半参数模型参数分量和非参数分量估计的收敛

速度都快于非参数模型估计的收敛速度, 从而,

半参数模型有效地提高模型估计的收敛速度.

由于现实中的经济变量的关系是部分已知的,

所以, 本文建立的半参数计量经济联立模型的

工具变量变窗宽估计理论不仅有效地克服和弥

补了非参数计量经济联立模型估计收敛速度慢

的缺陷, 而且还使得联立模型的估计理论更具

有实用价值.
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Theory of variable bandw idth estim ation for sem i param etric sim ultaneous e 
quations econom etric m odels

YE A  zhong, WU X iang bo, H UANG Zhi gang
C ollege o fM anagem en,t Fuzhou Un iversity, Fuzhou 350002, Ch ina

Abstract: E conom etric sim ultaneous equation m ode ls play an im portant role in m ak ing econom ic po licies, an 
a ly zing econom ic structure and econom ic forecasting. This paper presen ts an estim at ion m ethod for sem i para 
m etr ic simu ltaneous equations econom etricm ode.l A loca l linear est im ation w ith variable bandw idth w as used

w ith instrum enta l variab les, w hen all variab les w ere random. A local linear estim ation m ethod for sem i para 
m etr ic sing le equation m odelw as comb ined w ith the traditional instrum enta l variab le m e thod for sim u ltaneous

equat ions m ode.l The properties under large sam ple size were stud ied by using the asym pto tic theory. The re 
sults show that the estim ators of the param eters have consistency and asym ptotic norm a lity, and the ir conver 
gence rates are equal to n

 1 /2
. Further the estim ator o f the nonparam etric function has the consistency and as 

ym ptot ic norm a lity in in terior po ints and its rate o f convergence is equa l to the optim a l convergence rate of the

nonparam etric funct ion estim ation.

K ey words: sem i param etricm odels; local linear estim ation; instrum enta l var iab le estim at ion; variab le band 
w idth estim at ion; asym pto tic norm a lity
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