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考虑不可对冲收入的最优消费 -投资选择
�

杨科威
(复旦大学, 上海 200433)

摘要: 基金分离定理说明投资者应当选择相同的投资组合,这于行业界普遍针对投资者年龄、

收入等个体因素推荐策略的做法相悖. 为了解决这样的问题,将劳动收入引入最优消费 -投资

选择模型将有助于解释这一困惑. 但是理论的发展并没有很好的解决这一模型,特别是当不可

对冲劳动收入风险引入了市场不完备性时,这使得模型的解难以得到.将考察 CRRA效用下

不可对冲收入风险的一般模型,采用对偶的方法将约束最优化问题转化为无约束的虚拟问题,

进而得到状态依赖的最优风险价格,进而刻画出值函数以及最优投资和消费策略.
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0� 引 � 言

研究最 优 投资 消费 选择 的 文章 源于

Samuelson
[ 1]
, 该方面的研究经过 M erton的进一步

推广,相关的研究和方法的发展均与对  投资机
会!的假设相应, 但是该系列的研究始终假设投

资者持有的财富只有易于交易的金融资产, 这对

机构投资者和已经退休的个人来说是比较合理

的, 然而对于正在工作并且在为退休而储蓄的个

人来说,这不是个贴近现实的假设.这是因为在他

们全部的财富中不仅包括金融资产, 还包括一种

重要的但是不易交换的资产 -人力财富 ( hum an

w ea lth), 简单的看的话也就是预期未来劳动收入

的折现值.因此自然的假设就是引入一个外生的

正的随机禀赋 (可以是劳动收入或者更广泛的禀

赋的概念 ) ,这样的推广不仅符合现实的要求,对

理论来说也十分有意思.首先外生收入的存在,就

可以用来解释年轻人可以更多投资风险资产的问

题. 因为年轻时参与风险资产的投资,即便损失也

有足够的时间用将来收入来填补, 而老年人 (或

退休人员 )则没有同样的机会, 因此必须相应减

少风险资产的头寸.另外一个有意思的问题就是,

每个个体的劳动收入特征都有很大的不同, 在这

样的框架下,理论就能解释从事不同行业的投资

者的消费 -投资组合选择的差异.

从金融经济学的角度看, 个人劳动收入可以

看作实际持有人力财富而获得的  股息 !. 早期的

研究假设劳动收入是确定的, M erton
[ 2 ]
给出了确

定性收入情况下的最优投资消费策略, 该策略等

同于将未来收入折现后加入初始财富然后进行最

优消费投资决策. Bod ie等
[ 3]
将此结果推广到引

入随机收入的动态完备市场模型, 也就是说劳动

收入的风险可以由金融资产所对冲. Svensson

等
[ 4]
综述了这些早期的完备市场模型. 其后一些

学者试图去掉市场完备的条件, 但是迄今没有很

好的结果.文献 [ 5~ 8]考察了 CRRA效用下股票

回报不确定性与劳动收入不确定性不完全相关的

模型,只得到了 PDE粘性解意义下的存在性和唯

一性, 以及值函数或最优控制策略的相应性质.

Cuoco
[ 9]
推广了不完备市场的结果,通过原问题证

明了解的存在性. Cv itan ic等
[ 10]
考察了终端财富

最优化的半鞅金融市场问题,建立了对偶方法的
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相应结果. K aratzas等
[ 11]
将对偶方法的结果扩展

到了跨期消费的模型.在完备市场情况下,随机收

入可以由可控的交易资产的组合进行复制, 等价

鞅测度在几乎处处意义下是唯一的, 因此最优消

费投资问题就等价于无随机收入但是对初始财富

适当增加的新问题
[ 12]

. 然而在不完备市场情况

下, 一般来讲这样的变换并不可行,因为等价鞅测

度不再是唯一的,甚至可以是无限多个,因此预算

约束在任意一个等价鞅测度意义下都需要成立.

并且即便投资机会集是常数,风险价格也不再是

常数,而是循序可测的随机过程. K ara tzas等
[ 12 ]
、

Plisaka
[ 13 ]
对相关不完备市场的研究做了总结归

纳, 他们主要采用的是凸对偶方法# . Chan等 ∃通

过对预算约束和一阶条件采取对数线性近似的方

法得 到了 不 完备 市 场情 况 下 的 近似 解.

H enderson
[ 14]
在 CARA效用下得到了期望终端财

富最优化模型的显式解. Schw artz等%最近的一片

工作论文得到了该类一般问题的序列展开解, 也是

首个解析解.其他一些近期文献都采用各种数值或

模拟的方法来分析这类问题.其中较为普遍采用的

是对 PDE的有限差分或有限元的处理
[ 15, 16]

,特殊的

线性化方法
[ 17]

,马尔可夫链的蒙特卡罗模拟
[ 8]
,还

有基于 Longstaff
[ 18]
用于美式期权定价的最小二乘方

法的模拟方法
[ 19]

.但是不论何种方法达到较粗略的

精度已经相当耗时,而结果不稳健也很大程度上限

制了对此类问题实证研究的可靠性.

在类似动态效用最优化资产定价框架下,国

内近年来也涌现出一系列研究. 秦学志等
[ 20]
等在

离散时间多期框架下, 采用同样的对偶原理和鞅

理论讨论了现金借贷限制和证券卖空限制情况下

期权的买方和卖方套利价格.徐绪松等
[ 21]
在连续

时间框架下采用随机动态规划方法对原问题的

H JB方程的一阶最优条件加以讨论, 从对习惯形

成型效用假设下的资产定价模型 ( hab it model)进

行了一系列探讨.陈金龙等
[ 22]
讨论了金融市场不

完备情况下的衍生证券定价,文中采用二次效用

函数并得到将定价问题与向量空间投影联系起

来, 最后对原问题的 H JB方程进行求解. 李仲飞

等
[ 23]
讨论了离散时间框架下比例交易费用导致

的市场不完备情况下的定价问题, 给出了最优策

略的存在性.郭文旌等
[ 24]
在带停时的离散时间的

均值 -方差模型框架下以随机动态规划方法得到

最优策略及有效边界的解析形式. 杨招军等
[ 25]
在

幂效用的连续时间模型框架下运用随机动态规划

通过试探求解得到最优策略的显式解.

本文将基于 CRRA效用函数形式考察存在

不可对冲劳动收入风险 (不完备市场 )的一般模

型. 由于完备市场存在唯一的等价鞅测度,问题的

解决相对要容易一些, 但是假设劳动收入风险可

以由金融市场完全对冲显得与实际不符, 因此对

不可对冲收入的探讨将有助于加深对含劳动收入

问题的理解.文中既不采用序列展开后待定系数

的方法来得到 Schw artz和 Teba ld i式的解,也不需

要采用上述数值方法, 而采用对偶方法得到模型

的解,通过显式解可以有助于更进一步的研究不可

对冲劳动收入风险对投资 -消费选择的影响. 并且

文章的结果可以直接推广到跨期消费问题和纯投资

问题.

1� 模型设定

1)信息结构:假设 (B1 ( t), B 2 ( t) )为 R
2
上二

维布朗运动, 定义在概率空间 (�, F, P ), 信息结

构是由该布朗运动确定的.

2)消费过程 c( t) & 0.

3)证券价格系统: 假设证券系统只存在一个

无风险证券 S0 ( t)和一个风险证券 S1 ( t ),并且假

设投资机会集恒定,但是从后文可以看出,本文的

结论可以直接推广到多个风险证券的价格系统.

为了讨论不可对冲的劳动力风险, 在这里还假设

了一个  虚拟!证券 S2 ( t), 从而使得扩展后的价

格系统动态完备.

dS0 ( t ) = S0 ( t) rdt, r为无风险资产的回报率

dS1 ( t ) = S1 ( t) [ �1 dt+  1 dB 1 ( t) ] , �1和  1

为真实风险资产的期望增长率和波动率

dS2 ( t ) = S2 ( t) [ �2 dt+  2 dB 2 ( t) ] , �2和  2
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本文也采用此方法,但是他们的书中并没有讨论含外生随机禀赋的约束问题,这一问题 Cuoco [9]的工作加以了讨论.

Chan and V iceira. A sset allocation w ith endogenous labor incom e: th e case of incom p lete m arkets. w ork ing pap er, 2000.

S chw artz and T ebald .i Il liqu id assets and op tim al portfolio choice. w ork ing paper, 2006.



为虚拟风险资产的 期望增长率和波动率

corr ( dB 1 ( t), dB 2 ( t) ) = 0

4)随机劳动力收入禀赋: dy ( t) = y ( t)��y dt +

! y dB 1 ( t) + 1 - !
2
 y dB 2 ( t) ∋,

!为收入和真实金融资产的相关系数, �y 和

 y为收入的期望增长率和波动率

5)效用函数: u ( c) =
c
1-∀

1 - ∀
, ∀> 0为风险厌

恶系数,且该效用形式为 CRRA类型

6)个人消费问题:有限生命周期效用最大化

sup
( c, #)

E
( (

T

t
e
- ∃( s- t)

u ( cs ) ds + e
-∃(T- t)

u (WT )
)

s. .t � dW t = #t

dS1 ( t)

S1 ( t)
+ (W t - #t )

dS0 ( t )

S0 ( t)
+

� yt dt - ctdt

� � = ( rW t + #t (�1 - r ) + yt - ct ) dt+

� #t  1 dB1 ( t ) ( 1)

#t为风险资产 S1在 t时刻的投资金额; W t为

t时刻的金融财富量; ∃反映的是时间折现因子,

通常大于零,即反映了将来的消费的效用要比现

在消费的效用来得小.

为了保证模型及解的定义, 对各过程及相应

参数需要加以限定, 本文的限定与一般的文献相

同, 此处略去, 可参见文献 [ 26] .

从上述的模型设定可以看出, 在 t时刻拥有

财富量 W t投资者通过在 [ t, T ] 时间内的消费和

投资决策 { cs, #s }
T

t 来实现其生命周期内总效用的

最大化目标.

2� 原最优化问题

根据模型的设定, 可以定义该最优化问题的

值函数如下:

J (W t, y t, t ) = max
( c, #)

E
( (

T

t
e
- ∃( s- t)

u ( cs ) ds +

e
- ∃(T- t)

u (WT )
)

从而可以得到 H JB方程

max
{ c t, #t}

c
t
&0

u ( ct )+Jt+JW ( rW t+#t (�1- r ) +

� yt- ct )+Jy�yyt+
1

2
Jyy ( yyt )

2
+

� 1
2
Jww (#t 1 )

2
+ JWy #t 1! yyt

= 0

(2)

根据一阶条件, 可知最优消费和最优配置策

略为

c
*

= ( JW )
- 1
∀,

#
*

= -

JW

(�1 - r)

 1

JWW  1

-
JW y ! yy

JWW  1

( 3)

从最优消费策略可以看出, 在本模型设定下

最优消费带来的效用恰恰等于财富的边际效用,

这与经济学通常的效用最优化的结果是一致的.

从最优投资策略的形式可以看出, 投资组合策略

#的第一部分从形式上看正是 M erton模型的解,

即反映了短视的投资组合; 而第二部分就是由于

劳动收入与风险证券的相关引起的对冲需求.

3� 虚拟无约束对偶问题

考虑到现实中劳动收入的风险并不能完全由

金融资产来进行对冲, 因此这种情况导致的市场

不完备 (不可完全对冲的劳动力风险 ) 并不能直

接的通过原问题的 H JB方程导出 PDE进行求解,

在这里需要通过一些概念的辅助以便引入对偶

问题.

首先,根据凸对偶理论定义凸集、支撑函数和

有效域.定义这些概念的核心思想就是将原问题

的约束转化为对偶问题的约束.需要注意的是,根

据对偶的原则,原问题的约束越多,对偶问题的约

束就越少.

其次, 由于在前面的模型设定中已经假定了

一个虚拟的证券以使得劳动收入可以完全由金融

资产对冲,即整个资产市场是动态完备的,因此最

终的目标是在最优策略的情况下, 投资者将不选

择投资该虚拟证券. 从而虚拟证券仅作为一个辅

助的工具帮助求解, 而这样定义的问题的解与原

先关注的问题的解是一致的.

最后,为了得到这样的虚拟证券动态,其核心

就是得到虚拟证券最优的风险价格因子.

下面将通过数学模型逐步展开.

凸集:

K =
{
# =

def

( #0, #1, #2 ) )∗ R
3
, #2 = 0

}

( 4a)

支撑函数:
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%( v) = sup
#∗ K

{ - #)v }, v =
def

( v0, v1, v2 )) ( 4b)

有效域:

K =
def

{ v ∗ R
3
; %( v) < + } = { v;

� � � � � v0 = v1 = 0, v2 ∗ R } ( 4c)

根据已定义的定义凸集、支撑函数和有效域,

可以得到如下过程:

∃v ( t ) = exp
{
- (

t

0
[ r + v0 ] d&}

= exp
{
- (

t

0
rd&

}
( 5a)

∋v ( t ) = -

(1

(2 +
v2 - v0

 2

= -
(1

(
v

2

,

(1 =
�1 - r

 1
, (2 =

�2 - r

 2
( 5b)

)v ( t) = exp
{
- (

t

0

(1

(
v

2

) dW1 (&)

dW2 (&)
-

� � � � 1

2 (
t

0

(1

(
v

2

2

d&
}

(5c)

其中 )v可以解释为 P的某个等价概率测度 Q v的

密度过程,即
dQ v

dP
= )v.

因此,也可定义得到 H v ( t ) = ∃v ( t) )v ( t),并

且 v满足一定条件下, )v ( t ) 是个严格正的局部

鞅. 令N
*
代表满足 )v ( t)为鞅的 v的集合,也就意

味着虚拟完备市场中的唯一等价鞅测度的全体.

Cuoco
[ 9]

(定理 1)指出消费计划 c ∗ C
*
+ 可行

当且仅当

E
Q

v

[ (
T

0
∃v ( t) ( c( t) - y ( t ) ) dt

]
, y0 +

� � E
Q v

[ (
T

0
∃v ( t) %( v) dt] , � v ∗ N

*
( 6)

根据前面对于 %( v)的定义,不难看出在本文

的模型设定下 %( v) − 0. 因此上式表明未来的

(不确定 )消费流必须可以由 (不确定 )收入流和

初始财富禀赋所支撑. 而连续时间金融经济学理

论和 Cuoco的工作表明, 原问题的财富动态约束

和这里的静态约束是等价的. 也就是说通过连续

时间动态交易策略实现的消费过程与静态预算约

束的消费过程是等价的.

所以原来的最优化问题可以写成如下形式:

sup
( c, WT )

E
( (

T

0
e
- ∃( s- t)

u( cs ) ds + e
- ∃(T- t)

u (WT )
)

s. .t 1
∃v ( t)

E
Q

v
t

[ (
T

t
∃v ( u ) ( c( u) - y ( u ) ) du +

� � ∃v (T )W (T )
]

, W t, � v ∗ N
*

( 7)

为了求解最优的风险价格, 下面运用

Lagrange法进行分析, z为 Lagrange乘子:

� L ( z t, v) = sup
( c, W

T
)

l ( c, WT; z t, v )

= sup
( c, W

T
) {
Et

( (
T

t
e
-∃(u- t)

u( cu )du + e
- ∃(T- t) .

� u(WT )
)
+ zt [

W t - E t [ (
T

t

H v ( u )

H v ( t)
.

� ( c(u )-y ( u) )du+
H v (T )

H v (T )
WT

] ] }

= sup
( c, WT ) {

E t ( (
T

t [
e
-∃( u- t)

u ( cu ) -

� z t

H v ( u)

H v ( t)
cu ]

du
)
+E t (

e
-∃(T- t)

u(WT )-

� z t

H v (T )

H v ( t)
WT )

+ z t [
w t + E t .

�
[ (

T

t

H v (u )

H v ( t)
y ( u)du

] ] }
(8)

根据最优条件, 可以得到该虚拟问题的最优

消费和最优遗赠

c
*
u = e

-
∃
∀

( u- t)

(
z t

H v ( u )

H v ( t ) )

- 1
∀

,

W
*
T = e

-
∃
∀
(T- t)

(
zt
H v (T )

H v ( t) )

- 1
∀

( 9)

4� 最优风险价格和值函数

将最优控制代入可得

L ( zt, v)= sup
zt, v {

Et ( (
T

t [
∀

1-∀
e
-
∃
∀
( u-t)

(
z t

H v (u )

H v ( t) )

1-
1
∀

]
du

)
+

� Et (
∀

1- ∀
e
-
∃
∀

(T- t)

(
zt
H v (T )

H v ( t) )

1-
1
∀

)
+

� � zt [
W t + Et [ (

T

t

H v (u )

H v ( t)
y (u)du

] ] }
(10a)

L ( z t, (
v

2 ) = sup
z
t
, (v

2
{
z
1-

1
∀

t

∀
1 - ∀

.

�
[ (

T

t
e
- (ut !

∀
+ 1-

1
∀
∀+ 1-

1
∀

(21
2∀

d&- (ut 1-
1
∀

(v22
2∀

d&
du +
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� e
- (Tt !

∀
+ 1-

1
∀
∀+ 1-

1
∀

(2
1

2∀
d&- (Tt 1-

1
∀

(
v2
2
2∀

d&

]
+

� zt
[
W t + yt (

T

t
e(

u

t �y- ∀- (1! y- (v2 1-!2 y
d&
du

] }

( 10b)

根据约束最优化理论, 该约束最优化问题的

值函数也就是虚拟的无约束最优化问题对应值函

数的最小的那个. 对偶问题也满足同样的最优化

条件.

根据前面的介绍, 可以知道最终的关键就

是确定最优风险价格 (
v*

2
( t). 由最优性的一阶

条件可以得到关于最优风险价格 (
v*

2
( t) 的定点

问题

� (
v*

2
( t ) =

f2 ((
v*

2 ( t) ) (T- t) e
f2((

v*
2

( t) ) (T- t)
+ e

f2((
v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f2 ((
v*

2
( t) )

2

f1 ((
v*

2 ( t) ) e
f1((

v*
2

( t) ) (T- t)
+ e

f 1((
v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f 1 ((
v*

2
( t ) )

yt

(f1 ((
v*

2 ( t) )
2
+ (f1 ((

v*

2 ( t) ) ) (T- t) e
f1((

v*
2

( t) ) (T- t)
+ e

f1((
v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f2 ((
v*

2
( t) )

2
W t + yt

e
(f2((

v*

2
( t) ) (T- t)

- 1

f2 ((
v*

2 ( t) )

.

� � � ∀ 1- !
2
 y

/ ( 11a)

� � 其中

f1 ( (2 ) = -
!
∀

-
(
1 -

1
∀) (

r +
(

2
1 + (

2
2

2∀ )
,

f2 ( (2 ) = �y - r - (1! y - (2 1 - !
2
 y

( 11b)

此外

z t =

W t + y t

e
f 2((

v*

2
( t) ) (T- t)

- 1

f2 ( (
v*

2
( t) )

f 1 ( (
v*

2
( t) ) e

f 1((
v*

2
( t) ) ( T- t)

+ e
f1( (

v*

2
( t) ) (T- t)

- 1

f 1 ( (
v*

2 ( t) )

-∀

( 11c)

所以

c
*
t = z

-
1
∀

t =

�

W t + yt

e
f2((

v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f2 ((
v*

2 ( t) )

f1 ((
v*

2
( t) ) e

f1((v
*
2

( t) ) (T- t)
+ e

f 1((v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f 1 ((
v*

2 ( t ) )

(11d)

因此

J (W t, y t, t ) = L ( z
*
t , (

v*

2
)

=
1

1 - ∀
W t + yt

e
f2((

v*
2

( t) ) (T- t)
- 1

f 2 ((
v*

2 ( t) )

1- ∀

.

�
f1 ( (

v*

2
( t) ) e

f
1
((v*

2
( t) ) (T- t)

+ e
f
1
((v*

2
( t) ) ( T- t)

- 1

f1 ( (
v*

2 ( t) )

∀

(12)

由 (
v*

2 ( t) 的定点问题可以看出 (
v*

2 ( t) =
def

∗
(

W t

yt

, T - t
)

所以

� J (W t, yt, t) =
1

1- ∀
.

W t + yt

e
f2 ∗ W t

y t
,T- t (T- t)

- 1

f2 (
∗
(

W t

yt

, T - t
) )

1-∀

.

f1 (
∗
(

W t

yt

, T- t
) )

e
f1 ∗ W t

y t
, T- t (T- t)

+ e
f1 ∗ W t

y t
, T-t (T- t)

- 1

f1 (
∗
(
W t

yt

, T - t
) )

∀

0,

(13)

且 J (W t, y t, t) =
1

1 - ∀
y
1- ∀
t .
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� 该定点问题在任何软件上都可即刻求解.例如,可以使用 Mat lab的方程求解函数计算,或者取 ∀ 1- !2 y为初值然后进行迭代计算.

最优策略可以解析给出,但是结果较为复杂.考虑到采用数值微分完全可以得到精确的最优策略,因此建议使用时,根据值函数采取数值方法

给出最优策略.



W t

yt

+
e
f2 ∗ W t

y t
, T- t (T- t)

- 1

f2 (
∗
(

W t

yt

, T - t
) )

1- ∀

.

f 1 (
∗
(
W t

yt

, T- t
) )

e
f 1 ∗ W t

y t
, T-t ( T- t)

+ e
f1 ∗ W t

y t
, T- t (T- t)

- 1

f1
(
∗
(

W t

y t

, T - t
) )

∀

,

即值函数关于 y是 1 - ∀阶齐次的.

并且当市场完备, 即 | !| = 1时,解的表达式

可以显式给出,这与 Bod ie等人的结果一致.

该值函数 J (W t, yt, t) 指出的是在 t时刻, 投

资者拥有 W t的金融财富, 收入率为 y t的情况下,

所能实现的最佳跨期消费的总效用. 对比 M erton

问题的解可以看出, 1 - ∀次幂括号中的因子

e
f2 ∗ W t

y t
, T- t ( T- t)

- 1

f2 (
∗
(

W t

yt

, T - t
) )

, 反映的是未来劳动收入的现值

乘子.也就是说 yt

e
f 2 ∗ W t

y t
, T- t (T-t)

- 1

f 2 (
∗
(

W t

yt

, T - t
) )

是未来随机劳动

收入流现值的加总,即潜在的资产持有量.若投资者

在当前将所有资产 (金融资产和潜在的劳动收入资

产 )均用于消费,那么所能得到的总效用就是值函数

的前 一部分
1

1 - ∀
W t + yt

e
f
2

∗ W t
y t
, T- t ( T-t)

- 1

f 2 (
∗
(

W t

yt

, T - t
) )

1-∀

.

但是由于通过跨期的配置, 投资者可以提高总

效 用, 而 这 一 乘 子 即 由 后 一 部 分

f 1 (
∗
(

W t

yt

, T- t
) )

e
f 1 ∗ W t

y t
, T-t ( T- t)

+ e
f1 ∗ W t

y t
, T- t (T- t)

- 1

f1 (
∗
(
W t

y t

, T - t
) )

∀

体现.

值得注意的是,在M erton的问题中或劳动收入可

对冲情况下,前面的收入乘子和后面的总效用乘子只

与投资期限 T - t有关,而在不可对冲劳动收入的情

况下,这两个乘子都是状态依赖的,即还与
W t

yt

有关.

5� 实例分析

根据上述结论, 在此实例演示, 参数采用

Lehman B ro thers1流动市场研究季报, 2005年 10

月2中美国市场的基准数据 (�S = 4%、 S =

10%; �y = 1�5%; rf = 2%; ∀= 5; e
- ∃

= 0�9).图
1和图 2考察了收入波动与相关程度对不同风险

厌恶投资者最优策略的影响.
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图 2� 最优消费 - 投资策略 (∀= 0�2 )

F ig. 2 Op tim al con sum p t ion and portfol io choice (∀ = 0�2)

� � 根据上面的一系列演示图, 可以看出, 投资

者的最优消费和最优投资策略并不像可对冲收入

风险模型那样与劳动收入不确定性有一致的关

系, 而是与投资期限和财富状态有密切的关联.也

就是说消费和投资策略与劳动收入的波动率以及

相关性并不存在完备情况下一致的单调关系, 而

是取决于时间 T - t和状态
W t

y t

.不过从图中可以看

出, 所得到的结果与直觉还是一致的:

1)对于年轻高收入 (T - t大、
W t

yt

小 )者来说,

收入不确定性越高, 投资者将减少消费、增加

储蓄.

2)随着临近退休 (T - t小 ),投资者将逐渐增加

消费、减少储蓄.这也反映出为了退休养老进行储蓄

的现实经济行为. 但是对于具有稳定高收入的年轻

投资者 (T - t大、
W t

yt

小 ),高消费也是合理的,因为其

有长期稳定的丰厚收入作为将来消费的保障, 所以

这类投资者可以在年轻时大量消费,相比其他投资

者来说可以更晚一些为退休而进行储蓄.

2)高收入者 (
W t

yt

小 ) 更加可以承受风险, 因

此会将更多比例的资金投资于股票; 而随着逐渐

年长 (T - t减小 ), 投资者会逐渐减少对风险资产

的需求.此外对于较年轻的投资者 (T - t大 ), 收

入不确定性的增加将减少其对风险资产的投资

比例.
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3)若劳动收入增长率与风险资产回报正相

关, 意味着劳动收入某种意义上是对风险资产的

潜在持有,因此随着相关程度减弱进而变为负相

关, 投资者对风险资产的投资比例将逐渐增加.

4)随着风险厌恶程度的增加,投资者会减少

对风险资产的投资比例.

6� 结 � 论

为了解决基金分离定理的困惑, 学者们将劳

动收入引入最优投资 - 消费模型. 但是理论的发

展并没有很好的解决这一模型, 特别是当不可对

冲劳动收入风险引入了市场不完备性时, 这使得

模型的解难以得到. 通过 PDE的粘性解理论,

Du ffie等人建立了该类问题解的存在性, 其他学

者也通过其他方式得到类似的进展. 因此为了分

析不可对冲劳动收入风险的影响, 大量学者不得

不采纳了各种方法来试图得到近似解或者数值

解, 但是得到的结果有些一致、也存在矛盾. 这主

要就是因为很难保证数值方法的稳定性、可靠性

和收敛速度.因此, 本文采取对偶的方法将无穷多

个预算约束下的约束最优化问题转化为从无穷多

个单一预算约束下的无约束虚拟问题中选取最优

虚拟问题的新模型, 进而得到状态依赖的最优风

险价格,进而可以完全刻画出值函数以及最优投

资和消费策略.
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Optimal consumption portfolio choice w ith unhedgeable incom e

YANG K e w ei
Fudan Un iversity, Shanghai 200433, China

Abstract: Mutual fund separation theorem suggests a ll investors shou ld ho ld the same risky portfo lio, w hile

adv isors a lw ays recommend d ifferen t portfolio for d ifferent kind o f investor. In order to characterize th is puzzle,

one possib lew ay is to include the labor incom e, bu t the academy haven3 t so lve such amode,l especia lly w ith

unhedgeable income. Such kind of incomplete market makes troub le. Here w e3 ll reso lve th is prob lem w ith

CRRA u tility by means of dua lity to transform the constrained problem in to unconstra ined aux iliary problem.

F ina lly, the opt imal pr ice of risk is achieved ana ly tica lly, as w ell as value function and polic ies.

Key words: optima l consumption portfo lio cho ice; incompletemarke;t equ ivalentmartinga lemeasure
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