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基于无损卡尔曼滤波的 H JM模型及实证研究
�
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(天津大学管理学院, 天津 300072)

摘要: 在多因子 H JM框架下,将一类具有特定波动率结构设定的非马尔可夫远期利率模型转化为

马尔可夫模型,并将其表示成状态空间模型形式.进一步,引入基于无损卡尔曼滤波的极大似然估

计法对 H JM模型进行估计,解决了模型非线性和潜在状态变量的问题.实证研究中,基于上海银行

间同业拆放利率 ( SH IBOR)期限结构的实际动态特性,对 H JM模型的波动率结构进行相应的设定,

并引入随机市场风险价格,构建了 SH IBOR期限结构的三因子 H JM模型.结果表明,三因子 H JM模

型可以很好的刻画SH IBOR期限结构的动态特性和波动率结构,水平因子和斜率因子是驱动SH IBOR

利率系统的主要因素.
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0� 引 � 言

H eath�Jarrow�Morton(H JM )
[ 1]
模型对于利率期

限结构建模具有很好的灵活性.然而, H JM模型波动

过程的非马尔科夫性,模型的非线性以及基础状态

变量的不可观测性,使得 H JM模型的估计十分困

难,很难应用于实际问题.虽然文献 [ 2- 13]等从不

同角度考虑了 H JM模型的马尔科夫转化问题,简化

了计算复杂性, 但模型非线性以及潜在状态变量的

问题依然存在.

文献表明,基于卡尔曼滤波 (Kalm an
[ 14]

)的极大

似然估计是随机模型估计的理想方法
[ 15]

,可以将潜

在状态变量作为不可观测变量来正确处理.迄今为

止,已有文献 [ 16- 21]对卡尔曼滤波在利率期限结

构模型估计上的应用作了研究.然而以上文献主要

研究的是均衡模型框架下基于卡尔曼滤波或扩展卡

尔曼滤波 ( EKF
[ 22]

)的期限结构模型估计方法,虽然

对于线性或弱非线性且满足正态分布假设的期限结

构模型估计效果比较令人满意,但是对于强非线性

且不满足正态分布假设的期限结构模型估计效果就

不甚理想.这是由于 EKF只是通过将非线性系统简

单地线性化并且假定线性化后的系统仍服从正态分

布,从而使得传统卡尔曼滤波得以应用.如此引入的

线性化误差在系统强非线性或非正态条件下, 会严

重影响模型估计效果.而无损卡尔曼滤波 ( unscented

Kalm an filter, UKF
[ 23]

)基于确定性采样 (UT变换 )得

到一组 S igm a点,进而通过非线性的状态更新方程

和观测校正方程得到系统状态的均值和协方差的估

计,避免了线性化误差,因此较 EKF更为准确和

稳定.

鉴于以上原因,本文在多因子 H JM框架下,将

一类具有特定波动率结构设定的非马尔可夫远期利

率模型转化为马尔可夫系统,并在对得到的马尔可

夫系统利用状态空间模型进行表示的基础上, 引入

基于无损卡尔曼滤波的极大似然估计法对 H JM模

型进行估计,进而解决了模型非线性和潜在状态变
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量的问题.此外,本文基于上海银行间同业拆放利率

( SH IBOR)期限结构的实际动态特性,对 H JM模型

的波动率结构进行了相应的设定,并引入了随机市

场风险价格,构建了 SH IBOR市场利率期限结构的

三因子 H JM模型,进而对 SH IBOR市场利率期限结

构进行了实证研究,重点分析了 SH IBOR市场的波

动率结构.

1� HJM利率期限结构模型框架

以 H JM模型作为利率期限结构模型的一般框

架,设定现实概率条件下瞬时远期利率 r( t, x ) (即在

时刻 t商定的到期时刻为 t+ x的瞬时拆入或拆出利

率 )满足以下随机微分方程! :

� dr( t, x ) = �( t, t + x )∀[ �( t, t+ x ) - � ( t) ] dt +

�( t, t + x )∀dW ( t) ( 1)

其中, �( t, t + x ) = #
t+x

t
�( t, u) du,W ( t)为现实概率

测度 P下 I维独立标准维纳过程向量 ( I ∃ N + ),而

�( t, x ), � ( t)分别为与 dW ( t)相关的波动率向量和

市场风险价格向量.一般地, �和 �均依赖于某些远

期利率 r( t, x )% .

文献 [ 10]与 [ 13]提出了如下一种可以使得很

大一类随机模型马尔科夫化的波动率设定:

假定 1. 1� 1)对任意 1& i & I,存在 L i ∃ N使

得远期利率波动率向量的元素 �i具有以下形式

�i ( t, x ) = ∋
L

i

l= 1
cil ( t)�il (x ) ( 2)

其中 cil ( t)为随机变量, �ij (x )为确定性函数.

2)存在M ∃ N和数列 x1 < x2 < ( < xM ∃ R+

使得随机变量 cil ( t)具有以下形式

cil ( t) = ĉil ( t, r( t, x1 ), (, r( t, xM ) ) ( 3)

其中 ĉ依赖于其自变量.

文献 [ 13]证明了远期利率曲线可以表示为 N

个离散远期利率 r( t,  1, (,  N ) = [ r( t,  1 ), (, r( t,

 N ) ] ∀的仿射函数.这一组远期利率构成了一个马尔

科夫过程. 从真实的风险市场角度出发, 若以 � )

(�1, (, �l )∀表示与维纳过程W ( t)有关的市场风险

价格向量,瞬时远期利率服从的随机微分方程系统

可以化为∗

� dr( t, x ) = [p0 ( t, x,  1, (,  N )+p∀( t, x,  1, (,  N ) +

� � � � r( t,  1, (,  N ) - �∀�( t, t + x ) ] dt+

� � � � � ( t, t+ x )∀dW ( t) ( 4)

通过下式即可由瞬时远期利率得到到期时刻

为 t + x的零息债券到期收益率 y ( t, x )

y ( t, x ) =
1

x #
x

0
r ( t, u ) du ( 5)

由式 ( 5)可知,到期收益率 y ( t, x )也可以表

示为远期利率的仿射函数,形式如下

y ( t, x ) = q0 ( t, x,  1, (,  N ) -

� � � q∀( t, x,  1, (,  N ) r( t,  1, (,  N ) ( 6)

其中, qi ( t, x,  1, (,  N ) 为一组确定性函数 , . 这

样就得到了一个仿射期限结构模型.

2� 基于无损卡尔曼滤波的估计方法

2. 1� 无损卡尔曼滤波

非线性系统可表示为如下形式:

x ( tj+ 1 ) = f ( x ( tj ), u ( tj ), w ( tj ) ) ( 7)

z ( tj+ 1 ) = h (x ( tj+ 1 ), v( tj+ 1 ) ) ( 8)

其中, x ( tj+ 1 )和 z ( tj+ 1 )分别为状态向量和观测向

量, f和 h分别为非线性的状态更新函数和观测函

数. w ( tj ) 和 v ( tj+1 )分别为过程噪声和观测噪声,

均为均值为 0的高斯白噪声, 而 u ( tj )为最优控制

输入.

在 UKF算法中, 由于具有噪声项, 需要对状

态进行扩维处理
[ 23]

.针对式 ( 7)和 ( 8)定义的系

统, 令 x
a

= [x
T � v

T � w
T

]
T
, 则具体算法流程

如下.

状态初始条件为

x̂0 = E (x0 ) ( 9)

P 0 = E ( (x0 - x̂0 ) (x0 - x0̂ )
T
) ( 10)

状态的初始条件扩维,即
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∗

,

随机微分方程系引入市场风险价格 �( t)后的现实概率测度P下H JM模型形式,参见文献 [ 1, 24] .

r( t, 0)表示瞬时短期利率,下文简记为 r( t ).

系数函数 p0和 p的具体形式请参阅文献 [13].

系数函数 qi 的具体形式请参阅文献 [ 13 ].
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� � 预测值的条件协方差分别为

� P ( tj+ 1 | tj ) = ∋
L -1

i= 0
W

c

i ( !
x

i ( tj+1 | tj ) - r̂( tj+ 1 | tj ) ) +

� � � � � ( !
x

i ( tj+1 | tj ) - r̂( tj+1 | tj ) )
T

( 28)

� Pvv ( tj+ 1 | tj ) = ∋
L- 1

i= 0

W
c

i ( zi ( tj+ 1 | tj )- ẑ ( tj+1 | tj ) ) +

� � � � � � ( zi ( tj+ 1 | tj ) - z (̂ tj+ 1 | tj ) )
T

( 29)

其中, zi ( tj+ 1 | tj ) = h[ !
x

i ( tj+ 1 | tj ), 0, !
w

i ( tj+1 ) ].

令 vj为观测误差项 e( tj )的估计值,则有

vj+ 1 = z( tj+ 1 ) - z (̂ tj+ 1 | tj ) ( 30)

由于 UKF无需对非线性系统进行强制线性化,

不会改变随机系统的原有分布特性,因此可假定 vj

服从正态分布,其关于待估参数向量 ∀的对数似然函

数具有如下形式

L z (∀) = -
dJ

2
ln( 2#) -

1

2 ∋
J- 1

j= 0
ln | Pvv ( tj+ 1 | tj ) |-

� � � 1
2 ∋

J-1

j= 0
v∀j+1P

-1
vv ( tj+1 | tj )vj+1 ( 31)

其中, d是观测向量的维数, J为观测值个数,

Pvv ( tj+ 1 | tj )为 UKF中 tj+ 1步协方差矩阵校正前估计.

通过极大化对数似然函数即可求出模型参数估

计值,即

∀
^
= m ax

∀
Lz (∀) ( 32)

由于随机系统的估计过程存在着系统稳定性、

矩阵求导、最优估计方法收敛性以及估计值显著性

等方面的困难, 因此本文使用遗传算法
[ 25]

( genet ic

a lgorithm, GA)来极大化对数似然函数以得到模型

参数估计值,这是因为遗传算法作为一种全局寻优

算法,与传统的优化算法相比,具有运算量小、普适

性强、稳定性好以及可操作性强等优点
[ 26- 27]

.

3� SHIBOR市场的三因子 HJM模型

3. 1� 数据分析

选取 2006年 10月 8日至 2008年 6月 27日的

每日 SH IBOR数据对我国银行间市场收益率曲线

进行估计分析. 该数据中包含银行间隔夜、7天、

14天、30天、90天、180天、270天以及 1年期拆借

利率数据.以上数据来源于上海银行间同业拆放

利率官方网站: h ttp: / /www. sh ibo r. o rg /sh ibor /

w eb /Shiborh isQuery. jsp. 首先将初始的 SH IBOR

利率数据转化为等价的连续复利, 进而对

SH IBOR市场的利率期限结构进行主成分分析.

结果显示,各期限利率的变动趋势可以由前 3个

主成分解释, 且解释比例高达 97. 18%. 鉴于此,

表 1中只列出了前 3个主成分关于各期限利率的

系数.

表 1� 前 3个主成分系数

Tab le 1 C oeff ic ien ts for th e f irs t th ree pr in cipa l com pon en ts

主成分 1 主成分 2 主成分 3

O /N 0. 233 897 0. 443 335 0. 734 184

1W 0. 299 839 0. 436 572 0. 141 389

2W 0. 316 545 0. 408 005 - 0. 379 29

1M 0. 348 271 0. 309 113 - 0. 531 26

3M 0. 400 089 - 0. 291 04 0. 025 466

6M 0. 395 354 - 0. 303 76 0. 076 265

9M 0. 396 405 - 0. 301 48 0. 076 482

1Y 0. 400 478 - 0. 288 06 0. 050 713

� � 由表 1可看出,第一主成分关于各期限利率

的系数均为正且大小大致相等, 因此第一主成分

可理解为期限结构的总体变动趋势因素, 也即水

平因子;第二主成分关于较短期限利率的系数均

为正,而关于较长期限利率的系数均为负,且绝对

值大小大致相等, 因此第二主成分可理解为较短

期利率与较长期利率之间的利差因素, 也即期限

结构的斜率因子; 而第三个主成分关于各期拆借

利率的系数呈现一个 − U.形,显示该因素对短期

和长期利率是同向 (为正 ) 的,而对中期利率是负

向的,这个主成分解释了利率曲线的曲率变化,可

认为是曲度变化因素,也即扭曲因子.

3. 2� 模型设定

鉴于上节数据分析结果, 在式 ( 1) 设定中使

用三维维纳过程,相应的波动率函数如下:

�1 ( t, x ) = ∃1 r
%
( t) ( 33)

�2 ( t, x ) = ∃2 e
- k2(x- t)

( 34)

�3 ( t, x ) = ∃3 ( x - t) e
- k3( x- t)

( 35)

第一个波动率函数 �1 ( t, x )依赖于短期利率
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水平,因此可理解为水平因子;第二个波动率函数

�2 ( t, x )反映出随机波动对收益率曲线的冲击随

期限的增加而衰减,因此可理解为斜率因子;而第

三个波动率函数 �3 ( t, x )可以对收益率曲线产生

驼峰冲击,因此可看作是扭曲因子.

目前已有的文献假定市场风险价格依赖于利

率水平,但由于无法确定这种依赖关系的具体函

数形式,因此总是将其设定为便于利率建模的函

数形式. 然而, 从另一个角度来看, 由于利率服从

伊藤过程,因此若市场风险价格依赖于利率水平,

也应服从伊藤过程.基于此, 本文并不给出市场风

险价格的具体函数形式, 而是假定其服从以下随

机微分方程:

d� i = &i ( �i - � i ) dt + ∋i �i ( t ) dW i ( t )

( 36)

容易看出, 该设定使得不同利率风险的市场

价格总为正值且收敛于其长期均衡值.

3. 3� 实证结果

基于选取的 SH IBOR数据按照上文介绍的方

法对模型进行估计,结果如下:

表 2� 三因子 H JM模型参数估计结果

T ab le 2 E st im ated param eter va lues for the three�factor H JM m odel

参数 ∃1 ∃2 ∃3 % k2 k3 &1 &2

估计值 0. 629 1* 0. 004 3* 0. 000 7* 1. 235 7* 0. 054 6* 0. 076 3* 8. 276 4* 12. 476 2*

标准差 0. 035 2 0. 001 4 0. 000 3 0. 043 6 0. 000 3 0. 000 4 0. 053 0 0�064 1

参数 &3 �1 �2 �3
∋1 ∋2 ∋3 2 lnLz

估计值 12. 721 1* 36. 627 4* 12. 496 3* 0. 543 1* 3. 247 3* 5. 478 4* 2. 385 1*

标准差 1. 716 4 0. 082 9 0. 025 3 0. 091 4 0. 067 1 0. 092 5 0. 448 9
16 271. 5

� � � � � 注: − * .表示参数在显著性水平 & = 0�05条件下显著.

� � 由表 2可以看出,模型参数估计值在统计上

均显著,且由估计值的标准差可知本文所引入的

基于无损卡尔曼滤波的极大似然估计法具有很强

的鲁棒性.

基于以上模型参数估计值, 即可求出三因子

H JM模型下各期限 SH IBOR利率的估计值, 具体

情况如表 3所示.

表 3� 各期限 SH IBOR利率估计误差统计量

Tab le 3 Summ ary s tat ist ics for pred ict ion errors o f SH IBOR rates w ith var ious m atu rit ies

误差均值 误差标准差 绝对误差均值 绝对误差标准差

隔夜 5. 93 17. 76 13. 12 13. 35

7天 4. 51 19. 14 12. 47 14. 62

14天 3. 97 22. 61 11. 85 16. 40

30天 3. 38 21. 80 12. 51 18. 16

90天 3. 42 19. 44 10. 69 15. 77

180天 2. 83 11. 86 8. 74 10. 64

270天 1. 76 4. 29 4. 52 3. 37

1年 1. 47 3. 24 2. 47 2. 51

� � � 注: 表中数据均以基点为单位.

� � 由表 3可知,各期限 SH IBOR利率的估计误

差和标准差均很小, 表明本文所设定的三因子

H JM模型可以很好的刻画 SH IBOR利率期限结构

的动态特性,且模型估计方法是有效的.

图 1给出了样本期内瞬时短期利率波动率变

动情况:
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图 1� 瞬时短期利率波动率

F ig. 1 Th e ins tan taneou s volati lity of the short rate

� � 由图 1所示,样本期内模型的瞬时短期利率

波动率均值为 1. 03%.在 2007年 9月 8日到 2008

年 1月 8日期间,瞬时短期利率波动率明显增大,

意味着利率波动比较剧烈; 而其他时间段内瞬时

短期利率波动率比较稳定且较小, 意味着利率波

动相对比较平缓.

图 2给出了三因子各自对总的瞬时短期利率

波动率的贡献百分比变动情况.

图 2� 各因子对总的瞬时短期利率波动率的贡献百分比

F ig. 2 Cont ribu t ion o f each factor to the total short rate variation

� � 其中, 实线为水平因子对总的瞬时短期利率

波动率的贡献百分比, 点线为斜率因子对瞬时短

期利率波动率的贡献百分比, 间断线为扭曲因子

对瞬时短期利率波动率的贡献百分比.

由图 2所示, 各波动因子对于瞬时短期利率

波动率的贡献具有显著差别,并且是时变的.水平

因子和斜率因子解释了瞬时短期利率波动率的绝

大部分,也即 92. 66%,其中水平因子解释部分为

55. 26%,斜率因子解释部分为 37. 40%. 而扭曲

因子只解释了总波动率的 7. 34%.

进一步,本文研究了各因子的波动风险溢酬

随时间的变动情形.波动率增大,风险就会增大,

这就要求利率变动的漂移项减小,相应使得债券

价格变动的漂移项增大, 从而补偿投资者所承担

的更大风险.此补偿称为风险溢酬,可以由波动乘

以其对应的市场风险价格来衡量.图 3给出了各

波动因子对于总的风险溢酬的贡献百分比变动

情况.
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图 3� 各波动因子对于总的风险溢酬的贡献百分比

F ig. 3 Con tribu t ion of each factor to the total risk p rem ium

� � 其中, 实线为水平因子对于总的风险溢酬的

贡献百分比,点线为斜率因子对于总的风险溢酬

的贡献百分比,间断线为扭曲因子对于总的风险

溢酬的贡献百分比.

由图 3所示, 水平因子的波动风险溢酬占了

总风险溢酬的绝大部分, 平均比例达到了

79�10%;斜率因子的波动风险溢酬次之,平均比

例为 26. 23%,而扭曲因子的波动风险溢酬所占

比例最小,平均仅为 0. 75%.

4� 结 � 论

本文在多因子 H JM框架下, 将一类具有特定

波动率结构设定的非马尔可夫远期利率模型转化

为马尔可夫系统, 并在对得到的马尔可夫系统利

用状态空间模型进行表示的基础上, 引入基于无

损卡尔曼滤波的极大似然估计法对 H JM模型进

行估计,进而解决了模型非线性和潜在状态变量

的问题. 此外,本文基于 SH IBOR期限结构的实际

动态特性,对 H JM模型的波动率结构进行了相应

的设定, 并引入了随机市场风险价格, 构建了

SH IBOR市场利率期限结构的三因子 H JM模型,

进而对 SH IBOR市场利率期限结构进行了实证研

究, 重点分析了 SH IBOR市场的波动率结构.结果

表明,三因子 H JM模型可以很好的刻画 SH IBOR

期限结构的动态特性和波动率结构; 而三个因子

中,水平因子和斜率因子是驱动 SH IBOR利率系

统的主要因素.
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Abstract: In th is paper, the successive rises and fa lls of Shangha i stock index returns are analyzed by surv ival

ana lysis and extrem um theory. The distributions o f the successive rises and falls of returns are fitted w ith G am�
m a distribution. The cond itional probability o f the rises and falls of the stock index is obta ined. A lso the inf lu�
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