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摘要: 随着复杂网络在社会经济管理领域应用研究的发展, 信息扩散或谣言传播及相应的传

播控制也得到了人们的广泛关注.本文定义了边赋权网络中的控制行为    弱化免疫,即通过

降低免疫节点所关联的边的权值,同时保持免疫后网络节点间的连接畅通, 可使整个网络保持

一定效率下的正常运行的免疫策略; 其次, 建立基于病毒传播 SI模型上的弱化免疫模型, 给

出加权网络中弱化免疫下的谣言密度演化规律. 最后研究加权网络中基于弱化免疫下的目标

免疫策略,并分析弱化免疫网络同步性能, 对加权网络中谣言传播和免疫策略等相关参数进

行数值模拟,表明理论模型的可行性以及免疫策略的合理性.
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0 引 言

随着复杂网络理论研究的兴盛, 复杂网络的

结构、功能和动力学的研究吸引了国内外越来越

多的科学工作者的注意, 研究者对具有一般意义

上的复杂网络的行为和基本规律有了深入的理

解, 同时对复杂网络的应用研究已经从信息学科

等领域迅速扩展到社会经济管理领域,主要集中

在金融市场、交通系统、信息传播与控制、物流与

供应链、组织管理、社会经济网络等各个方

面
[ 1- 7]

.对指挥网络中模型在极端情况下的无标

度行为的研究发现
[ 3]

, 标度行为的涌现只是组织

网络处于极端情况时的结果, 利用复杂网络领域

中的无标度性质无法解决组织管理中的一般问

题.这使得研究复杂网络者对研究社会网络的一

般性问题变得似乎不具有现实意义.于是对复杂

网络的研究变得更加具有针对性. 对产品扩散现

象的建模,网络效应揭示了个体邻域结构在产品

扩散中的影响, 直接网络效应和间接网络效应在

产品扩散中的区别和产品锁定发生的条件等. 结

果也较好地解释了产品扩散中的很多现象, 如不

同产品的共存, 产品扩散中的 "涌现 ", 产品扩散

中的路径依赖, 产品兼容性的选择以及新旧产品

的更新换代等
[ 4]

, 在集群自组织下的复杂网络仿

真研究表明,企业的集群首先在地理位置上占有

优势,而且企业的集群自组织过程是企业从无序

逐步到有序的自发过程, 并在这种过程中随着周

围的环境的变化呈现逐步稳定的趋势
[ 5]

. 对金融

市场中的金融数据的标度性、涨落分布和关联行

为的统计分析, 发现金融市场遵循着自组织临界

性、变异性以及自适应性等特征,同时发现了金融

市场中的经纪人之间的利益满足幂律等现象. 利

用复杂网络理论对物流与供应链管理中的物流网

络的结构复杂性以及节点的度分布、聚类系数以

及网络最短距离等物理拓扑特性进行研究的基础

上,构建了基于复杂网络的危险源的扩散模型以

及控制机制,而且谣言传播行为以及病毒控制的

研究也日渐活跃起来
[ 6- 8 ]
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现实中, 不管是社会网络还是 in ternet网络,

在谣言 (不良信息或者病毒 )产生时只有极少的

感染 (散播 )个体, 若不采取措施控制, 谣言就会

广泛传播. 在谣言传播的过程中, 人们多是对免

疫策略进行研究, 经常是根据节点在网络中的地

位来选择免疫 (或者被控制 )节点. 目前探讨最多

的有三种免疫策略: 随机免疫、目标免疫
[ 8]
和基

于距离的局部免疫
[ 9]

. 随机免疫策略不区分节点

的度的大小, 随机选择节点进行免疫. 目标免疫

法则利用复杂网络的非均匀性特点,选取节点度

大的节点进行免疫, 一旦某个节点被免疫, 则意

味着该节点所连接边从网络中删去. 局部免疫是

在已知网络中感染节点的的局部信息情况下, 利

用这些局部信息控制被感染节点周围一定范围内

的节点,从而达到控制不良信息在整个网络大规

模传播的目的. 在甲型 H 1N1病毒传播的早期,

人们对该病毒的了解极少, 在国内对感染病人的

最为有效的免疫就是物理隔离, 这种方式其实就

是彻底的将感染病人从整个的社会网络中 !删

除 ∀,就是目标免疫策略,此时,节点一旦被免疫,

意味着从网络中删除了与这些节点所关联的边,

这与网络的攻击 ( error and attack ) 原理
[ 10 - 15]

是

一致的.这种免疫虽然切断了病毒的传播途径,但

网络的连通性以及由此引发的网络效率会极大削

减,甚至导致整个网络的瘫痪.

在现实加权网络
[ 16 - 18]

中,边的权重常常代表

两个节点联系的紧密程度, 当边的权重值较大的

时候,谣言传播的概率以及传播的速度也会随之

增加. 因此, 如何在一定程度上既能保证网络的

正常通信,又能降低甚至消除谣言传播是需要考

虑的问题. 也就是如何降低边的权值而不 !隔离∀

节点,从而实现降低甚至消除谣言的传播以达到

与传统免疫相同的效果.

就社会管理者而言, 当谣言的传播不利于社

会发展时,他们将会采取措施对谣言控制.在本文

从复杂网络理论的角度进行分析, 提出了网络的

弱化免疫策略, 也就是按比例缩小与感染节点相

连的边的权重, 探讨对谣言传播的遏制作用和对

网络的整体效率的不同影响, 将弱化理论和节点

的网络节点的局部性质结合起来, 在一定程度上

实现了既能保证网络的正常通信, 又降低了谣言

传播概率,实验模拟数据有效的说明了弱化免疫

策略能够阻止谣言传播而且能够保持较高的网络

效率,在网络同步性能的影响方面,发现弱化程度

与网络同步性能成相反的方向发展.

1 弱化免疫策略

1. 1 弱化免疫的提出及性质

传统的免疫方式是将免疫节点周围的边删除

以切断不良信息的传播,在无标度网络中,当攻击

网络中 15%最大度节点, 网络整体效率会降低到

原来的一半; 而当攻击超过 30%的最大度节点

后,整个网络就会瘫痪
[ 11- 13]

, 所以传统免疫不可

能在网络中大规模的实行. 为避免网络出现瘫

痪,可考虑在边赋权网络中降低免疫节点所关联

的边的权值 (但不能降为 0) , 同时保持免疫节点

的信息的连通, 使整个网络保持一定范围内的正

常运行,称这种免疫为弱化免疫.

当对一个特定节点实行弱化免疫时, 为方便

起见, 可假设与免疫节点关联的所有边权值衰减

q倍 ( q# 1), 即所连的边的权重缩小 q倍. 当 q

趋于无穷大时, 弱化免疫趋于传统免疫; 而当 q

趋于 1的时候, 弱化程度最小, 相当于维持原来

的无免疫网络中的传播. 可将经典的 BA网络模

型中的边赋权值, 把节点间边的权重看成是节

点间连接的紧密程度. 因此, 紧密程度的不同

会影响到节点间信息的传播速率的不同. 为描

述不同权重的边对连接的强弱不同这一现象,

假设网络中边的权重越大, 连接越紧密, 信息

的传播速度也越大. 在这里把边权表示为边两

端点的度的函数, 即 w∃kk = w 0 ( kk∃) , 其中, w ∃kk
表示度为 k的点和度为 k∃的点之间的边权, w 0

为常数, 依赖于特定的复杂网络 (比如在美国

机场网络 (U SAN )中 = 0 8
[ 18]
. 在科学家合作

网络 ( SCN )中, = 0
[ 19]
). 由边的权值, 可以

计算度为的节点的权值为 sk = k%
k∃
P (k∃/k )wkk∃,当

网络是非关联网络时, P (k∃/k ) = k∃P (k∃) /&k∋, 因
此, sk =w0 &k1+ ∋k1+

/&k∋.

网络效率是用来刻画信息在动态网络上的扩

散和控制能力. 效率越高, 说明网络中节点的连

接越紧密,信息传播越快, 反之说明节点的连接越

疏松, 信息传播越慢. 无权网络中网络效率被定
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义为任意两个节点之间最短路径长度倒数之和的

平均值
[ 20]
, e =

1

N (N - 1)%i( j

1

dij
,其中 d ij为节点 i

和 j之间的最短距离. 在赋权网络中,定义加权网

络效率如下,

=
1

%
i( j

w ij

%
i( j

m ax{
wP ij

dP ij
}

其中 dP i j为节点 i与 j之间路径 P ij的长度, wP ij为

i节点与 j之间路径P ij上边权值的和,即 dP
ij
= | P ij |,

wP ij = %
i, j) P

i j

w ij. 由此可以得到,在加权弱化免疫模

型中,当网络中边权值被弱化 q倍后, 加权网络效

率将不小于原来的 1 /q, 比传统的免疫过程中的

网络效率降低的幅度小的多, 因为传统免疫可能

导致网络效率趋近 0.

为了更好的比较网络在免疫前后的效率, 用

加权网络相对效率  = / ∃来替代加权网络效率

,其中 ∃是加权网络的初始效率. 加权网络相对

效率不仅能反映出当前网络效率的大小, 而且能

够对免疫前后的变化程度做出对比, 更精确的反

映出免疫策略对网络效率的影响. 因此, 在下文

所有的加权网络效率皆为加权网络相对效率.

1. 2 弱化免疫策略下的控制传播模型

利用经典的 S I病毒传播模型
[ 21 ]

,研究病毒爆

发在加权网络中的动态演化情况. 在 S I模型中,

节点只有两种状态: 易感染状态 ( S)和感染状态

( I), 已感染的节点是不能复原的. 当谣言乍起,

由于爆发的突然性和对信息特性不了解, 一般会

缺少相应控制措施, 而导致谣言在短期内得不到

控制, 使其传播速度很快, 这与 S I模型的状态一

致,因此, 采用 SI模型模拟的主要原因. 其次 S I

模型只需要添加另一个位于 I状态后的 S状态或

R状态就可以扩展到经典的 S IS模型或 S IR模型

中. 所以, 只需要在 S I模型上讨论加权网络上的

弱化免疫策略.

假设网络中度为 k的点的总的传播率为 !k.

实际上,在传统的无权网络上的谣言传播在边上

的传播率都设为定值 !,这样度为 k的点的总的传

播率也为 !k. 为了体现加权网络边的异化性, 按

照边权占结点强度的比例将传播率分配到每条边

上. 于是得到度是与的节点之间边的传播率为

!kk∃ = !k
w ∃kk
sk

( 1)

每条边都有各自的传播率, 这是与传统的无权 SI

病毒传播模型最主要的不同点.

从式 (1)可以看出边权与边上的传播率成正

比, 这与实际情况相吻合. 例如, 在 In ternet

中
[ 19- 20]

,网络边权值越大, 该边上的信息流传播

频率越高;在 U SAN网络
[ 18]
中, 边权代表客流频

率的边权值越大, 表示客流频率越高. 在非关联

网 络 中, 式 ( 1) 可 以 表 示 为 !∃ kk∃ =

!( k∃) &k∋ /&k1+ ∋. 进一步地, 可以得到一个度

为 k的易感染节点在 t时刻被感染的概率为 1 -

∗
 k∃) ∀ ( t)

( 1 - !kk∃),其中 ∀ ( t)是 t时刻与度为 k的

易感染节点相连的感染邻居节点的度序列.

为了能够更好的分析谣言传播的性质, 首先

利用均场理论给出在加权网络 S I模型中度为 k的

易感 染 节 点 变 化 率 是
dik ( t)

dt
= k (1 -

ik ( t) ) %
k∃
P ( k∃/k ) ik∃ ( t)!∃k∃k, 在其右端, 产生项与

度 k正相关, 1- ik ( t)表示一个 k节点是易感染节

点的概率, 加和项表示度 k易感染节点的任何一

个已感染邻居节点在 t时刻感染该节点的平均概

率, !k∃k为从度为 k∃节点传向度为 k节点的边上的

传播率. 将式 ( 1) 和 P ( k∃/k ) = k∃P ( k∃) /&k∋代
入该公式,忽略 i

2

k ( t)高阶小项,可以得出

dik ( t )

dt
+ !k

1+
&k∋

&k1+ ∋ %
k∃

k∃P ( k∃)
&k∋

ik∃( t)

=
!k

1+ &k∋
&k1+ ∋

#k ( t) ( 2)

由式 (2)知, #k ( t )与度 k无关 (表达式中无

节点度 k的项 ), 因此 #k ( t ) = #( t). 进一步对

#( t)进行求导, 同样忽略 i
2
k 高阶小项,可以得出

d#( t )
dt

= %
k∃

k∃P ( k∃)
&k∋

dik∃ ( t)

dt

+ %
k∃

k∃P ( k∃)
&k∋

!k
1+ &k∋

&k1+ ∋
#( t)

=
!&k2+ ∋
&k1+ ∋

#( t) ( 3)

利用均匀初始条件 ik ( t = 0) = i0, 结合式

( 2) 和式 ( 3), 可 以解 得 ik ( t) = i0 + i0

!k
1+ &k∋

&k1+ ∋
( e

t /∃
- 1).因此, 对于总体平均感染密度
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i( t),有

i( t) = %
k

P ( k) ik ( t)

= i0 + i0
!&k1+ ∋&k∋

&k1+ ∋
( e

t/∃
- 1) (4)

其中, ∃ =
&k1+ ∋
!&k2+ ∋

.

由 ∃的定义可以看出,谣言出现时的增长时

间标度与网络的异化性密切相关, 不同度的节

点对谣言传播的贡献各不相同, 当网络节点数 N

充分大时, ∃趋于稳定. 从传播率的总值可以知

道, 值对谣言传播有着重要的影响.

在图 1的左图给出了不同 值下稳态感染

密度的变化, 可以看出 越大, 谣言传播速率越

慢, 同时, 该图中的内图通过数据的拟合显示出

当 = 0时,时间标度 ∃和理论值吻合. 图 1的右

图给出了半对数坐标中, 不同 值下早期感染密

度的指数和理论值 (虚线 ) 的吻合情况, 其中

值从上到下分别为 1, 1. 5和 2. 特别的, 当指数

= 0时, 此时的与经典的无权 BA模型的时间标

度相同
[ 20]
. 由此可以知道, 在对网络进行免疫

防护时,需要对大度的节点进行重点保护, 以达

到预期的效果.

图 1 不同 值下的感染密度随时间的变化

F ig. 1 Var iat ions of in fection den s ity w ith tim e in d ifferen t

注:左图是在不同 值下稳态感染密度 i ( t ) 随时间的变化.其中小图为当 = 0时,时间标度 ∃和理论值相一致. 右图是半对数坐标下,

不同 值下早期感染密度的指数和理论值 (虚线 ) 的吻合情况.所有结果皆为 100次独立结果的平均值.

2 基于弱化免疫的目标免疫策略

在传统的免疫策略中, 目标免疫被认为是无

标度网络中最有效的免疫方式. 它能够通过免疫

最少的节点来达到理想的效果, 但是随着目标节

点关联的边的删除, 网络中的部分节点间最短距

离增大, 由此网络效率有可能被削弱. 为避免网

络效率的降低,可在加权网络中定义弱化免疫,通

过降低边权来遏制谣言传播速率, 达到控制不良

信息传播的目的. 在本模型中, w∃kk = w 0 ( kk∃) ,若

将边权降 q 低倍, 标记弱化后的边权 w ∃kk∃, 则

w ∃kk∃ = w kk∃ /q = w 0 ( kk∃/q ) ( 5)

此 时, 边 权 的 传 播 率 !∃ kk∃为 !∃kk∃=

!( k∃/q ) &k∋ /&k
1+

∋ = !kk∃ /q . 显然,当降低边权

值 q 倍时,就可以使得边上传播率也降低 q 倍.

于是,将这种边权值以及节点传播率的变化反映

到节点上,用 k /q替代式 (1)中的 k,得到度为 k的

节点免疫后感染密度为

i∃k ( t) = i0 + i0
!( k /q )

1+ &k∋
&k1+ ∋

[ e
t/∃
- 1] ( 6)

选择对网络中度大于 kt的节点进行弱化免

疫,则网络的总体感染密度为

i∃( t ) = %
k# kt

P ( k ) i∃k ( t) + %
k< kt

P ( k ) ik ( t)

= i0 + i0
!&k∋
&k2+ ∋

( e
t /∃
- 1)

( %
k# kt

P ( k ) ( k /q )
1+
+ %

k < k t

P ( k ) k
1+
)

( 7)

从式 (7)可以看出, 在网络节点度确定 ( 值

一般也能确定 )的情况下, 弱化免疫后感染节点

密度只与 kt和 q值有关. 特别的,当 kt = m in{ k }

且 q充分大时, 谣言传播无法实现, 此时, i( t) =

i0. 仅当 q趋向于无穷大时, 此时的弱化免疫相当
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于传统的目标免疫; 而当 kt # m ax { k } 或 q = 1

时,无免疫效果, i∃( t) = i0.

在加权 BA网络中 P ( k ) = 2m
2
k

3
,其中 m为

每个新点加入时和原有网络建立的边的条数. 将

P ( k ) = 2m
2
k

3
代入式 ( 7) 并且假设度 k是连续

的,可以得出

i∃( t ) = i0 + i0
!&k∋
&k2+ ∋

( e
t /∃
- 1)

(%
k# k t

2m
2
k

3
( k /q )

1+
+ %

k< k t

2m
2
k

3
k

1+
)

= i0 + i0
!&k∋
&k2+ ∋

( e
t/∃
- 1)

2m
2

- 1

(
k
- 1

q
+ 1 |

m ax{ k}

k
t

+ k
- 1

|

kt

m in{ k }
) ( 8)

为了能够获得理想的免疫效果而且还使得网

络的整体效率达到可能的最大值, 需要对式 ( 4)

和式 (8)进行求解, 由于未知数个数和方程的个

数相同,因此,总能找到最优的 kt和 q的解, 使得

免疫效果达到预期. 另外从式 ( 7) 可以看出, 感

染节点密度和特定网络的度分布 P ( k ) 也有关

系, 因此特定的网络拓扑也能够影响信息传播和

控制行为的进行.

图 2中的左图显示了不同的 kt和弱化值 q下,

免疫节点密度 i ( t)随时间 t的变化情况. 可以看

出 和 q的值越大,弱化免疫效果越好. 图 2中的

右图展现了不同的 和弱化程度 q下, 传播速率

V in f ( t )和时间 t的对应关系. 其中传播速率被定

义为 V in f ( t ) =
di( t)

dt
+ I ( t) - I( t - 1)

N
. 从图 ( 2)

中的左图还可以看出,减少 和 q值都可以降低不

良信息的传播速度. 其实从式 (7) 也可以看出, q

越大,免疫力度越大, 免疫效果自然越好. 而 越

大, i( t)的值也越小. 因此在 比较小的网络中,

需要较大的免疫力度来实现对网络不良信息传播

的有效控制.

图 2 不同 值和 q值下的感染密度随时间的变化

F ig. 2 V ar iat ions of in fection dens ity w ith tim e in d ifferent and q

注:左图表示不同 值和弱化程度 q下,稳态感染密度 i( t) 随时间 t的变化情况. 右图表示不同 值和弱化程度 q下,传播速率 V inf ( t)随

时间 t的变化情况. 以上结果皆为 100次独立结果的平均.

为了对比弱化和非弱化下目标免疫效果, 给

出当 = 1时,不同的弱化程度 q和传统目标免疫

下稳态感染密度 i( t) (见图 3中的左图 )和网络

效率  的对应关系 (图 3中的右图 )与免疫节点所

占比例的对应关系. 从图 3中的左图可以看出,

当免疫比例接近 0. 25时,传统目标免疫可以完全

控制谣言传播. 而当 q比较大 (等于 10)时,弱化

免疫和传统的目标免疫效果非常接近. 当 q从 5

降低到 10时, i ( t)变化明显减缓,差距不大,免疫

效果已经比较理想. 而从图 3中的右图可以看

出, q = 10时的弱化后网络效率比目标免疫高出

很多, 当 q从 5降低到 10时,网络效率变化差距不

大. 当免疫比例为 0. 25时, q = 10时的网络效率

是目标免疫的 7至 8倍,而 q = 5时的网络效率是目

标免疫的接近 20倍.这说明目标免疫可以在达到

理想的免疫效果的同时保持相当高的网络效率.
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图 3 感染密度与节点的比例关系

F ig. 3 R elat ionsh ips of in fect ion den s ity and ratio of imm un izat ion n od es

注:左图表示不同弱化程度 q和目标免疫下,稳态感染密度 i( t)和免疫节点比例的对应关系. 右图表示不同弱化程度 q和目标免疫下,网

络效率  和免疫节点比例的对应关系. 此时 = 1,以上结果皆 100次独立结果的平均.

3 弱化免疫赋权网络同步性能分析

同步性能研究是网络动力学研究
[ 22- 25]

的一

个重要方面,研究者们已经对许多不同的网络模

型的同步性质进行了探索, 其中小世界网络模型

和无标度网络模型的统计特性和动力学性能得到

了广泛研究.

假设图 G是实特征值的加权网络, 并且令系

数 = 1,网络由N个线性耦合相等的动力学系统

构成, 则网络的动力学方程为 x, i = F ( xi ) -

%%
N

j= 1
MGH ( xj ), 其中 x = F ( x )表示单个节点的动

力学方程, H ( x )是一个线性矢量函数, &表示耦

合强度, MG 是一个零行和耦合矩阵. 矩阵 MG 的

取值如下: 如果点 i和点 j ( i( j)之间的边权被弱

化 q倍, 则偏对角元素 M ij = 1 /q, 否则 M ij = 1.

对角线元素 M ii等于同行其他元素和的负数. 由

此可以得出耦合矩阵M G是一个对称的 Laplace矩

阵. 对 MG 的所有特征根从小到大进行排序, 可

以得到 !N − . − !2 − !1 = 0. 同步状态 { xi =

s,  i | s, = f ( s) }稳定性的可以通过对角化线性

稳定方程进行研究,得出 N个方程形如

∋
,

i = [DF ( s) - %!iDH ( s) ] ∋i, i = 1, ., N,

( 9)

其中这N个方程只有参数 !i不同. 在式 ( 9)中将

%!i用 vi代替,可以得到主稳定方程 (M SF )
[ 25]
:

∋
,
i = [DF ( s) - viDH ( s) ] ∋i, i = 1, .,N,

( 10)

在大型的动态振荡系统中, 主稳定方程在有

限区间 v1 < vi = %!i < v2 ( i# 3)内是负值,而且

当满足该条件时网络处于同步状态. 取同步状态

%!2 > v1和 %!N < v2,此时, R / !N /!2 < v2 /v1, 其

中 v1和 v2由 F ( s),H ( s)和 s决定.

根据上面的理论探讨弱化免疫对网络同步性

能的影响. 图 4给出弱化程度 q对比值 R的影响.

从图 4可以发现当弱化程度 q较小时, 特征值比

率 R较小, 网络具有较强的同步能力, 随着 q的

增大, R值逐渐增大. 因此,增强弱化免疫程度在

有效的防止谣言传播的同时也使得网络的同步能

力逐渐恶化.

图 4 特征比率 R和弱化程度 q的关系

F ig. 4 The relat ion sh ip of eigen va lue rat io R and q

注:在规模为 1000的网络中,特征值比率 R和弱化程度 q的对应

关系.以上结果皆为 50次独立结果的平均.
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4 结束语

信息传播是政府部门管理中的一个重要组成

部分,良好的信息传播在管理中可以发挥巨大的

作用,为决策者提供信息支持,减少或者切断不良

信息传播、保障信息的正确有效传播是管理者期

望的结果.本文对网络中的不良信息传播的控制

也就是网络免疫的研究是从传统免疫导致网络整

体效率低下的缺点入手, 定义了加权网络上弱化

免疫, 通过弱化免疫来探讨如何对病毒传播或者不

良信息进行遏制,同时降低对网络的整体效率的造

成的影响. 理论分析和模拟结果显示, 弱化免疫策

略能够有效地阻止病毒传播而且能够保持较高的网

络效率,说明了弱化免疫策略对现实网络的病毒防

治以及不良信息的控制方面有较好的理论意义.
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Som e researches on weakened immunization for weighted network
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Abstract: W ith the app lication o f soc ial netwo rks analysis in the f ie ld of socia l econom ics and m anagem en,t

in fo rm ation spreading in network has been w idely studied by m any researchers and m uch attention has been

g iven to the contro l of rum ors circulating. In order to avoid fatal attack by the epidem ic, in th is paper, w e de

f ine a w eakened imm unization in w eighted netw ork by reducing the link w e ight andm eanw hile holding the con

nectiv ity of netw ork w ith a certain effic ien.t Second, a density o f infect nodes is obta ined based on w e ighted

susceptib le infected ( SI) epidem icm ode,l the density law o f epidem ic infected is studied too. Lastly, immu

n ization for target strategy in w e ighted netw orks is stud ied and num erica l simu lations show that the w eakened

imm un ization in w e ighted netw ork fits w ellw ith theoretical analysis in our m ode.l

Key words: w e ighted network; epidem ic spreading; w eakened immunization; S Im ode.l
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