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可折旧设备在线租赁的随机性竞争策略
①

张 永，张卫国，徐维军
( 华南理工大学工商管理学院，广州 510640)

摘要: 应用在线算法与竞争分析研究在线租赁问题是近年来国内外的一个研究热点． 在一般

设备在线租赁的基础上，提出了可折旧设备在线租赁问题． 针对离线人具有遗忘性竞争对手的

特点分别给出了可折旧设备在线租赁在有无利率情形下的随机性竞争策略． 基于在线 － 离线

成本比值矩阵分别证明了有无利率下随机性策略的竞争比，说明了折旧因素的引入使得可折

旧设备随机性策略的竞争性能进一步得到改善并使得模型更适合于实际中大型设备投资问

题，从而为投资者提供更好的理论决策依据． 另外，市场利率的引入使得可折旧设备随机性策

略的竞争性能有所降低但模型更符合现实情况，即大型设备投资者若考虑到资金的收益及市

场风险因素后将会采取更加谨慎稳健的投资策略．
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0 引 言

现代租 赁 业，在 发 达 国 家 被 视 为“朝 阳 产

业”，它是与银行信贷、证券并驾齐驱的三大金融

工具之一，又是商品流通的主要渠道，在国民经济

和市场体系中扮演了重要角色． 由于我国的租赁

渗透率很低，因此我国租赁市场有较大的潜力． 国

内租赁业包括众多领域，而其中的房产和汽车以

及航空设施等大型设备具有可折旧的特点，即购

买使用一段时间后设备仍具有价值，因此对于要

使用这种设备的投资者而言，在购买时不得不将

折旧考虑其中． 而需要使用设备的时间长短是不

确定的，因此可折旧设备是租赁还是购买对于投

资者而言是一个在线决策问题，简称可折旧设备

在线租赁，即可折旧设备在线投资者在不知道未

来使用时间的情况下，决定是购买设备还是租赁，

若购买则何时购买的问题． 随着租赁行业的发展

和设备更新换代的速度日益加快，常租常新、先租

后买的营销概念已被越来越多的投资者所接受．
因此，从投资者的角度研究可折旧设备在线租赁

的竞争策略具有重要意义．
可折旧设备在线租赁问题显然是一种特殊的

在线租赁问题． 应用在线算法和竞争分析［1 － 2］理

论研究在线租赁问题始于 Karp 提出的“租雪橇”
模型［3］，其假设在线人需要使用某种设备，但并

不清楚自己到底会用多长时间，只有在每个阶段

开始时才能决定是继续用还是不用． 因此在线人

可以每期付较小的费用一直租赁也可以花更高的

价钱将其买下来． 一旦在线人买下了设备，就不必

再付租赁费用． 因为只有在每个阶段初才知道以

后还需不需要这个设备，所以决定什么时候租用

什么时候购买是问题的关键． 这类租赁问题显然

具有非常强的动态特征，称之为在线租赁问题． 关

于这个在线决策问题实质上就是寻求最佳停止时

刻，即在线人一直采取租赁策略直到某一时刻点

采取购买策略使该决策结束，Karp 给出了一个最

① 收稿日期: 2009 － 04 － 28; 修订日期: 2010 － 03 － 30．
基金项目: 国家杰出青年科学基金资助项目( 70825005) ; 国家自然科学基金资助项目( 70801027) ; 教育部新世纪优秀人才支持计划项目

( 06 － 0749) ．
作者简介: 张 永( 1981—) ，女，河南人，博士生． Email: zhangyong8201@ gmail．com



优的确定性策略． 随后，许多学者对其基本模型进

行了一系列广泛深入的研究，Karlin 等学者［4］给

出了租赁问题的随机性在线算法，使竞争比达到

了约 1． 582 近似最优． 1998 年 Irani 等人［5］研究了

当购买价格波动而租赁费用保持不变情形，分别

给出了确定性和随机性算法的竞争比上下界，并

还第一次运用具有统计特征对手，即限定未来价

格波动满足一定条件来研究租赁问题． 1999 年

Yaniv 等人［6］考虑了存在利率情形时的在线租赁

问题，给出了最优确定性算法( 其竞争比大小在

［3 /2 ，2) 之内) 及最优随机性算法( 其竞争比大

小在［ 4 /3 ，1． 582 ) 之 内) ． 随 后，Fujiwara 等

人［7］结合概率信息研究了连续型在线租赁决策

问题． 在国内，朱志军等人［8］首先给出了一般设

备租赁问题的风险补偿模型，徐维军［9］等人给出

了具有几何分布统计特征的在线租赁竞争分析，

将统计的方法应用到了竞争分析领域，徐寅峰等

学者［10 － 11］在 Fujiwara 和 Iwama 研究需求具有连

续型概率信息的基础上，深入研究了存在利率情

况下当输入的概率信息具有离散型结构的设备融

资决策问题; 徐维军和马卫民等［12 － 13］研究了租赁

价格可变情形的连续型在线租赁问题; 可见，在国

内外运用在线算法与竞争分析理论研究在线租赁

问题已经取得了相当丰富的成果．
可折旧设备在线租赁与上面已有研究的一般

设备在线租赁有明显的不同之处，一般设备在线

租赁都假定设备的价值随设备使用时间的结束而

消失( 没有考虑到折旧因素) ，且设备购买没有交

易成本; 而可折旧设备在线租赁中的设备则具有

使用寿命长、在使用时间结束后仍具有很高的价

值的特点，同时设备的买卖过程中存在交易成本，

使得可折旧设备租赁问题截然不同于一般设备租

赁问题． 本文在 Yaniv［6］提出的随机性竞争策略

的基础上研究可折旧设备的随机性竞争策略并且

假定: ①单位时期内设备的租赁费和折旧分别为

l 和 d;②设备的买卖过程中存在交易费用，而且

它平均分配到各个时期． 为了便于讨论本文假定

每个时期买和卖的交易费用相等而且为 c;③ 考

虑市场利率时，单位时期的市场利率为 i，( i ＞
0) ． 在上述假设下，基于遗忘性竞争对手对在线

者的竞争策略具有遗忘性的特点，本文给出了可

折旧设备在线租赁的随机性竞争策略，得到了无

利率下的竞争比上 界 2 － ( e － 2) / ( e － 1) －
d / ( l( e － 1) ) 和有利率下的竞争比上界 2 － ( e －
2) / ( e － 1) － ( d － c( 1 － β) ) / ( l( e － 1) ) ，β =
1 / ( 1 +i) ． 折旧因素的引入使得策略的竞争性能

进一步得到改善，并使得在线租赁模型更适合实

际中大型设备投资问题，进而为大型设备( 可折

旧设备) 投资者提供更好的理论决策依据． 另外，

市场利率的引入使得可折旧设备随机性策略的竞

争性能有所降低但模型更完善更贴近实际租赁．

1 随机性竞争策略

在线问题是指决策者只知道局部信息而需要

对全局做出决策的那一类问题． 在在线问题中，输

入总是逐步被提供的． 对于每个输入部分，在线算

法在不知道以后信息的情况下需要给出输出，也

就是说在得到了 t 步输入后，需要立即给出 t 步的

输出． 因为决策是在不知道整个输入的情况下做

出的，因此在线算法往往得不出最优解． 所以在线

算法的性能只能用它的解与最优解的近似程度来

衡量． 如果一个在线算法的解对于任意输入序列

都和最优解很接近，就称此算法是竞争性算法．
由在线算法的竞争比定义知，对于一个输入

序列σ，用 costA ( σ) 和 costopt ( σ) 分别表示在线算

法 A 和对应离线问题的解( 最优解) ． 如果存在一

个与序列 σ 无关的常数 r 和 α，使得 costA ( σ) ≤
r·costopt ( σ) + α 成立，就称在线算法 A 为竞争比

为 r 的竞争算法． 用在线算法分析在线决策问题，

可以从对手分析法的方向去思考，即以对手论的

观点来分析在线算法． 可以把问题看成在线参与

者和怀有敌意的对手之间的博弈． 然后，在线参与

者使用自己设计的算法来运行对手创建的输入序

列． 而对手则根据在线参与者所采用算法的有关

知识，来构建一个对于在线参与者来说尽可能坏

的输入序列，以使得竞争比尽可能最大． 换言之，

对手竭尽全力使得在线参与者付出尽可能昂贵的

代价，与此同时，要尽可能使离线最优算法付出尽

可能小的代价． 在上面定义中，算法 A 为确定性算

法． 随机性竞争策略是指一个在线算法根据输入

随机选择做出决策的一类算法． 由于随机策略完

成一个特定需求输入的花费是一个随机变量，因

此随机算法的业绩通常用它的期望花费来衡量，
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因此它的竞争比通常要好于确定性策略．
对于一个随机性在线竞争策略，没有唯一的

对手策略． 区分不同对手策略的关键在于它们多

大程度上知道随机策略的输出结果和它们怎样去

完成需求序列的． 通常可以将对手策略分为遗忘

性对手策略和适应性对手策略两类．
遗忘性对手策略: 这个策略必须在完全不知

道输出和相应策略的前提下选择整个需求序列

σ，但遗忘对手策略知道对应的在线算法及其对

输入服务策略的概率分布;

适应性对手策略: 这个策略在知道在线算法

所有先前策略和结果的基础上选择以后的服务需

求序列． 在对适应性对手策略分类的基础上，可以

根据对手策略自己如何满足需求序列的把它分为

适 应 性 离 线 对 手 策 略 和 适 应 性 在 线 对 手 策 略

两种．
相应地，随机性竞争比可以定义如下: 如果对

于任意的需求序列 σ，存在与序列 σ 无关的常数 r
和 α，满足 E［costA ( σ) ］≤ r·E［costadv ( σ) ］+ α，

就称随机在线算法A相对于竞争对手 adv( 包括遗

忘对手策略、适应性离线对手策略和适应性在线

对手策略) 而言为竞争比为 r 的竞争算法． 这里 σ
是由 对 手 策 略 和 算 法 A 相 互 作 用 产 生 的，

costadv ( σ) 表示对手策略满足需求序列的花费，则

竞争比可以表示为 αadv
A ≡ inf

r
{ r | 对于所有的 adv，

A 是 r 竞争比} ，期望值是在线算法所有可能选择

结果的一个平均值． 对于遗忘性对手策略它的花

费不依赖于算法的随机选择而是一个确定值，所

以花费 costobl ( σ) = costopt ( σ) 不是一个随机值;

若满足不等式E［costA( σ) ］≤r·E［costopt ( σ) ］+α，

则称随机算法 A 对于所有的遗忘性对手策略和输

入序列σ都是 r － 竞争比的算法． 对于其它两种对

手策略，费用 costadoff ( σ) 和 costadon ( σ) 都是自己

的随机变量，同样需要取它们的期望值．
因为适应性对手策略提前决定需求序列和最

优的满足在线需求，所以遗忘性对手策略的约束

力最差，适应性离线对手策略的约束力最强，它能

够最优的满足在线需求． 如果用 robl、radoff、radon 分

别表示相对遗忘性对手、离线适应性对手和在线

适应性对手的最优竞争比，用 rdet 表示最优确定性

算法的竞争比，则有关系式 robl≤ radon≤ radoff≤ rdet

成立． 对于随机性算法与确定性算法之间的关系

及对手的分类讨论，David 等人［14］ 进行了许多

更为详尽的讨论，并指出了它们之间的联系和

不同之处．

2 无利率下可折旧设备的随机性竞
争策略分析

随机性竞争策略指的是在线租赁者以一定的

概率选择某种策略，而且假定对手具有遗忘性，即

对手对在线人采取的竞争策略不具有记忆性． 对

于在线问题，研究在线者随机地采用策略 A( t) :

即连续租用前 t － 1 期，之后如果需要则立即购

买，这里 t 取正整数． 如果在线租赁者采取随机策

略，离线对手就不能准确地猜出在线人实际上会

选择的策略，尽管在均衡点，离线对手都知道在线

租赁者选择不同策略的概率分布． 在线参与者的

随机策略 P 是指它在纯策略集 A = { A( t) | t ∈

Z+ } 上的一个概率分布． 对于每一个纯策略 A( t) ∈
A，定义 pt 是策略 A( t) 被选取的概率大小． 对于随

机性竞争策略的研究，EI-Yaniv［6］ 对不考虑折旧

的在线设备租赁进行了详细论述，得到了随机性

竞争策略的竞争比上界 2 － ( e － 2) / ( e － 1) ( 约

1． 582) ． 对于可折旧设备在线租赁的随机性竞争

策略，本文也考虑这样一类策略集 A( t) ，进而寻

找它的最优策略． 首先考虑无利率下的可折旧设

备，则有:①由于设备租赁公司要赚取一定的利

润，即有 l ＞ d，否则设备租赁公司就会处于亏损

状态;②在线设备购买者在第一单位时期内租赁

的费用小于购买的费用，否则在线者一开始就购

买，无需讨论． 因此，在第一时期内有2c + d ＞ l 成

立． ( 每期买和卖的交易费用相等同为 c) ;③假设

设备价格处于稳定期，新设备的价格没有变化，旧

设备的价格等于新设备价格减去总折旧． 首先求

出可折旧设备在线租赁在无利率下的关键时刻点

t0 = 2c / ( l － d) ，即连续租赁设备 t0 时期的费用与

一开始购买设备使用 t0 时期的费用相等; 当需要

使用的时期数 n ＜ t0 时，一直租赁为最优离线策

略; 当需要使用时期数 n≥ t0 时，一开始购买设备

为最优离线策略． 因此在策略 A( t) 下，可折旧设

备的最优确定性竞争策略为连续租赁设备 t0 － 1
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时期后购买，且该策略的最优竞争比为 1 + ( l －
d) ( 2c + d － l) / ( 2lc) ［15］． 下面的引理 1 和引理 2

给出 了 随 机 策 略 集 { A( t) | t ∈ Z+ } 的 相 关

结论［6］．
引理 1 针对遗忘性竞争对手，若在线者随

机采用纯策略集{ A( t) | t ∈ Z+ } ，则存在一个最

优的在线 随 机 性 竞 争 策 略 满 足: 当 t ＞ t0 时，

有pt = 0［6］．
引理 2 设 M 是下三角形元素为 1 且主对角

线以上每列的非负元素是递增的 m 阶矩阵，若行

向量 P = ( p1，p2，…，pm ) 和常数 λ ＞ 1 是线性规

划问题

min λ
PM≤ λ→1

∑
m

i = 1
pi ={ 1

( 1)

的解，则有 PM1 = PM2 = … = PMm = λ［6］．
引理 1 说明了对于随机性竞争策略，在线租

赁者不会选取 t≥ t0 的 A( t) 策略，如果采取大于

t0 的先租赁后购买策略一定不是一个较优的策

略，则至少存在 A( t0 ) 策略优于上述策略． 另外，

如果离线对手选择大于 t0 的实际租赁时，则在线

人必定会采取购买策略; 引理 2 说明了对于离线

者决定的任何一个实际租赁时期数下，在线者选

择随机策略 P 时所得到的竞争比都相同，都为 λ，

即随机策略 P 是一个均衡策略． 针对遗忘性竞争

对手，本文首先给出了可折旧设备在无利率下的

随机性竞争策略． 由引理1和引理2以及对应成本

比值矩阵的特点得到了它的竞争比，且进一步说

明了竞争比上界为 2 － ( e － 2) / ( e － 1) － d / ( l ×
( e －1) ) ．

定理 1 针对遗忘性竞争对手策略，若可折

旧设备在线租赁者的随机性策略的纯策略集为

{ A( t) | t∈ Z+ } ，则在线租赁者的随机策略 Pu 为

Put =

1
1 + t0 ( Πt0－1 － 1)

t = 1

Πt －1pu1 2 ≤ t≤ t0
0 t0










＜ t

( 2)

其中 Π =
t0

t0 － 1，且此随机性策略的竞争比为

2 －
(

t0
t0 － 1) t0 － ( 2 － d

l )

(
t0

t0 － 1) t0 － 1
( 3)

证明 由引理 1 知道在线人在策略选择中

不会选择 t ＞ t0 的随机策略 Pu = { put} ，即 t ＞ t0
时，put = 0． 而对手于此同时会选择 n≤ t0，因此在

线成本与离线成本比值的支付矩阵元素为

Lu ( t，n) =
coston ( t，n，t0 )
costoff ( n)

= ( t － 1) l + ( n － t + 1) d + 2c
nl ，

( t≤ n) ( 4)

也即是纯策略 A( t) 的竞争比． 由于竞争对手具有

遗忘性，一 旦 在 线 人 的 策 略 使 得 竞 争 比 达 到

Lu ( n，n) = ( n － 1) l + d + 2c
nl ( 矩阵对角线上) 之

后有 Lu ( t，n) = nl
nl = 1，( t ＞ n) ． 若矩阵的行下标

t 表示在线设备投资者采取策略 A( t) ，列下标表

示离线者所控制的输入序列( 需要使用设备的时

期数 n) ，则成本比值矩阵的主对角线以下的元素

是 1．
因此，得到了在线成本与离线成本比值的支

付矩阵Lu 如下( 式( 7) ) ． 这里，Lu 是一个 t0 × t0 阶

的成本比值矩阵． 记 Lu 的第 n 列为 Lu
n，则 Lu =

( Lu
1，Lu

2，…，Lu
n，…，Lu

t0 ) ，其中

Lu
n = ( Lu ( 1，n) ，…，Lu ( t，n) ，…，Lu ( t0，n) ) T

( 5)

由前面 的 引 理 2 可 知 存 在 一 个 概 率 分 布

Pu = ( pu1，pu2，…，put0 ) 和一个常数 λ ＞ 1 使得

PuL
u
1 = … = PuL

u
t0 = λu

Pu 即是在线参与者的随机性竞争策略，是指

在它的纯策略集 A = { A( 1) ，A( 2) ，…，A( t0 ) } 上

的一个概率分布． 即对于每一个纯策略A( t) ∈A，

put 是策略A( t) 被选取的概率大小( ∑
A( t) ∈A

put = 1) ，

λu 即是此随机策略的竞争比． 可以通过关系式

∑
A( t) ∈A

put = 1 和 PuL
u
1 = … = PuL

u
t0 求出在线者的

随机策略及其竞争比．
因此，当在线 － 离线成本比值矩阵为 Lu 时．

由 PuL
u
1 = PuL

u
2 = … = PuL

u
t0 得到
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put = ( 2c
d + 2c － l)

t －1pu1，2 ≤ t≤ t0 ( 6)

Lu =

d + 2c
l

2d + 2c
2l

3d + 2c
3l … nd + 2c

nl … 1

1 l + d + 2c
2l

l + 2d + 2c
3l … l + ( n － 1) d + 2c

nl …
l + ( t0 － 1) d + 2c

t0l

1 1 2l + d + 2c
3l … 2l + ( n － 2) d + 2c

nl …
2l + ( t0 － 2) d + 2c

t0l

      

1 1 1 1 ( n － 1) l + d + 2c
nl …

( n － 1) l + ( t0 － n + 1) d + 2c
t0l

      

1 1 1 1 1 …
( t0 － 1) l + d + 2c

t0



































l

( 7)

其中 Pu = ( pu1，pu2，…，put0 ) ，又由∑
t0

t = 1
put = 1 知

pu1 = 1

1 + 2c
l － d( ( 2c

d + 2c － l)
t0－1 － 1)

( 8)

进而随机性策略的竞争比为

ruran =λ
u =PuL

u
t0 =∑

t0

t =1
put

( t －1) l +( t0 －t+1) d+2c
t0l

= 1 +∑
t0

t =2
put

( t － 1) ( l － d)
t0l

= 2 －
lt0(

t0
t0 － 1) t0－1 － ( 2l － d) ( t0 － 1)

lt0(
t0

t0 － 1) t0－1 － l( t0 － 1)

= 2 －
(

t0
t0 － 1) t0 － ( 2 － d

l )

(
t0

t0 － 1) t0 － 1
( 9)

由 t0 = 2c / ( l － d) 知 ruran 的上界为 2 － ( e －
2) / ( e － 1) － d / ( l( e － 1) ) ．

3 市场利率下可折旧设备的随机性
竞争策略分析

在各种金融决策中，必须考虑资本的净现值．
市场利率体现了任何合理金融决策模型的本质特

性． 在特殊的可折旧设备租赁问题中引入利率使

得模型更贴近于现实． 令 β = 1 / ( 1 + i) ，其中 i ＞

0 表示单位时期内的名义利率，则有以下两结论

成立:①一开始( 第一时期内) 租赁设备应该比购

买设备便宜，否则在线者一开始就应该购买设备，

讨论无意义． 即有 d + c + cβ ＞ l成立;②永远租赁

设备的费用大于一开始购买的费用，即当 N 足够

大时，有不等式 l∑
N－1

i = 0
βi ＞ d∑

N－1

i = 0
βi + c + cβN 成立，令

N→∞，从而得到不等式 d + c － cβ ＜ l． 易得可折

旧 设 备 在 线 租 赁 在 市 场 利 率 下 的 关 键 时 刻 点
t* = ln( ( l － d － c + cβ) / ( l － d + c － cβ) ) / lnβ，

即连续租赁设备 t* 时期的费用与一开始购买设
备并且使用 t* 时期的费用相等;

针对遗忘性竞争对手策略，定理 2 给出了市

场利率下的随机性策略，并证明了此策略的竞争

比上界为 2 － ( e － 2) / ( e － 1) － ( d － c( 1 －
β) ) / ( l( e － 1) ) ．

定理 2 在市场利率为 i( i ＞ 0) 下，针对遗

忘性竞争对手，若在线租赁者选择的纯策略集为

{ A( t) | t∈ Z+ } ，则在线随机性策略 P 为

pt =

Δ － 1
Δt* － 1

t = 1

Δt －1p1 2 ≤ t≤ t*

0 t*










＜ j

( 10)

其中Δ = 2c / ( c + cβ + d － l) ，且此随机性策略的

竞争比为

2 －
Δt* － 2 + d － c( 1 － β)

l
Δt* － 1

．
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证明 由引理 1 知在线人在策略选择中不

会选择 t ＞ t* 的随机策略 P = { pt} ，即 t ＞ t* 时，

pt = 0． 对手于此同时会选择 n≤ t* ，当 t≤ n 时，

在线成本与离线成本比值的支付矩阵元素为

L( t，n) =
coston( t，n，t* )

costoff ( n)

= l( 1－β
t－1) / ( 1－β) +d( βt－1 －βn) / ( 1－β) +cβt－1 +cβn

l( 1 － βn) / ( 1 － β)

( 11)

也是纯策略 A( t) 的竞争比． 由于竞争对手具有遗忘

性，一旦在线人的策略使得竞争比达到

L( n，n) =
l( 1－βn－1) / ( 1－β) +d( βn－1 －βn) / ( 1－β)

l( 1 － βn) / ( 1 － β)
+

cβn－1 + cβn

l( 1 － βn) / ( 1 － β)
( 12)

之后，策略 A( t) ( t ＞ n) 的竞争比为 L( t，n) = 1． 令

矩阵行下标 t表示在线设备投资者的策略A( t) ，列下

标表示离线者所控制的输入序列( 要使用设备的时

期数 n) ，故成本比值矩阵的主对角线以下的元素是

1． 相应的得到了在线成本与离线成本比值的支付矩

阵 L 如式( 13) ．
可知 L 是一个 t* × t* 阶的在线 － 离线成本比

值矩阵． 记L的第 n 列为Ln，则矩阵可以表示为L =
( L1，L2，…，Ln，…，Lt* ) ，其中 Ln = ( L( 1，n) ，L( 2，

n) ，…，L( t，n) ，…，L( t* ，n) ) T． 由引理 2 知存在一个

概率分布 P = ( p1，p2，…，pt* ) 和一个常数 λ ＞ 1 使

得 PL1 = … = PLt* = λ，其中P即是在线设备投资

者的随机性竞争策略，也就是指它在纯策略集 A =
{ A( 1) ，A( 2) ，…，A( t* ) } 上的一个概率分布．

L =

d+c+cβ
l

d+dβ+c+cβ2

l( 1 － β2) / ( 1 － β)
d+dβ+dβ2 +c+cβ3

l( 1 － β3) / ( 1 － β)
… 1

1 l +dβ+cβ+cβ2

l( 1 － β2) / ( 1 － β)
l +dβ+dβ2 +cβ+cβ3

l( 1 － β3) / ( 1 － β)
… l +d( β － βt* ) / ( 1 － β) +cβ+cβt*

l( 1 － βt* ) / ( 1 － β)

1 1 l +lβ+dβ2 +cβ2 +cβ3

l( 1 － β3) / ( 1 － β)
… l +lβ+d( β2 － βt* ) / ( 1 － β) +cβ2 +cβt*

l( 1 － βt* ) / ( 1 － β)

    

1 1 1 … l( 1 － βt* －1) / ( 1 － β) +dβt* －1 +cβt* －1 +cβt*

l( 1 － βt* ) / ( 1 － β



























)

( 13)

对于每一个纯策略 A( t) ∈ A，pt 是策略 A( t)

被选取的概率大小( ∑
A( t) ∈A

pt = 1) ，λ即是此随机策

略达到的竞争比． 可以通过关系式∑
A( t)∈A

pt = 1 和

PL1 =PL2 = … = PLt* 求出在线者的随机策略及

其竞争比． 因此，当成本比值矩阵为 L 时有

pt = ( 2c
d + 2c － l)

t －1p1，2 ≤ t≤ t* ( 14)

其中 P = ( p1，…，pt* ) ． 令 Δ = 2c / ( c + cβ + d －

l) ，又由∑
t*

t = 1
pt = 1 可知 p1 = Δ － 1 / ( Δ t* － 1) ，同

时也得到了∑
t*

t = 2
Δ t －1 = ( Δ t* － 1) / ( Δ － 1) ，进而随

机性策略的竞争比为

rran = PL1 = p1
d + c + cβ

l +∑
t*

t = 2
p1Δ

t －1

= p1 ( d + c + cβ
l +∑

t*

t = 2
Δ t －1 )

= Δ － 1
Δ t* － 1

( d + c + cβ
l + Δ t* － 1

Δ － 1 － 1)

= 2 －
Δ t* － 2 + d － c( 1 － β)

l
Δ t* － 1

( 15)

由式( 15) 知竞争比 rran 的上界为 2 － ( e －
2) / ( e － 1) － ( d － c( 1 － β) ) / ( l( e － 1) ) ． 从博弈

论的观点来说，在博弈开始时，在线参与者运用某

一随机原则在已知的策略集中选择策略，即对每

一个纯策略 A( t) ( t = 1，2，…，t0 ) 或者 t = 1，2，

…，t* ) 以概率 put ( 或者 pt ) 大小进行选择． 若对

手选择租赁天数为 n 时，则在线参与者最终得到

的期望竞争比为∑
t0

t = 1
Lu ( t，n) put 或∑

t*

t = 1
L( t，n) pt ．

—47— 管 理 科 学 学 报 2011 年 1 月



在均衡的情况下，要求在线租赁者在所有构成均

衡的纯策略之间是无差异的，均衡要求在线租赁

者以特定的概率选择纯策略，在线租赁者选择不

同纯策略的概率分布不是由他自己的策略选择决

定最优性，而是由离线对手的策略选择决定的． 即

如果在线策略者选择每种策略的期望收益都是相

等的，离线对手就不能选择某一确定的策略使得

在线人的收益变得更差． 因此，从博弈论的角度说

明了随机性策略的合理性和优越性．

4 竞争性能分析

随机性竞争策略能够改善在线竞争策略的竞

争性能，本文针对遗忘性竞争对手得到无利率下

的竞争比上界 rmaxu = 2 － ( e － 2) / ( e － 1) － d /
( l( e － 1) ) ． 与 Yaniv［6］ 提出的不考虑折旧的随

机性竞争策略竞争比上界 rYaniv = 2 － ( e － 2) / ( e
－ 1) 相比，竞争比减少 d / ( l( e － 1) ) ． 为了更为直

观地说明无利率下可折旧设备竞争比上界 rmaxu 与

租赁行业折旧 － － 租费比 d / l 的关系，图 1 给出了

竞争比上界 rmaxu 随租赁行业折旧 －－ 租费比d / l的变

化趋势图，其中 d / l∈［0. 1，1］． 从图 1 可以看出，无

利率下的随机性竞争策略的竞争比上界 rmaxu 关于租

赁行业折旧 －－ 租费比 d / l 递减． 当 l = d 时，处于

“完全竞争市场”下，ruran = 1; 而且当d→l 时，ruran→1．
也就是说当一个决策者处在“完全竞争市场”时，

即使是在线问题也能做出最正确的决策，这与经

济学中关于“完全竞争市场”的假设是相吻合的．
因而也说明了在对未来需求信息了解程度相同的

条件下，决策者所处的市场环境决定了其最优在

线策略的竞争比． 因此，在相同的决策环境下，运

用相同的最优在线策略对不同类别的产品进行决

策能得到同样满意的竞争比，即模型对类似问题

有推广意义．
由前面分析知利率的引入使得竞争比上界由

无利率下的 2 － ( e － 2) / ( e － 1) － d / ( l( e － 1) )

增到利率下的 rmax = 2 － ( e － 2) / ( e － 1) － ( d －
c( 1 － β) ) / ( l( e － 1) ) ． 图2 给出了 i 分别为0. 01，

0. 03，0. 05 时对应的 rmax 散点图． 从图 2 可以看出

有关系式 rmax ( i = 0. 01) ＜ rmax ( i = 0. 03) ＜
rmax ( i = 0. 05) 成立，更为直观的说明了市场利率

下竞争比上界 rmax 关于利率递增． 进一步证实了

可折旧设备利率下的随机性策略竞争性能弱于无

利率下的随机性策略竞争性能，进而为大型设备

投资者提供更有效的理论决策依据．

5 结束语

本文在在线租赁随机性竞争策略的基础上，

研究了可折旧设备在有无利率下的随机性竞争策

略． 基于在线 － 离线成本比值矩阵的特点，分别

给出了可折旧设备在有无市场利率情形下的随机

性在线竞争策略，并分别证明了对应策略的竞争

比上界． 通过实例进一步说明了市场利率下可折

旧设备的随机性在线策略竞争性能降低，因此大

型设备投资者若考虑到资金的收益及市场风险因
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素后将会采取更加谨慎稳健的投资策略． 本文所

讨论的问题事实上是一个“存在交易成本、可二

手交易的在线租赁模型”． 对于大型设备租赁如

房产租赁、汽车租赁、航空租赁等承租人必须考虑

到设备的可折旧性． 因此，对处于类似决策环境

下、不同设备租赁问题的决策具有借鉴意义． 在实

际应用中，如价格的不确实性( 在本文模型中假

定租赁成本和折旧是一固定常数) 是一个值得考

虑的重要因素; 如何考虑预期下的随机性竞争策

略研究; 以及如何将通货膨胀、税收、冗余成本一

些相关因素考虑在内都是需要进一步研究和思考

的方向．
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Randomized competitive strategy for online leasing of depreciable equipment

ZHANG Yong，ZHANG Wei-guo，XU Wei-jun

School of Business Administration，South China University of Technology，Guangzhou 510640，China

Abstract: It is a hot topic to use the online algorithm and competitive analysis to study the online leasing prob-
lem． Based on the study of online leasing of general equipment，the online leasing of depreciable equipment is
discussed． Since randomized algorithms can boost up performance，the randomized strategies for online leasing
of depreciable equipment with oblivious adversary is proposed both with and without consideration of interest
rate，respectively，and the maximum of its optimal competitive ratio is also obtained respectively． The conclu-
sion shows that the introduction of depreciation factor made competitive performance improved． The introduc-
tion also makes the model more practical for large-scale investment in equipment problem，and provides inves-
tor better theoretical basis for decision making． In addition，consideration of interest rates makes the competi-
tive ratio decrease a little，that is，investor will take more prudent investment strategy when interest rate is
taken into consideration．
Key words: competitive analysis; depreciable equipment; randomized competitive strategy; competitive per-

formance;
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