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流动性调整的最优交易策略模型研究
①

林　辉 , 张涤新 , 杨　浩 , 丁　一
(南京大学商学院 , 南京 210093)

摘要:通过放松理想化市场的假设条件 ,构建流动性调整的最优交易策略模型 ,并证明了交易

策略在任意初始持仓 、不同行情时的性质.研究表明在行情看涨时 ,若初始持仓过量则应采取

“U型”卖出策略;若初始持仓适量 ,则应采取 “递增型 ”卖出策略;若初始持仓为较少的多头或

空头 ,则应采取先 “递增型 ”买入 ,而后 “递增型 ”卖出的策略;若逆市持有过量的空头 ,则应采

取 “递增型 ”买入策略.行情看跌情形则与看涨情形具有完全相反的结果.若行情看平 ,则应采

取 “递减型 ”卖出或 “递增型”买入策略.本文最后分析了流动性对最优交易策略的影响.
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0　引　言

传统的投资理论假设金融市场具有完美的流

动性 ,从而任意数量的证券均可在瞬间完成交易 ,

且投资者的交易行为不影响证券的成交价格.然

而 ,现实中证券市场的流动性总是有限的 ,大宗证

券交易可能给市场带来价格冲击 ,故其交易行为

影响证券价格.其次 ,受制于交易规则与证券的流

动性 ,任意数量的证券要在瞬间完成交易也是不

可能的②.由此可见 ,在现实的市场条件下 ,投资

者不仅面临着证券价格波动的风险 ,还受制于证

券的流动性.所以 ,现实中的投资者不仅需要权衡

证券的投资机会和风险 ,还需要考虑如何将证券

分批次地进行交易
[ 1]
(以克服流动性的不足),形

成所谓的最优交易策略(optimaltradingstrategy).

证券交易策略是现代投资理论的研究热点 ,它对

于提高资产组合管理的效率具有重要的理论和实

践意义.

本文将探讨流动性非完美条件下的最优交易

策略 ,即流动性调整的最优交易策略.与以往研究

所不同的是 ,本文对交易策略的讨论不再局限于

多头持仓和单纯的卖出策略 ,也不局限于对机构

投资者交易策略的分析 ,相反地 ,对于投资者持有

任意数量的证券多头或空头 ,及其在不同行情下

的最优交易策略都通过数学模型进行解析 ,并分

析流动性对最优交易策略

1　文献综述

流动性是指资产能够以合理的价格和较低的

交易成本迅速成交的能力.Amihud和 Mendel-

son
[ 2]
认为流动性是在一定时间内完成交易所需

的成本 ,或者是寻找一个合理成交价格所需要的

时间.Kyle
[ 3]
提出流动性的三维结构 ,紧度(tight-

ness)、深度(depth)和弹性(resiliency).在流动性

的计量方法上 ,人们提出了价差法(紧度)、交易

量法(深度)、价量分析法以及时间法(弹性)等方

法 ,例如 Stoll
[ 4]
的价差估计模型 、Kyle

[ 3]
的市场深
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瞬间完成交易就意味着交易速度无限大.然而 ,股票 、基金等证券交易都有单笔申报最大数量的限制.



度指标 λ(交易量对价格的敏感度)、Amihud
[ 5]
的

非流动性指标 ILLIQ.此外 ,还可采用交易额 、换

手率等指标作为流动性的代理变量.虽然学界对

流动性的定义和计量方法存在争议 ,但从流动性

的本质来看 ,一般地 ,若单位时间内交易量越大 ,

即交易速度越大 ,则证券的成交价格越不理想.本

文正是遵循此思路在模型中引入流动性调整项.

近年来 ,人们将流动性引入资产定价领域 ,主

要讨论流动性水平或流动性风险与预期收益率的

关系③.Amihud和 Mendelson
[ 6]
对 NYSE股票的实

证研究中发现:相对价差与股票的预期收益率具

有正相关关系 ,即流动性越差的证券其预期收益

率越高.Amihud
[ 5]
以非流动性指标 ILLIQ来计量

流动性 ,他们发现.在横截面上 ,股票的预期收益

率与 ILLIQ显著正相关 ,但是在时间序列上 ,当期

非预期的 ILLIQ与股票的预期收益率却呈显著负

相关.Acharya和 Pedersen
[ 7]
提出了流动性调整的

资本资产定价模型 (liquidity-adjustedCAPM,

LCAPM),并选取 NYSE和 AMEX的股票进行实

证研究 ,其研究表明 ,股票的预期收益率与其预期

的非流动性水平以及流动性风险具有正相关关

系.此外 , Korajczyk和 Sadka
[ 8]
、Hasbrouck

[ 9]
等人

的研究也支持了流动性(风险)溢价的存在.我国

学者也对流动性问题进行探索.吴文锋等
[ 10]
、苏

冬蔚和麦元勋
[ 11]
分别以 ILLIQ指标 、换手率来计

量我国股市的流动性 ,其实证研究都认为我国股

市存在流动性溢价现象.黄峰 、杨朝军
[ 12]
的实证

研究指出:流动性风险溢价更为显著地出现在流

动性较差或价格冲击弹性较高的股票上.邹小芄

等
[ 13]
将市场流动性风险分解为外生和内生两个

部分 ,并构建 LCAPM模型 ,其研究表明 ,流动性

风险中不可分散的系统性部分才会影响到资产的

价格及其预期收益率.

需要说明的是 ,虽然流动性溢价理论认为流

动性越差的证券其预期收益率越高 ,但从流动性

的定义来看 ,给定某个非完美流动性的证券 ,不论

其流动性水平如何 ,只要在交易过程中受到的流

动性冲击越大 ,则收益率越低.此二者并无矛盾 ,

因为前者阐明的是不同证券之间流动性与收益率

的关系 ,而后者指出的却是同一个证券在不同交

易条件下流动性与收益率的关系.

最优交易策略的文献综述.Bertsimas和

Lo
[ 14]
通过最小化变现成本(executioncost)的期

望值 ,来研究大宗(largeblock)证券 、在给定时间

下的最优变现问题 ,研究表明:在价格冲击为线性

的条件下 ,风险中性的投资者最优变现策略为匀

速变现.由于该模型的假设条件为风险中性 ,故该

文没有考虑证券的市场风险 (marketrisk).

Almgren和 Chriss
[ 15]
将市场冲击(marketimpact)

划分为暂时性冲击(temporaryimpact)和永久性冲

击(permanentimpact)④ ,并以布朗运动为基础建

立离散变现策略模型 ,在给定变现风险的条件下 ,

最小化变现成本的期望值 ,该模型的不足之处是:

将变现时间划分成等长的区间 ,并假设每个区间

的变现速度恒定.随后 , Almgren
[ 16]
在暂时性冲击

为随机情形下研究了连续变现问题 ,但该模型假

设投资期末的变现速度为零 ,但本文的研究则表

明:交易速度在投资期末可以是任意的.Hisata和

Yamai
[ 17]
、Dubil

[ 18]
在变现速度恒定的条件下探讨

了最优变现时间问题 ,然而 ,现实中的投资者总是

在给定投资期限下获得目标回报 ,且难以保持恒

定的变现速度.Pemy等
[ 19]
以 HJB(Hamilton-Jaco-

bi-Bellman)方法研究最优变现策略 ,类似的研究

成果还有 Ting等
[ 20]
.Monch

[ 21]
研究了具有 U型

特征的日内价格冲击下投资者的最优变现问题.

我国学者对最优变现策略问题也进行了有价

值的研究.仲黎明等
[ 22]
探讨了机构投资者的最优

变现策略 ,刘海龙等
[ 23]
分析了开放式基金的最优

变现策略 ,郭福华和邓飞其
[ 24]
在不考虑市场的摩

擦因素条件下 ,研究了给定期望损失约束 ,最大化

终端财富效用的资产组合选择问题.

以往的许多研究成果主要讨论证券的变现策
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③

④

流动性水平是指流动性计量指标本身 ,而流动性风险是指流动性计量指标的方差或与其他变量的协方差.

暂时性冲击是指交易者的变现行为引起供求关系的失衡 ,将导致变现价格暂时性地偏离均衡价格.这里 “暂时性 ”是指供求失衡仅影

响某一笔证券的变现价格 ,而对该笔之前或之后的变现价格没有影响.相反地 , 永久性冲击则是某一笔证券变现对变现价格的影响在

剩余的变现期内持久地存在.Almgren和 Chriss[ 15]假设 ,半价差(one-halfthebid-askspread)构成暂时性冲击的固定部分 ,其可变部分

则为超过日交易量的 1%以上所产生的价差 ,而永久性冲击假设为超过日交易量 10%以上的所产生价差.



略 ,却忽略了投资者可能买入证券或者进行卖空

交易的行为 ,事实上 ,当证券行情看涨时 ,持仓不

足的投资者可能买入证券 ,而当行情看跌时则可

能进行卖空交易.其次 ,以往的研究对象主要是基

金等机构投资者⑤ ,而本文则不限于此 ,对于任意

的初始持仓(如空仓)都进行讨论 ,故研究结论适

用于所有的投资者.最后 ,以往的研究缺乏对最优

交易策略性质的解析证明 ,一些论文仅仅进行数

值模拟.因此 ,本研究可视为以往研究成果的进一

步拓展.

2　最优交易策略模型及其解析解

现实中 ,投资者总是以自己当前的持仓水平

(多头或空头),基于证券未来的一段时间(投资

期)价格走势的预期 ,制定并执行交易策略 ,以获

得投资效用的最大化 ,这也正是本文提出最优交

易策略模型的基本思路.

2.1　最优交易策略模型的构建

假设投资者在初始时刻(t=0)拥有数量为

n0(下文简称 “初始持仓”)、价格为 s0的证券 ,需

要在给定的投资期限 T内完成交易 ,从而期末持

仓量 nT =0.投资者的交易策略是由其可控制的

变量 ———交易速度 v(t)构成的⑥ ,显然 , t时刻投

资者的持仓量为

n(t)=n0 -∫
t

0
v(t)dt (1)

由式(1)可知 , v(t)>0和 v(t)<0分别表示卖出

和买入证券 ,且有 n(0)=n0 , n(T)=nT =0.定

义 t时刻证券的价格 s(t)相对于期初价格 s0的相

对数(空头)或收益率(多头)为

r(t)=(s(t)/s0)-1

本文假设证券市场是(弱式)有效市场 ,它也

是现代金融学的基本假设 ,在该假设下 ,证券价格

的离散变化是随机游走(randomwalk)的 ,而布

朗运动正是随机游走过程在连续时间下的极限形

式
[ 25]
.Osborne

[ 26]
发现股票价格的波动与物质粒

子的 布 朗 型 随 机 运 动 方 式 颇 为 相 似.

Samuelson
[ 27]

通 过 对 合 理 预 测 (properly

anticipated)的股价变化随机性的证明 ,提出股票

收益率服从布朗运动的观点.Fama
[ 28]
实证研究

了证券价格变化的随机游走性 ,并提出有效市场

理论(EMH).Black和 Scholes
[ 29]
以及 Merton

[ 30]

都以股票的对数收益率服从算术布朗运动(即股

价服从几何布朗运动)为基础 , 推导出著名的期

权定价模型 (Black-Scholes模型).Almgren和

Chriss
[ 15-16]

、Hisata和 Yamai等
[ 17]
、仲黎明等

[ 18]

对交易策略的研究 ,均假设证券的算术收益率服

从布朗运动⑦ ,即证券市场是弱式有效的.本文沿

用此假设 ,从而

r(t)=r(0)+μt+σ(w(t)-w(0))

=μt+σw(t) (2)

其中 , w(t)为标准维纳过程.μ和 σ分别为瞬时收

益率和瞬时波动率 ,这里 μ=μ Ψ0 , σ =μ Ψ0 ,

表示投资者基于初始时刻的信息集 Ψ0对 μ和 σ

做出估计.

现实中的证券市场并不具有完美的流动性 , 若单

位时间内交易的证券数量越多 ,即交易速度越快 ,

引起证券价格的逆向变化越大⑧ , 则表示流动性

冲击越大.借鉴 Pemy等
[ 19]
的研究思路 ,不妨在式

(2)中增加流动性调整项 l· v(t),从而

r(t)=μt+σw(t)-l·v(t) (3)

这里 , l≥ 0为流动性参数 ,它是由证券自身流动

性特征 、交易制度等因素所决定的 , l越小则流动

性越好.由式(1)可知 ,投资者在 t时刻交易的证

券数量为 dn(t)=-v(t)· dt,因此 ,在给定的投

资期内 , 投资者通过证券投资获得的支付
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⑤

⑥

⑦

⑧

从我国股市来看,一些股票中自然人股东的持股甚至超过了基金 ,故机构投资者的持仓量并不一定大于个人投资者.因此 ,本文并不将

投资者作此划分,故需要研究任意持仓水平的投资者.

有的论文将交易策略定义在持仓水平上 ,但本文认为交易速度是最本质的变量 , 交易速度决定了持仓水平 ,且从交易速度的讨论可以

看出不同交易策略的差异 ,故本文以交易速度来定义交易策略.

算术收益率ra =st/s0 -1,对数收益率 rg=lnst-lns0 ,其麦克劳林展开式为 rg=ra-r
2
a/2 +r

3
a/3+o≈ra,故算术收益率可以作为

对数收益率的近似.

证券价格的逆向变化是指 ,买入证券(v(t)<0)时 ,价格上升 , r(t)变大;卖出证券(v(t)>0)时 ,价格下降 , r(t)变小 ,以上的说明可

以解释公式(3)的含义.



(payoff)为

∫
T

0
-s0(1 +r(t))dn(t)=s0n0 +

　　s0∫
T

0
r(t)v(t)dt=s0n0 +Π (4)

其中 , Π为投资利润 ,投资者最大化支付等价于最

大化利润 Π,由式(3)和式(4)得到

Π =s0∫
T

0
r(t)v(t)dt=s0 [ ∫

T

0
μtv(t)dt+

　　∫
T

0
σw(t)v(t)dt-∫

T

0
lv

2
(t)dt] (5)

这里 , ∫
T

0
lv

2
(t)dt表示交易速度对投资利润的非线

性冲击 ,由于 v
2
(t)≥ 0 ,这样不论 v(t)>0还是

v(t)<0,流动性冲击增大都将减少投资利润.投

资者希望在给定风险的条件下 ,最大化投资收益

率的期望值 , 因此 , 可定义投资者的效用函数

U(·)为均值 -方差效用函数

U=U(Π)=E(Π)-
1

2
ρD(Π) (6)

其中 , ρ=-
U″(·)
U′(·)

>0为投资者风险规避系数.

根据维纳过程的性质 ,由式(5)可得

E(Π)=s0∫
T

0
μtv(t)dt-s0∫

T

0
lv

2
(t)dt

=s0∫
T

0
(μn(t)-lv

2
(t)dt (7)

D(Π)=E(s0σ∫
T

0
v(t)w(t)dt)

2

=s
2
0σ

2∫
T

0 ∫
T

0
min(s, t)v(t)v(s)dtds

=s
2

0σ
2∫
T

0
n
2
(t)dt (8)

这里 , E(·)和 D(·)分别表示均值和方差.将式

(7)和式(8)代入式(6)中即可构造目标方程为

U=∫
T

0
(s0μn(t)-s0lv

2
(t)-

1
2
ρs

2
0σ

2
n
2
(t))dt

(9)

由上文构建的模型 ,投资者的投资目标是给

定初始时刻的信息集 Ψ0 , 寻求最优交易策略

v
＊
(t), t∈ [ 0, T] ,使得目标方程式(9)定义的投

资效用 U最大化.

2.2　利用最大值原理求解最优交易策略

在现 代最 优 控 制 领域 , 庞 特 里 亚金

(Понтрягин)提出的极大值原理成为求解最优

控制问题的有效工具.为应用该原理 ,由式(9)可

定义汉密尔顿(Hamilton)方程

H(t, n, v, λ)=s0μn(t)-s0lv
2
(t)-

　　
1

2
ρs

2
0σ

2
n
2
(t)+φ(t)(-v(t)) (10)

其中 , φ(t)为共积变量 (辅助变量 ).对于式

(10)给出的汉密尔顿方程 ,最大值原理的条件

是 ,对于任意的 t∈ [ 0, T] ,最优交易策略必须

满足

 H
 v
=-2s0lv(t)- (t)=0

n′(t)=
 H
  
=-v(t)

 ′(t)=-
 H
 n
=ρs

2
0σ

2
n(t)-s0μ

以及边界条件 n(0)=n0 , n(T)=0.基于以上条

件 ,首先解得最优持仓量 n
＊
(t)为

n
＊
(t)=c1e

λt
+c2e

λt
+c3 (11)

其中 ,

λ=
ρσ0σ

2

2l
>0

c1 =-
n0 +(e

λT
-1)c3

e
2 λT
-1

c2 =-
n0 +(e

- λT
-1)c3

e
-2 λT

-1

c3 =
μ
ρs0σ

2

(12)

由式(11)可得投资者的最优交易策略(速度)为

v
＊
(t)=-n

＊′
(t)=-λ(c1e

λt
-c2e

-λt
) (13)

为方便下文的讨论 ,不妨给出 v
＊
(t)的一阶导数

(加速度),由式(13)得到

v
＊′
(t)=-λ(c1e

λt
+c2e

λt
) (14)

此外 ,不妨将式(11)和式(13)代入目标方程式

(9),通过积分得到最优效用 U
＊
为

U
＊
=-
ρs0σ

2
(n

2
0 +2(e

λT
-1)c3n0)

2 λ(e
2 λT
-1)

+

　　　
ρs0σ

2
(n

2
0 +2(e

λT
-1)c3n0)

2 λ(e
-2 λT

-1)
+

　　　∫
T

0
A(t)dt (15)

其中 , A(t)为不含有 n0 的被积函数.不妨将式
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(15)看作关于初始持仓 n0 的间接目标函数

U
＊
(n0), 并且令

dU
＊
(n0)
dn0

=0, 可求解得到极

值点

n
＊
0 =

(e
λT
-1)

2

1 +e
2 λT c3

且由于二阶导数
d
2
U
＊
(n0)

dn
2
0

=ρs0σ
2
(

1

e
λT
-1
-

1

e
2 λT
-1
)<0 ,故当 n0 =n

＊
0 时 , U

＊
(n0)取得间

接目标函数的极大值 ,即一系列最大化投资效用

的 “包络”值.由此可见 , n
＊
0 是所有初始持仓中具

有最高效用的持仓水平 , 故可称之为最优初始持

仓.且当 l※ 0时 ,成立

lim
l※0
n
＊
0 =liml※0

(e
λT
-1)

2

1 +e
2 λT c3 =c3 (16)

由式(16)即知 , c3为流动性无限好(l※ 0)的条

件下的最优初始持仓 ,故称 c3为 “理想的最优初

始持仓”.

3　任意初始持仓 、不同预期行情下

的最优交易策略

投资者的初始持仓并不一定为最优初始持

仓 ,例如证券行情的改变可能导致原先制定的交

易策略需要变更 ,此时 ,因原交易策略未执行完而

有剩余持仓 ,则该剩余持仓就成为制定新交易策

略的初始持仓 ,显然其数量和方向(多头或空头)

可能是任意的 ,故不一定就是最优水平.此外 ,先

前空仓的投资者也不拥有最优初始持仓.由此可

见 ,有必要讨论任意初始持仓 、不同预期行情下的

最优交易策略.

3.1　证券行情看涨时的最优交易策略

若投资者预期证券未来的价格具有上升趋势

(行情看涨),即 μ>0,则由式(12)知 c3 >0,下

文通过命题 1 ～ 2来分析该情形下 ,任意初始持仓

的最优交易策略.

命题 1　若初始持仓 n0 ≥n
＊
0 ,则对于任意的

t∈ (0, T] 都有 v
＊
(t)>0,并且成立.

性质 1 -a　若 n0 >c3 ,则存在 t
＊
∈ (0, T)

使得 v
＊
(t
＊
)为最小交易速度;

性质 1-b　若 n
＊
0 ≤n0 ≤c3 ,则对于任意的

t∈ (0, T)都有 v
＊′
(t)>0.

证明 　当 n0≥n
＊
0 时 ,由于 c3 >0 ,则 c1 <0,

且有

c1 -c2 =
(e

λT
-1)

2
c3 -(e

2 λT
+1)n0

e
2 λT
-1

≤ 0

从而 v
＊
(t)=- λ(c1e

λt
-c2e

- λt
)=- λe

2 λt
-

c2)>- λe
-λt
(c1 -c2)≥ 0.

下面证明性质 1-a.令 v
＊′
(t)=0,由式(14)

可知 ,当 t
＊
满足 e

2 λt＊
=-
c2
c1
时 , v

＊
(t
＊
)为交易

速度的极值.为了保证 t
＊
∈ (0, T),则需证明

1 <-
c2
c1
<e

2 λT
(17)

由式(12)可知

-
c2
c1
=
e
2 λT
(n0 +(e

-λT
-1)c3)

n0 +(e
λT
-1)c3

<e
2 λT

(18)

且当 n0 >c3时有

0 >
(1 -e

2 λT
)n0 +(e

2 λT
-1)c3

n0 +(e
λT
-1)c3

=

1 -
e
2 λT
(n0 +(e

-λT
-1)c3)

n0 +(e
λT
-1)c3

=1 +
c2
c1

(19)

由式(18)和式(19)便知式 (17)成立 , 这说明

v
＊
(t
＊
)为极值速度点 ,且由于

v
＊″
(t)=-λ λ(c1e

λt
-c2e

- λt
)

=-λ λc1(e
λt
(1 -

c2
c1
e
2 λt
))>0

所以 , v
＊
(t
＊
)为 n0 >c3时的最小交易速度.

下面证明性质 1 -b.若 n0 ≤c3 ,由式(18)推

知
c2
c1
≥-1,故成立

v
＊′
(t)=-λc1e

λt
(1 +

c2
c1
e
-2 λt
)≥

　　　 -λc1e
λt
(1 -e

-2 λt
)>0 证毕.

由命题 1可知 ,若投资者预期证券行情上涨 ,

其初始持仓为多头且不小于最优初始持仓 , 则应

采取卖出策略(v
＊
(t)>0).性质 1 -a表明 ,若投

资者初始持仓过量(n0 >c3),则应先通过卖出证

券将持仓尽快调整到最优 ,然后再将此剩余的最
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优持仓尽可能地安排在期末阶段交易 ,故交易速

度具有 “先递减 ,后递增 ”的特征 ,不妨称之为 “U

型 ”卖出策略⑨ ,如图 1-1所示.“U型”策略意味

着 ,过多的证券在预期收益率最高的期末阶段交

易并非最优 ,此虽违反直觉但却是合理的 ,因为过

多的证券集中在期末卖出会引起过大的流动性冲

击而侵蚀利润.性质(1 -b)表明 ,若初始持仓适

量(n
＊
0 ≤n0 ≤c3),投资者应尽可能地选择期末

卖出证券 ,从而有 v
＊′
(t)>0,不妨称之为 “递增

型”卖出策略 ,如图 1 -2所示.

命题 2　若初始持仓 n0 <n
＊
0 ,则有 v

＊
(0)<

0, v
＊′
(t)>0,并且成立.

性质 2 -a　 若 n
＊
0 > n0 >

1
2
e
λT
(1 -

e
λT
)

2
c3 ,则有 v

＊
(T)>0;

性质 2 -b　若 n0≤-
1
2
e
λT
(1-e

- λT
)

2
c3 ,

则有 v
＊
(T)≤ 0.

证明 　由式(13)可知 v
＊
(0)=- λ(c1 -

c2),且由 n0 <n
＊
0 可得

c1-c2 =-
n0+(e

λT
-1)c3

e
2 λT
-1)

+
n0 +(e

-λT
-1)c3

e
-2 λT

-1

=
(e

λT
-1)

2
c3-(e

2 λT
+1)n0

e
2 λT
-1

>0 (20)

故有 v
＊
(0)=-0 λ(c1 -c2)<0,类似于性质(1

-b)的证明 ,易知 v
＊′
(t)>0.

下面证明性质(2 -a)和(2 -b).若 n0 >-

1
2
e
λT
(1 -e

λT
)
2
c3 ,则 c1 <0,从而有

v
＊
(T)=- λc1e

λT
(1 -

c2
c1
e
-2 λT
)

=- λc1e
λT 2n0+e

2 λT
(1-e

-λT
)
2
c3

n0 +(e
λT
-1)c3

>0

同理可证 , 若 n0 ≤-
1
2
e
λT
(1 -e

-λT
)

2
c3 , 则

v
＊
(T)≤ 0. 证毕.

命题 2讨论的是初始持仓不足或逆市持仓的

情形 ,由于行情看涨 ,此时投资者应尽快买入证券

以形成最优持仓 ,故 v
＊
(0)<0,而加速度 v

＊′
(t)>0

意味着交易策略为 “递增型 ”.性质(2 -a)表明 ,

若投资者初始持仓为较少的多头或空头 ,应通过

买入证券平掉空头并建立多头 ,然后在期末阶段

卖出 ,从而有 v
＊
(T)>0,形成了先 “递增型 ”买

入 ,而后 “递增型”卖出的策略 ,如图 1 -3所示.

性质(2 -b)表明 , 若投资者逆市持有过量的空

头 ,由于行情看涨 ,则整个投资期都需要买入证券

以平掉空头 ,故 v
＊
(T)≤ 0,由此形成 “递增型 ”

买入策略 ,如图 1 -4所示.

图 1　证券行情看涨时的最优交易策略示意图

Fig.1　Theoptimaltradingstrategytrajectoriesinabullishmarket

3.2　证券行情看跌时的最优交易策略

若投资者预期证券未来的价格具有下跌趋势

(行情看跌),即 μ<0,由式(12)可知 c3 <0.类

似于 3.1节的分析思路 ,下面通过命题 3 ～ 4来讨

论最优交易策略.

命题 3　若初始持仓 n0 ≤n
8
0 ,则对于任意的

t∈ (0, T] 都有 v
＊
(t)<0,并且成立

性质 3 -a　若 n0 <c3 ,则存在 t
＊
∈ (0 , T)

使得 v
＊
(t
＊
)为最大交易速度;

性质 3-b　若 n
＊
0 ≥n0 ≥c3 ,则对于任意的
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证明过程 ,有兴趣的读者可以向作者索取.



t∈ (0, T)都有 v＊′(t)<0.

证明 　由于 μ<0,则 c3 <0,且当 n0 ≤n
＊
0

时有 c1 >0,并且成立

c1 -c2 =
(e

λT
-1)

2
c3 -(e

2 λT
+1)n0)

e
2λT
-1

≥ 0

(21)

由式 (21)知 v
＊
(t)=- λ(c1e

λt
-c2e

-λt
)=

- λe
-λt
(c1e

2 λt
-c2)<- λe

- λt
(c1 -c2)≤ 0

下面证明性质(3-a).不妨令 v
＊′
(t)=0,由

式(14)知当 t
＊
满足 e

-2 λt＊
=-
c1
c2
时 , v

＊
(t
＊
)为交

易速度的极值.为了保证 t
＊
∈ (0, T),则需证明

e
-2 λT

<-
c1
c2
<1 (22)

由 n0 <c3 <0知 -
c1
c2
=
n0+(e

λT
-1)c3

n0+(e
-λT
-1)c3

e
-2 λT

=

(1 +
c3e

λT

n0 -c3 +c3e
-λT)e

-2 λT
>e

-2 λT
, 另由于

n0+(e
λT
-1)c3

n0+(e
-λT
-1)c3

e
-2 λT

<
n0+(e

λT
-1)c3

n0+(e
λT
-1)c3

e
-2 λT

=

e
-2 λT

<1,故式(22)成立.此外 ,由于 c1 >0,从而

v
＊″
(t) =-λ λ(c1e

λt
-c2e

- λt
) =-λ

λe
-λt
(c1e

2 λt
-c2)<-λ λe

- λt
(c1 -c2)

并由式(22)知 v
＊″
(t)<0,故 v

＊
(t
＊
)为 n0 <c3

时的最大交易速度.

下面证明性质(3 -b).若 n0 ≥c3 ,由于 n0 <

0,则 c3 <0 ,由式(18)可知
c2
c1
≥-1,且由于 c1 >

0, 从而 v
＊′
(t) =-λc1e

-λt
(1 +

c2
c1
e
-2 λt
)≤

-λc1e
λt
(1 -e

-2 λt
)<0 证毕.

对命题 3有以下说明 ,由于 μ<0,则 n
＊
0 <0,

即当证券行情看跌时 ,投资者的最优初始持仓应

为空头.所以 , n0 ≤n
＊
0 表示初始的空头持仓在数

量上不低于最优初始持仓(空头时数值越小表示

持仓量越大),故应通过买入证券平掉初始持仓 ,

才能下跌行情中获利 , 从而有 v
＊
(t)<0.性质

3 -a的意义是 ,若投资者初始的空头持仓过量 ,

则应先将头寸尽快调整到最优水平 ,而后尽可能

地在预期买入成本较低的期末阶段平掉空头 ,故

交易速度具有 “先递增 ,后递减”的特征 ,不妨称

之为 “∩ 型 ”买入策略 ,如图 2 -1所示.性质 3-

b表明 ,若投资者初始持仓为空头且适量 ,则应尽

可能地选择期末阶段买入证券平掉空头 , 故

v
＊′
(t)<0,由此形成 “递减型”买入策略 ,如图 2

-2所示.

命题 4　若初始持仓 n0 >n
＊
0 ,则有 v

＊
(0)>

0, v
＊′
(t)<0,并且成立

性质 4 -a　 若 n
＊
0 < n0 <

1

2
e
λT
(1

-e
-λT
)
2
c3 ,则有 v

＊
(T)<0;

性质 4-b　若 n0 ≥-
1
2
e
λT
(1 -e

- λT
)

2
c3 ,

则有 v
＊
(T)≥ 0.

证明 　当 n0 >n
＊
0 时 ,有 c2 >0.令 t=0,由

式(13)可得 v
＊
(0)=- λ(c1 -c2),类似于式

(20)的分析可知

c1-c2 =
(e

λT
-1)

2
c3-(e

2 λT
+1)n0

e
2 λT
-1

<0 (23)

故 v
＊
(0)>0.由于 c2 >0,且由式(18)知

c1
c2
>

-e
-2 λT
,故有

v
＊′
(t)=-λ(c1e

λt
+c2e

-λt
)

=-λc2e
- λt
(1 +

c1
c2
e
2 λt
)<

　 -λc2e
-λt
(1 -e

2 λ(t-T)
)<0

下面证明性质(4 -a)和(4 -b).当 t=T时 ,由

式(13)可知

v
＊
(T)=- λ(c1e

λT
-c2e

-λT
)

=c2 λe
-λT
(1 -

c1
c2
e
2 λT
) (24)

这里 1-
c1
c2
e
2 λT
=
2(n0 +

e
λT
(1 -e

- λT
)

2

2
c3)

n0 +(e
- λT
-1)c3

,由

于 c2 >0 , 故由式 (24)容易推断 , 当 n0 <

-
1
2
e
λT
(1 -e

- λT
)

2
c3时 , v

＊
(T)<0;反之 , 当

n0≥-
1

2
e
λT
(1-e

-λT
)
2
c3时 ,则有 v

＊
(T)≥0.证毕.

命题 4的意义 ,若投资者预期证券行情下跌 ,

但其空头持仓不足或多头持仓 ,则应先通过卖出

证券来形成最优空头持仓 ,故有 v
＊
(0)>0,加速
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度 v
＊′
(t)<0表示交易策略为递减型.性质 4 -a

表明 ,若投资者初始持仓为少量的多头或空头 ,应

先尽快卖出证券平掉多头并建立空头 ,然后尽可

能地在期末买入证券(v
＊
(T)<0)平仓 ,由此构

成该情形下先 “递减型 ”卖出 ,后 “递减型 ”买入

的交易策略 ,如图 2 -3所示.性质 4 -b表明 ,若

投资者逆市持有过量的多头仓位 ,则整个投资

期都需要卖出证券以平掉多头仓位 , 故有

v
＊
(T)≥ 0 ,由此形成 “递减型 ”卖出策略 ,如图

2 -4所示.

图 2　证券行情看跌时的最优交易策略轨迹

Fig.2　Theoptimaltradingstrategytrajectoriesinabearishmarket

3.3　证券行情看平情形的最优交易策略

若投资者预期证券未来的价格保持不变(行

情看平),即 μ=0,则有 c3 =0,从而 n
＊
0 =0,因

此 , n0 >m
＊
0 和 n0 ≤ n

＊
0 分别等价于 n0 >0和

n0 ≤0,由此构成了命题 5.

命题 5　若 μ=0,当 n0 >0时 ,有 v
＊
(t)>0,

v
＊′
(t)<0;当 n0 ≤0时 ,有 v

＊
(t)≤0, v

＊′
(t)≤ 0.

证明 　当 n0 >0时 , c1 =-
n0

e
2 λT
-1
<0,

c2 =-
n0

e
-2 λT

-1
>0,从而 ,

v
＊
(t)=- λ(c1e

λt
-c2e

-λt
)>0,且由式

(14)可得

v
＊′
(t)=λn0(

e
λt

e
2 λT
-1
+

e
- λt

e
-2 λT

-1
)

=
λn0e

λt

e
2 λT
-1
(1 -e

2 λ(T-t)
)<0

同理可证 ,当 n0 ≤ 0时 , v
＊
(t)≤0, v

＊′
(t)≥0

证毕.

由命题 5可知 , 若投资者预期证券未来的价

格保持不变 ,则空仓为最优持仓.明显地 ,若投资

者的初始持仓为多头 ,则应尽快卖出证券 ,故应采

取 “递减型 ”卖出策略 ,其示意图可参考图 2 -4.

相反地 ,若初始持仓为空头 ,则应尽快买入证券平

仓 ,形成 “递增型 ”买入策略 ,其示意图可参考图

1 -4,不再赘述.

4　流动性对最优交易策略的影响

流动性是投资者制定交易策略的关键变量 ,

故有必要分析流动性对最优交易策略的影响.由

于最优交易策略 v
＊
(t)的表达式过于复杂 ,难以

用偏导数方法分析流动性参数 l对交易策略

v
＊
(t)的影响 ,故下文以极限方法进行讨论 ,并以

数值模拟辅助验证.

4.1　流动性对最优交易策略影响的极限分析

命题 6　当 l※ 0时 ,若 μ<0,则有 v
＊
(0)

※+∞;若 μ>0,则当 n0 >c3时有 v
＊
(0)※+∞,

n0 <c则有 v
＊
(0)※-∞.

证明 　lim
l※0
v
＊
(0)= lim

λ※+∞
v
＊
(0)

　　 = lim
λ※+∞

- λ(c1 -c2)

　　 = lim
λ※+∞

λn0 + λ(e
λT
-1)c3

e
2 λT
-1

+

　　 lim
λ※+∞

λ[
e
2 λT
(n0+(e

-λT
-1)c3)

e
2 λT
-1

]

　　 = lim
λ※+∞

(n0 -c3) λ
e
2 λT

e
2 λT
-1

　　 = lim
λ※+∞

(n0 -c3) λ

所以 ,当 μ<0时 ,有 c3 <0,从而 v
＊
(0)※+∞.反

之 ,当 μ>0时 ,有 c3 >0,仅当 n0 >c3时有 v
＊
(0)

※+∞,当 n0 <c3时 ,则有 v
＊
(0)※-∞. 证毕.

命题 7　当 l※ 0时 ,若 μ>0,则 v
＊
(T)※
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+∞,若 μ<0,则 v
＊
(T)※-∞.

证明 　当 l※ 0时 , λ=
ρs0σ

2

2l
※+∞,显然有

λ※+∞,由式(12)和式(13)得到

lim
l※0

v
＊
(T) = lim

λ※+∞
v
＊
(T) = lim

λ※+∞
λ

n0 +(e
λT
-1)c3

e
2 λT
-1

e
λT
(1 +

n0 +(e
-λT
-1)c3

n0 +(e
λT
-1)c3

)

因为 lim
λ※+∞

n0 +(e
-λT
-1)c3

n0 +(e
λT
-1)c3

=0,所以

lim
l※0
v
＊
(T)= lim

λ※+∞
λ
n0 +(e

λT
-1)c3

e
2 λT
-1)

e
λT

= lim
λ※+∞
[(n0 -c3)

λe
λT

e
2 λT
-1
+

　c3
λe

2 λT

e
2 λT
-1
] = lim

λ※+∞
c3 λ

由于 μ与 c3同号 ,则当 μ>0时 ,有 v
＊
(T)※+∞,

当 μ<0时 ,有 v
＊
(T)※-∞. 证毕.

命题 8　当 l※+∞时 , v
＊
(t)※

n0
T
.

lim
l※+∞
v
＊
(t)=lim

λ※ 0
v
＊
(t)= lim

λ※0
(
n0 λ

e
2 λT
-1
-

n0 λ

e
-2 λT

-1
)= n

2T
+n
2T
=
n0
T
.

命题 6和命题 7表明 ,若流动性无限好 ,则证

券交易要么在期初 ,要么在期末 ,且交易速度趋于

无穷 ,这也正呼应了理想化市场 、无摩擦条件下瞬

间交易的性质.命题 8表明 ,如果证券的流动性很

差 ,则最优交易策略为匀速交易.

4.2　流动性对最优交易策略影响的数值分析

为了进一步讨论流动性参数对最优交易策略

的影响 ,下文将由表 1设置的参数值 ,进行最优交

易策略的数值模拟.不妨将初始持仓设置为空仓 ,

由此可观察投资者从建仓 、持有再到平仓的整个

交易过程中流动性对交易策略的影响.

表 1　最优交易策略数值模拟的参数设置

Table1Parameterssettingforthenumericalsimulationofoptimaltradingstrategy

期初价格 50元 目标投资期限 0.04年(10个交易日)

初始持仓 0 (年化)波动率 0.5

风险规避系数 10-6 (年化)收益率 0.15或 -0.15

流动性参数 104(流动性极差)、4 ×10-10(流动性正常)、4×10-12(流动性较好)

模拟步长 0.000 01年

图 3　证券行情看涨(μ=0.15),流动性对最优交易策略的影响

Fig.3　Theeffectofliguidityontheoptimaltradingstmtegyinabullishmarket(μ=0.15)

图 4　证券行情看跌(μ=-0.15),流动性对最优交易策略的影响

Fig.4　Theeffectofliguidityontheoptimaltradingstmtegyinabearishmarket(μ= 0.15)
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　　由图 3-1和图 4-1可知 ,如果证券的流动性

很差 ,则匀速交易为最优交易策略(命题 8).由于

数值模拟是在空仓的条件下进行的 ,故图 3 -2和

图 4 -2类似于图 1 -3和图 2 -3,由此就验证了

性质 2 -a和性质 4 -a.由图 3 -3可知 ,若证券行

情看涨 ,则当证券流动性无限好时 ,有 v
＊
(0)※-

∞, v
＊
(T)※+∞,另由图 4 -3可知 ,若证券行情

看跌 ,则当证券的流动性无限好时 , 有 v(0)※+

∞, v
＊
(T)※-∞,由此命题 6和命题 7得到验证.

此外 ,上文提及的所有命题都可以由数值模拟得

到验证 ,限于篇幅不再赘述 10

流动性对交易策略执行过程的影响.若证券

流动性充分好 ,在行情看涨时 ,投资者可在期初阶

段快速买入证券建仓 ,并在期末阶段迅速卖出证

券平仓 ,如图 3 -3所示;在行情看跌时 ,允许投资

者迅速卖空证券 ,并在期末快速买入证券平仓 ,如

图 4 -3所示.这说明 ,随着流动性的提高 ,建仓操

作越集中于期初 ,而平仓操作则集中于期末 ,导致

持仓不交易的阶段在整个投资期内相对增加.相

反地 ,若证券缺乏流动性 ,则投资者建仓和平仓的

速度下降 ,证券买卖过程相应延长 ,平均持仓时间

缩短.从持仓量来看 ,由式(11)和式(16)可知 ,流

动性改善还使投资者有机会逼近理想的最优初始

持仓 3c,这将提高建仓 、持有和平仓的证券数量 ,

从而使交易策略在一个更高的持仓水平上得到执

行 ,更有利于投资者把握投资机会.

5　结束语

在流动性非完美的条件下 ,本文以均值 -方

差效用函数构建最优交易策略模型并得到解析

解 ,证明了不同行情 、任意初始持仓条件下最优交

易策略的性质.本文的研究表明

(1)在证券行情看涨时 ,若初始持仓为多头

且超过理想的最优初始持仓 , 投资者应采取

“U型”卖出策略 ,其他情形可归结为 “递增型 ”

买入 、卖出或混合策略.具体地 ,若初始持仓多头

且适量 ,则应采取 “递增型 ”卖出策略;若初始持

仓为较少的多头或空头 , 则最优交易策略为先

“递增型 ”买入 ,而后 “递增型 ”卖出;若投资者

逆市持有过量的空头 , 则应采取 “递增型 ”买入

策略.

(2)在证券行情看跌时 , 最优交易策略则与

看涨情形具有完全相反的结果.若初始持仓为空

头且超过理想的最优初始持仓 ,投资者应采取 “∩

型 ”买入策略 ,其他情形可总结为 “递减型”买入 、

卖出或混合策略.具体地 , 若初始持仓空头且适

量 ,则应采取 “递减型 ”买入策略;若初始持仓为

较少的空头或多头 ,则最优交易策略为 “递减型 ”

卖出 ,而后 “递减型”买入;若投资者逆市持有过

量的多头 ,则应采取 “递减型”卖出策略.

(3)在证券行情看平时 , 空仓为最优初始持

仓 ,所以 ,若初始持仓为多头 ,则应采取 “递减型 ”

卖出策略 ,若初始持仓为空头 ,则为 “递增型 ”买

入策略.

(4)流动性对交易策略的影响.随着证券的

流动性提高 ,投资者的交易速度递增 ,所以建仓和

平仓的时间缩短 ,持仓时间增加 ,并使交易策略在

更高的持仓水平上得到执行 ,从而有利于投资者

把握投资机会.
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Studyonliquidity-adjustedoptimaltradingstrategymodel

LINHui, ZHANGDi-xin, YANGHao, DINGYi
SchoolofBusiness, NanjingUniversity, Nanjing210093 , China

Abstract:ByrelaxingthehypothesisofIdealizedMarket, thispaperpresentsthemodelofLiquidity-adjusted

optimaltradingstrategy, andprovesthecharacteristicaboutoptimaltradingstrategiesundertheconditionofdif-

ferentmarketandoptionalinitialholding.Theresearchindicatesthatwhenthemarketisbullish, traderswould

takeU-shapedsellingstrategywhileinitialholdingisexcessive.Incrementalbuyingstrategymaybeadoptedfor

appropriateoptimalinitialholding.Ifinitialholdingamountislessateitherlongorshortposition, optimal

tradingstrategyisthatfirstincrementalbuying, andthenincrementalselling.Whentradersholdexcessivea-

mountatshortpositionagainstbullishmarket, theywouldtakeincrementalbuyingstrategy.However, theoptimal

strategiesinbearishmarketaddressreverseoutcomesthatinbullishmarket.Ifmarketisneutral, theoptimal

strategyisdegressivesellingorincrementalbuyingstrategy.Lastly, thispaperanalyseshowliquidityaffectsopti-

maltradingstrategy.

Keywords:liquidity;efficientmarket;optimaltradingstrategy
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