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摘要:本文研究基于最小化破产概率准则的最优投资问题.不同于 Merton问题中消费是内生

决策变量 ,本文假设投资者单位时间内必须消费不少于一个固定数量的财富 ,因而投资者有可

能最终破产.在三类不同存贷约束条件下 ,通过求解模型相对应的 Hamilton-Jacobi-Bellmen

(HJB)方程 ,都获得了最优投资策略及最优值函数(破产概率)的闭式解.结果表明 ,最优投资

策略为财富的分段线性函数 ,而存贷约束特别是不允许贷款约束增加了投资者的破产风险.
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0　引　言

投资 、出口 、消费是拉动经济增长的 “三驾马

车”.但是 ,要实现经济平稳较快增长 ,不同时期

“三驾马车 ”如何协调发展是至关重要的.而在经

济生活中 ,经济个体同样要面临如何投资消费决

策问题 ,即现有财富多少用于消费 ,消费后剩余财

富又该如何在金融市场中投资.站在微观经济学

角度 ,最优消费 -投资组合选择问题早已引起人

们的广泛兴趣 ,时至今日仍然是研究的热点.连续

时间最优消费 -投资问题的经典分析方法是随机

动态规划 ,这方面的开创性工作属于 Merton
[ 1 -2]

.

Merton在完全市场中 ,假设票价格过程服从几何

布朗运动 ,无红利支付 ,无非资本利得 ,投资者效

用函数为双曲绝对风险厌恶函数(HARA)等条件

下 ,运用随机动态规划方法解决了两类连续时间

最优消费 -投资组合选择问题.之后 ,许多学者从

不同的视角对 Merton问题进行拓展 ,如考虑交易

费用
[ 3]
、随机收入

[ 4]
、借贷约束

[ 5-7]
、部分信

息
[ 8]
、存贷利差

[ 9-10]
等条件 ,取得了丰硕的研究

成果.经典的最优投资消费策略研究准则可以分

为三大类 ,即最大化终止时刻期望财富效用 ,最大

化生命期消费效用以及这最大化这两种效用的叠

加 ,而考虑最小化破产概率准则或最大化生存概

率准则下的最优投资策略问题则从另一个视角极

大的丰富了经典投资消费问题的研究.一般情形

下最小化破产概率准则或最大化生存概率准则与

最大化终止时刻期望财富效用准则下的最优投资

策略并非完全一致 ,只有在少数特殊情形下才是

无区别的 ,而且破产概率准则是一种内在客观的

标准 ,独立于任何特殊个体的效用函数偏好 ,是对

效用最大化准则的完善.Browne
[ 11 -12]

在这方面取

得了突破性的进展 ,他所利用的数学工具是随机

分析以及随机控制理论.

文献 [ 11]研究了具有随机风险公司的最大

化生存概率以及最大化终止时刻期望指数效用问

题 ,文献 [ 13]也研究了基于存贷利差情形具有随

机风险过程企业最优投资问题.文献 [ 6]研究了

借贷约束下具有随机风险公司最大化生存概率的

投资策略.上述三模型的结论只适合于非完备市
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场中具有随机风险公司的投资问题.文献 [ 12]研

究了具有固定债务的公司最大化生存策略.文献

[ 9]研究了基于存贷利差情形的公司最优生存策

略 ,文献 [ 10]研究了不同存贷利率下极大化终止

时刻期望效用最优投资策略.文献 [ 9] 、 [ 10] 、

[ 12]中的模型结论既适用于企业投资者也适用

于个体投资者.文献 [ 14]及 [ 15]考虑个体投资者

具有有限生命期的特点 ,基于最小化破产概率准

则 ,研究了投资者死亡前的投资问题.文献 [ 14]

研究了无约束情形下的最小化破产概率最优投资

问题 ,文献 [ 15]则进一步研究了具有借贷约束情

形下的最小化破产概率最优投资问题 ,显然上述

两文献的模型并不适合企业投资者 ,对于企业投

资者死亡与破产可以归结为同一个概念.

本文研究最小化破产概率准则下的投资策略

问题.不同于文献 [ 14]及 [ 15] ,本文模型并没有

个体投资者死亡的约束 ,模型的结论不仅可以适

用于企业投资者 ,同时也适用于个体投资者.假设

投资者收益仅来自投资收益而无非资本利得 ,而

破产风险仅来源外生线性消费 ,即投资者除单位

时间内需支付一个固定数量资金外 ,还要支付与

当前财富成固定比例的资金 ,用以偿付债务 、消费

或支付红利(如保险公司某些投资连结产品承诺

的最低分红以及与投资绩效相挂钩的比例收益分

配).常数消费率意味着无论投资者拥有多少财

富 ,单位时间内必须消费固定数额资金 ,显然若消

费率是财富的线性函数 ,对个体投资者来说更为

贴切 ,即体现了投资者的基本消费需求 ,又体现了

投资者随着财富增多而消费增多的一般行为倾

向.若假设与财富成比例消费率则忽略了投资者

最低消费需求实际 ,而且此时无最低消费约束 ,投

资者将永不发生破产.因此无论投资者当前财富

是多少 ,单位时间内都有一个最低支付 ,从而存在

一个正概率使投资者财富减少为零 ,即面临破产.

然而文献 [ 14]及 [ 15]考虑的是固定消费额或者

成比例消费率.在具有收入流条件下文献 [ 14]也

提到如何将成比例消费率化为线性消费 ,但未做

详细论述 ,不过若没有收入流 ,成比例消费模式下

破产问题是永不发生的.而文献 [ 15]成比例消费

模式下的破产定义为财富减少到一个预定(必须

大于零)水平 ,与本文研究的破产概念显然不同.

为避免破产 ,投资者可以到金融市场中投资

以获得至少满足消费需求的收益.风险资产与无

风险资产的最优投资比例自然成为研究的主题 ,

联系到现行经济体制实际 ,这又涉及到是否允许

卖空风险资产 ,是否允许贷款投资于风险资产以

及存款利率和贷款利率不同的现实.本文基于最

小化破产概率准则 ,研究了三类情形下的最优投

资策略问题 , 1)允许贷款投资风险资产 ,且存贷

利率相同 , 2)不允许贷款投资风险资产 , 3)允许

贷款投资风险资产 ,但是贷款利率高于存款利率.

一般解决连续时间跨期最优消费 -投资决策

问题历来有两种方法 ,即传统的随机最优控制方

法及鞅方法
[ 16]
.鉴于在市场不完备或有市场摩擦

(如本文的借贷约束)的条件下 ,鞅方法不如随机

控制方法有效 、以及本文描述系统动态变化规律

的过程具有马氏性 ,本文与上述文献一样 ,运用经

典的随机最优控制方法研究最优投资问题.但是 ,

不同于通常的最大化终止时刻期望效用准则 ,本

文的最优目标函数及最优投资策略与时间无关 ,

故可以将模型相应的 HJB方程转化为一个二阶

常微分方程 ,进而获得了最优投资策略及最优值

函数(破产概率)的闭式解.余下内容安排如下 ,

第二节阐述了下最小化破产概率的投资问题以及

相应值函数所满足的 HJB方程 ,给出了无约束条

件下的最优投资策略及最小化破产概率的闭式

解.第三节考虑了借贷约束情形而第四节考虑了

存贷利差情形 ,都得到了最优投资策略及最值函

数的闭式解.第五节对模型及结论给出理论分析 、

数值算例及经济解释.第六节是全文的结束.

1　允许贷款情形下的最优投资策略

设投资者可以投资一种风险资产(股票)和

一种无风险资产(银行存 /贷款),其中风险资产

在 t时刻的价格 p(t)服从几何布朗运动

dp(t)=μp(t)dt+σp(t)dw(t), t≥ 0

p(0)=p0
(1)

其中 μ, σ >0为常量 , {w(t)∶t≥0}为定义在概

率空间(Ψ, F, P)上 Ft适应的标准 Brown运动 ,

这里 Ft是自然域流 F
w
t =σ{w(s);0≤s≤t}关
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于 P的完备化.

无风险资产在 t时刻的价格 b(t)服从如下微

分方程

db(t)=rb(t)dt, t≥ 0

b(0)=b0
(2)

这里 0 <r<μ为常量.

设 π(t)为 t时刻投资在风险资产上的财

富② ,若一个投资策略{π(t), t≥0}是可行的 ,必

须满足 1){π(t), t≥0}是可测的 Ft适应过程 , 2)

对于任意 t<∞, E[ ∫
t

0
π

2
(t)dt] <∞几乎处处成

立.这里 ,条件 1)意味着投资者只能依据现有的

信息决策 ,投资者没有 “先知先觉 ”功能 ,不能准

确预测未来价格的变化;条件 2)的经济意义是投

资者不能 “恶意透支 ”
[ 10]
.记投资者所有可行策

略集合为 Π.

设{x(t), t≥0}表示在可行策略 π∈ Π限制

下投资者的财富过程.假定投资者具有财富依赖

型的支付率(消费),即 c(x)=c+θx.对企业而

言 ,这里 c>0可以解释为满足正常运营需求的最

低支付 , 0≤θ<r表示随财富增加而增加的支付

比例(如分红 , 奖金支出).对个体投资者而言 ,

c>0是为满足生存必需的最低消费(如每日三

餐),而且随着财富的增加消费也将随之增加.所

以 ,投资者在 t时刻的财富过程满足如下受控扩

散过程

dx(t)=π(t)dp(t)/p(t)+(x(t)-

　　　π(t))db(t)/b(t)-(c+θx(t))dt

进而可表述为

dx(t)=[ (r-θ)x(t)+π(t)(μ-r)-c] dt+

　　　　π(t)σdw(t);

x(0)=0　　　　　　 (3)

易知 ,当投资者的初始财富 x(0)=x≥c/(r

-θ)时 ,投资者可以从 Π中选择这样的策略 ,把

所有财富购买无风险资产 , 即 π(t)=0, 此时

dx(t)=((r-θ)x(t)-c)dt,显然

x(t)=(x-c/(r-θ))e
(r-θ)t

+

　　　c/(r-θ)≥c/(r-θ)>0

即财富在任何时刻都不可能为零 ,可确保永不破

产 ,故只讨论初始财富 0 <x<c/(r-θ)时最小

化破产概率的最优投资策略.

定义投资者的破产时刻为 , T=inf{t>0 ∶

x(t)=0},即剩余财富第一次为零时破产即发

生.于是投资者最小化破产概率的最优投资策略

为如下随机控制问题

inf
π∈ Π
Px(τ<∞)

其中 0 <x<c/(r-θ)为投资者初始财富 ,

投资者 t时刻的财富 x(t)满足式(3).

记 值函数

V(x)=inf
π∈ Π
Px(τ<∞) (4)

r=
1
2
(
μ-r
σ
)
2

则有如下结论

定理 1　在任意时刻 t(0≤t≤T),投资者基

于最小化破产概率的最优投资策略为

π
＊
(x)=

2(r-θ)
μ-r

(
c
r-θ

-x) (5)

最优目标值函数为

V(x)=(1 -r-θ
c
x)

r
r-θ
+1

(6)

证明 　取 g=0, h(0)=1, h( c
r-θ

)=0于

是有

V(x)=inf
π∈ Π
Mx{∫

τ

0
g[ x(t)] dt+h[ x(τ)] }

既然值函数 V(x)独立于时间参数 ,于是利用文献

[ 17] 定理 1.4.5的结果 ,可得最优策略满足如下

Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)方程

inf
π∈ Π
{[ rx+(μ-r)π -(c+θx)] Vx+

　　 1
2
σ

2
π

2
Vxx}=0 (7)

先设式(7)有解 ,使得 Vx <0, Vxx >0恒成立.由

一阶条件 ,易求最优投资策略满足

π
＊
=-
(μ-r)Vx
σ

2
Vxx

(8)

将式(8)带入式(7)并整理得
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② 在经典投资 -消费问题中 [ 1 , 5 , 18] , x(t)严格说是剔除 t时刻消费(支出)以后投资者拥有的净财富 ,故t时刻投资在无风险资产上的财

富为 x(t)-π(t);若x(t)是t时刻消费前的财富 ,则无风险资产的投资额度是x(t)-(c+θx(t))-π(t).为方便 ,同经典投资 -消费

问题 ,本文假定x(t)是在剔除消费后的净财富.



[ (r-θ)x-c] Vx-r
V
2
x

Vxx
=0 (9)

这是一个普通的二阶非线性常微分方程 , 不难

解得

V(x)=c1 -c2(c-(r-θ)x)
r
r-θ
+1

(10)

这里 c1 , c2是待定常数.从值函数定义可知边界条

件 V(0)=1, V(c/(r-θ))=0,于是可得

c1 =0, c2 =-c
r
r-θ
-1

(11)

将式 (11)代入 式 (10)得 V(x) = (1 -

(r-θ)x
c

)
r
r-θ
+1
即为最优值函数式 (6).将式(6)

代入式(8)即可得最优投资策略式(5).由式(6)

易知值函数 V(x)满足 Vx <0, Vxx >0,即前述的

假设条件成立.

最后 ,同文 [ 12] , 不难验证值函数二次连续

可微性 ,且有 V
2
x/Vxx及 Vx在区间(0, c/(r-θ))上

有界 , V
2
x/Vxx是局部 Lipschitz连续的 ,所以定理 1

的中的 π
＊
及 V(x)确为所求最优策略和最优目

标值函数. 证毕.

2　不允许贷款情形下的最优投资

策略

本节考虑不允许贷款情形下的最优投资问

题 ,即不允许投资者贷款投资于风险资产.事实

上 ,在金融市场上不是所有投资者都能无限制的

得到银行的借款 ,而且政府为稳定金融市场一般

都严禁投资者从银行借款投资股票市场 ,而只能

用自有资金投资股票市场.虽然 ,国内 A股市场已

经推出了融资融券业务 , 但对绝大多数普通投资

者来说 ,融资并非随心所欲 ,而是有门槛的.所以 ,

考虑不允许贷款投资股市情形下的投资问题仍然

有重要意义.此时 ,最优投资策略必须满足 0≤

π≤x.从上一节允许贷款情形下的投资策略问题

表明 , 可以分别考虑两种情形 , 1)最优投资额

π≤x,以及 2)最优投资额 π >x,即考虑 1)0 <

x<l, 以及 2)l≤ x≤ c/(r-θ), 此处 l=

2c/(μ+r-2θ).从上一节易知 ,当 l≤x<c/(r-

θ)时 ,最优投资策略是 I π
＊
=2[ c/(r-θ)-

x] (r-θ)/(μ-r),现在要确定的只是当 0 <x<

l时的最优投资策略.以下记

值函数

P(x)=inf
π∈ Π
Px(τ<∞)

G(x)=x
-2(μ-θ)
σ2 e

-2c
σ2x, Q(x)=[∫

x

0
G(t)dt+

　　
G(x)
r+r-θ

(c-(r-θ)x)]
-1

定理 2　不允许借款情形下 , 在任意时刻

t(0≤t≤T),投资者基于最小化破产概率的最优

投资策略为

π
＊
1 (x)=min{x, I}=

x　　　0<x<l

I　l≤x<
c
r-θ

(12)

最优目标值函数为

P(x)=

1-Q(l)∫
x

0
G(t)dt　　0 <x<l

Q(l)G(l)(c-(r-θ)l)
g+r-q

(
c-(r-θ)x
c-(r-θ)l

)
r
r-θ
+1

　　　　　　　　　　l≤x<
c
r-θ

(13)

证明 　同定理 1, 此时最优策略满足如下

HJB方程

inf
0≤π≤x

{[ rx+(μ-r)π -(c+θx)] Px+

　　　
1
2
σ

2
π

2
Pxx}=0 (14)

边界条件仍然是 P(0)=1 , P(c/(r-θ))=0.对

于x≥l,不受贷款约束的最优投资策略是可行

的 ,此时最优投资策略满足的 HJB方程为

[ (r-θ)x-c] Px-r
P

2
x

Pxx
=0, l≤x≤

c
r-θ

(15)

边界条件为 P(c/(r-θ))=0.

唯一的问题是当 0 <x<l时的最优投资策

略.参考文献 [ 11] ,猜想此时的最优投资策略是

简单的把所有的财富 x投入风险资产 , 所以有

π
＊
1 (x)=min{x, I}.如果猜测是正确的 ,则此时

的最优值函数满足

(x(μ-θ)-c)Px+
1

2
x
2
σ

2
Pxx =0, 0 <x<l

(16)

边界条件为 P(0)=1.而且 ,值函数还必须满足
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平滑粘性条件(smoothpastingconditions)
[ 17]
,即

值函数在临界点 l必须是二次连续可微的 ,

即

P(l-)=P(l+) (17)

Px(l-)=Px(l+) (18)

Pxx(l-)=Pxx(l+) (19)

若能找到一个值函数满足条件(15)(16)以

及边界条件和所有平滑粘性条件 ,则值函数为随

机控制问题的经典解.

由式(16)解得

P(x)=q∫
x

0
G(t)dt+p

这里

G(t)=t
-2(μ-θ)
σ2 e

-2c
σ2t

其中 p, q是待定常数.又由 P(0)=1可得 p=1.

所以有

P(x)=q∫
x

0
G(t)dt+1, 0 <x<l (20)

由式(15)解得

P(x)=a-b(c-(r-θ)x)
r
r-θ
+1

其中 a, b是待定常数.又由 P(c/(r-θ))=0可得

a=0.所以有

P(x)=-b(c-(r-θ)x)
r
r-θ
+1
,

L≤x<
c
r-θ

(21)

为确定两个常数 q和 b,要利用平滑粘性条

件.由式(17)-式(21)可得

q∫
l

0
G(t)dt+1 =-b(c-(r-q)l)

r
r-θ
+1
(22)

qG(l)=b(r+r-θ)(c-(r-θ)l)
r
r-θ

(23)

qG
1
(l)=-br(r+r-θ)(c-(r-θ)l)

r
r-θ
-1

(24)

由式(23)有

b=
qG(l)
r+r-θ

(c-(r-θ)l)
-r
r-θ (25)

把式(25)代入式(22)有

q∫
l

0
G(t)dt+1 =-

qG(l)
r+r-θ

　　(c-(r-θ)l) q=-Q(l) (26)

把式(25)(26)代入式(20)(21)即得值函数

式(13).最后要确认条件式(24)能满足.要证明

qG′(l)=-br(r+r-θ)(c-(r-θ)l)
r
r-θ
-1

即证

qG′(l)=-
qG(l)
r+r-θ

(c-(r-θ)l)
r
r-θ

　　r(r+r-θ)(c-(r-θ)l)
r
r-θ
-1
 

G′(l)=-G(l)r(c-(r-θ)l)
-1
 

G′(l)=G(l)
r

(r-θ)l-c
 

(r-θ)l-c
r

(
2c
σ

2
l
2 -

2(m-θ)
σ

2
l
)=1 (27)

将

l=
2c

μ+r-2θ
, r=

1
2
(
μ-r
σ
)

2

代入式(27),易证式(27)恒成立.至此 ,所有条件

都满足. 证毕.

3　存贷利差情形下的最优投资策略

本节假设投资者既可以贷款也可以存款 ,考

虑存贷利差下基于最小化破产概率的投资策略.

贷款利率 R高于存款利率 r,且有 m>R>r>0.

事实上 ,现实金融市场中存贷利差是普遍存在的 ,

并且风险资产的回报率要高于无风险资产的收益

率才能吸引投资者 ,否则风险资产将无人问津 ,所

以这样的假设更符合实际.同时 ,投资者还可以投

资于风险资产 ,其价格过程满足式(1).设 x(t),

p(t), x(t), z(t)分别为投资者 t时刻的财富净额 ,

风险投资额 ,贷款额(含利息)以及存款额(含利

息).此时投资者的财富 x(t)满足如下受控扩散

过程

dx(t)=[ (r-θ)x(t)+π(t)(μ-r)-

　　　ξ(t)(R-r)-c] dt+μ(t)σdw(t)

(28)

记 值函数

F(x)=inf
x∈ Π
Px(t<∞),

s=
2c

μ+R-2θ
, m=

1

2
(
μ-R
σ
)
2
, M =c

m
R-θ
+1
-

(c-s(R-θ))
m
R-θ
+1
, N=∫

l

s
G(t)dt, C=(m+R-

θ)(c-(R-θ)s)
m
R-θ, D=(r+r-θ)(c-(r-θ)l)

r
r-θ,
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K5 =-[N+
G(s)M
C

+G(l)
c-(r-θ)l
τ+r-θ

]
-1
, K4 =

G(l)
D
K5 , K2 =

G(s)
C
K5 , K6 =1 +M

G(s)
C
K5.

定理 3　存贷利差情形下 ,在任意时刻 t(0≤

t≤T),投资者基于最小化破产概率的最优投资

策略为

π
＊
2 (x)=

2(R-q)
μ-R

( c
R-θ

-x)　0 <x<s

x s≤x≤l

2(r-θ)
μ-r

(
c
r-θ

-x)　　l<x<
c
r-θ

(29)

ξ
＊
(x)=max(0, p

＊
2 (x)-x)

ζ
＊
(x)=ξ

＊
-π

＊
2 +x

最优目标值函数为

1)当 x<s时 ,

F(x)=1 +K2 [ c
m
R-θ
+1
-(c-(R-θ)x)

m
R-θ
+1
]

(30)

2)当 x>l时

F(x)=-K4(c-(r-θ)x)
r
r-θ
+1

(31)

3)当 s≤x≤l时

F(x)=K5∫
x

2c/(μ+R-2θ)
G(t)dt+K6 (32)

证明 　同样利用文献 [ 17] 定理 1.4.5的结

果 ,可得最优策略满足如下 HJB方程

inf
π, ξ∈ Π

{[ rx+(μ-r)π-ξ(R-r)-(c+θx)]

　　Fx+
1

2
σ

2
π

2
Fxx}=0 (33)

显然最优解满足

ξ
＊
=max(0, π -x) (34)

记 J(π)=[rx+(μ-r)π -max(0, π -

x)(R-r)-(c+θx)]Fx+
1

2
σ

2
π

2
Fxx=0,问题变为

inf
π∈ Π
{J(π)}=0 (35)

边界条件 F(0)=1, F(c/(r-θ))=0.

先设式(35)有解 ,使得 Fx <0, Fxx>0恒成

立 ,分情况讨论如下 ,若 π >x,则

inf
π∈ Π
{[ Rx+(μ-R)π -(c+θx)]

　　Fx+
1

2
σ

2
π

2
Fxx}=0 (36)

左边是 π的二次函数 ,易求最小值点

π
＊
2 =-

(μ-R)Fx
σ

2
Fxx

(37)

将式(37)代入式(36)并整理得

[ (R-θ)x-c] Fx-m
F
2
x

Fxx
=0 (38)

综合式(37)(38)得

π
＊
2 (x)=

2(R-θ)
μ-R

(
c
R-θ

-x) (39)

而且此时容易推出

π
＊
2 >x x<

2c
μ+R-2θ

同理 ,对 π <x情形 ,有如下结果

[ (R-θ)x-c] Fx-r
F
2
x

Fxx
=0 (40)

π
＊
2 (x)=

2(r-θ)
μ-r

(
c
r-θ

-x) (41)

π
＊
2 <x x>

2c
μ+r-2θ

此外 ,当

2c
μ+R-2θ

≤x≤
2c

μ+r-2θ

时 ,注意到 J(π)为变量 μ的分段二次函数 ,以及

上面讨论 , 不难看出 π
＊
2 =x.于是结合式

(39)(41)即得式(29).

下面计算值函数 F(x).

1)设 x<s, 由式(38)易得 F(x)=K1 -

K2(c-(R-θ)x)
m
R-θ
+1
,由 F(0)=1得

F(x)=1 +K2 [ c
m
R-θ
+1
-(c-(R-θ)x)

m
R-θ
+1

(42)

2)设 x>l, 由式(40), 同上可得 F(x)=

K3 -K4(c-(r-θ)x)
m
R-θ
+1
, 由 F(c/(r-θ))=

0得

F(x)=-K4(c-(r-θ)x)
r
r-θ
+1

(43)

3)设 s≤x≤l,此时有 J(x)=0,即((μ-

θ)x-c)Fx+
1

2
σ

2
x
2
Fxx=0积分两次得

F(x)=K5∫
x

2c/(μ+R-2θ)
G(t)dt+K6 (44)

于是利用 F(x)及其导数在界点的连续性 ,容易

算出待定常数 K2 , K4 , K5 , K6 , 将这些结果分别代

入式(42)(43)(44),即得式(30)(31)(32).

最后 ,同定理 1不难验证 π
＊
2 及 F(x)确为所
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求最优策略和最优目标值函数. 证毕.

4　理论分析 、数值算例及经济解释

本节给出一个数值例子来论证第二 、三及四

节得到的结果.因最优值函数(破产概率)及最优

投资策略都存在闭式解 ,利用 MATLAB软件很容

易对结果进行分析.不妨设本文的参数选择为 ,存

款利率 r=0.02,贷款利率 R=0.04,风险资产平

均回报率μ=0.06,风险资产波动率 σ=0.20,最

低消费额 c=1,比例消费率 θ=0.01.手算便可

知此时贷款临界点 s=25,存款临界点 l=100/3.

首先 ,分析投资者拥有的财富额与投资策略

的关系.从图 1不难看出 , 1)三种情形下最优投资

额都是财富的线性或者分段线性函数 ,而当财富

大于时三种投资策略图形将重合 ,都随着财富递

增趋向于 100时 ,最优投资额趋向于零.从经济学

角度来说 ,投资者财富足够多时 ,财富总量越大 ,

其偿付能力越强 ,在投资目标为最小化破产概率

的前提下 ,投资者没有进一步采取激进的投资策

略而承担更多市场风险的内在需求.2)当允许借

贷且存在存贷利差时最优投资额表现为三条线段

连接的折线 ,当财富小于 25时 ,且财富越少其风

险资产投资额度越高.显然此时投资者只贷款不

存款 ,而且随着破产的临近 ,投资者借款越多 ,当

投资者财富趋近于零时 , 借款额与投资者财富额

比率将会趋于无穷大.从经济学角度来说 ,投资者

为避免破产的发生 ,利用金融市场存在的借贷工

具 ,不惜进行生死豪赌投资更多的风险资产 ;当

财富大于时 ,投资者此时只存不贷 ,且财富越靠近

100,风险资产投资额越少 ,最后几乎为零 ,当然存

款越多 ,最后几乎等于所有财富;而当财富大于

25小于时 ,风险投资额等与财富额 , 此时投资者

不存不贷.3)当无借贷约束时最优投资额是一个

关于财富严格非负递减的线性函数 ,在图形是表

现为一条直线.4)当不允许贷款时最优投资额是

两条线段连接的折线 ,当财富大于时 ,最优投资额

与不受借款约束情形投资策略是一致的 ,随财富

的增加而减少;而当财富小于时 ,最优投资额是财

富的递增函数 ,由于不允许借款投资风险资产 ,为

避免偿付能力不足遭遇破产 ,投资者不惜采取激

进的投资策略将全部财富投资于风险资产 , 当然

此时无存款.

图 1　最优投资策略随财富变化规律

Fig.1　Theeffectofwealthonoptimalinvestmentstrategies

其次 ,分析投资者拥有的财富额与最优值函

数(破产概率)的关系.从图 2不难看出 , 1)三种

情形下的破产概率都是财富的严格递减函数 ,财

富趋于零则破产概率趋于 1,财富趋于 100则破产

概率趋于 0,这与直观是一致的.2)从图形可以明

显的看到三种情形下破产概率的大小关系是 V<

F<P,即财富相同时 , 无约束情形破产概率最

小 ,允许借款且存在存贷利差情形破产概率其次 ,

不允许借款情形破产概率最大.进一步从图 3可

以看出:不允许借款情形的破产概率与其它两种

情形的破产概率有较大差别 ,而存贷利差情形与

无借贷约束情形则无较大差别;三种情形破产概

率的差值并非是财富的单调函数 ,而是随着财富

的增加概率差先是递增 , 到达峰值以后随着财富

的增加反而递减.

最后 ,给出一个具体的算例来说明所得到的

结果.当投资者财富 x>100 /3时 ,则三种情形下

投资的最优投资额都是(100 -x)/2 , 存款额为

(3x-100)/2.当投资者财富 25≤x≤ 100 /3时 ,

无约束情形的最优投资额仍为(100 -x)/2,贷款

额为(100 -3x)/2,此时无存款;不允许借贷及存

贷利差情形下的最优投资额就为 x,此时既不贷

款也不存款 ,风险资产投资额为现时所有财富.而

当投资者财富 0 <x<25时 ,无约束情形的最优

投资额仍为(100-x)/2,贷款额为(100-3x)/2,

此时无存款;不允许借贷情形下的最优投资额为

x,此时既不贷款也不存款;存贷利差情形下的最
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优投资额为 100 -3x,贷款额为 2x-100.

图 2　破产概率随财富变化规律

Fig.2　Theeffectofwealthonruinprobability

图 3　概率差随财富变化规律

Fig.3　Theeffectofwealthonprobabilitydifference

5　结束语

不同于通常的效用评价准则 , 也不同于

Markowitz的均值 -方差原则投资理论(实际上可

以视为特殊的效用评价准则),本文基于最小化

破产概率准则 ,研究了投资者的最优投资策略.考

虑了三种不同的金融市场模型 ,在第一个模型中 ,

投资者无存贷款约束也无卖空约束(事实上卖空

约束不是真实的约束条件 ,因为此时投资者不会

卖空风险资产),然而在第二个模型中投资者是

不允许贷款投资风险资产的 ,在最后一个模型中 ,

基于存贷利率不同的实际 ,假设投资者既可以存

款也可以贷款 ,但是贷款利率高于存款利率.在每

一种情况 ,通过求解模型相对应的 HJB方程 ,都

获得了最优投资策略及最优值函数(破产概率)

的闭式解.无约束情形下最优投资策略表现为财

富的递减线性函数 ,借贷约束及存贷利差情形最

优投资策略是财富的分段线性函数.三种情形下

的最优值函数(破产概率)都是财富的递减函数 ,

这与直观是一致的 ,财富总额越大则财富下降到

零的概率就越小 ,即破产概率就越小.最后对这些

结果给出一个数值算例 ,对模型结果进行理论分

析及经济学解释.本文的研究结果表明 ,不同存贷

限制对投资者具体投资策略及所面临的破产风险

影响是巨大的.不允许借款情形时投资者面临的

破产风险比其他两种情形要大很多.模型的研究

结果是切实可行 、易于实时操作 ,不仅对投资者的

决策有直接的导意义 ,对进一步的风险投资理论

分析提供了新思路 ,而且对于政府制定有关规范

投资行为的政策也具有一定的参考价值.比如 ,本

文的结果显示不允许借贷使投资者面临的破产风

险比约束时的破产风险大.国内 A股市场推出的

融资融券业务不仅使得投资者有了更灵活的资产

配置渠道 ,显然也能降低投资者的破产风险 ,因此

监管机构推出的融资融券业务对投资者控制风险

是一个行之有效的策略.

很容易将本文的结果推广到存在多个风险资

产的情形 ,但这不存在本质的差别.考虑随机波动

率 、随机利率以及部分信息情形下的最小化破产

概率的投资问题将是进一步要研究的内容.此外 ,

考虑与基于效用准则最优投资策略的对比研究也

是一个有趣的问题.
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Abstract:Inthispaperwestudytheproblemofoptimalinvestmentbasedonthecriteriaofminimizingprobability
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Powerconcentrationamongfamilyagentsandfirmperformance:
AnempiricalstudyinChina
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1.SchoolofInternationalBusinessAdministration, ShanghaiUniversityofFinanceandEconomics, Shanghai

200433 , China;
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Abstract:Oneofthekeyquestionsinfamilyfirmresearchishowtoestablishaneffectivecorporategovern-

ancestructureamongfamilyagents.Basedontheassumptionthatfamilyagentshavedifferentpreferencesin

economicandnoneconomicgoalsandpursuittheirownmaximalutility, westudiedtheimpactofpowercon-

centrationamongfamilymembersonfirmperformance, andwealsoexploredthemoderators' effectonitsim-

pact.OurempiricalfindingsindicatethatthepowerconcentrationamongfamilymembershasaninvertedU-

shaped, ratherthanlinear, relationshipwithfirmperformance, andthatthedegreeofbusinessdiversification

andfirmsizehavesignificantmoderatingeffectsonthisrelationship.

Keywords:familyfirm;powerconcentration;moderatingeffects;firmperformance
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ofbankruptcy.DifferentfromMertonproblemwhichconsumptionisadecisionvariable, thereisapositive

probabilityofruinbecauseinvestorisforcedtopaymorethanafixedquantityofmoneyperunittime.Under

threedifferentsavingandborrowingconstraintswegetclosed-formexpressionsoftheoptimalstrategyandthe

optimalvaluefunction(ruinprobability)bysolvingthecorrespondingHamilton-Jacobi-Bellmen(HJB)equa-

tionineachcase.Theresultsindicatethattheoptimalstrategyisapiecewiselinearfunction, andSaving-Bor-

rowingconstraints, especiallyborrowingconstraints, willincreasebankruptcyrisktoinvestor.

Keywords:ruinprobability;stochasticcontrol;saving-borrowingconstraints;Hamilton-Jacobi-Bellmen

Equation
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