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摘要: 在 Merton 提出的跳跃扩散模型的逻辑框架之下，完成了两方面的修正工作: 将计数过程

由 Poisson 过程修正为带有幂律性质的更新过程，同时，赋予股票价格运动过程发生跳跃的时

间和幅度以幂律分布特征． 通过实证研究表明，修正后可以更加准确地描述股票价格的运动过

程，同时得到具有尖峰胖尾的收益率分布和波动聚集性． 以此为基础可以更加准确地为期权等

金融衍生品进行定价，同时也为金融风险管理提供了有效工具．
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0 引 言

早在 20 世纪初，法国数学家 Bachelier［1］
开始

利用 Brownian 运动来研究股票价格的运动． Fa-
ma［2］

提 出 了 著 名 的 有 效 市 场 假 说，Black 和

Scholes［3］
基于该假说，提出了期权定价模型，可

以得到欧式看涨期权和欧式看跌期权的价格解析

解，对金融理论和实务的发展产生了重大影响．
大量的实证研究对传统金融经济学的研究假

设和框架提出了质疑与批评． Osborne［4］
发现股票

价格收益率分布具有胖尾的特征，同时很多学者

也发现股票收益率分布的尖峰胖尾特性． 因此，假

设股票收益率服从正态分布的 Black-Scholes 模型

需要进行修正． 修正主要从两方面进行: 引入波动

率的随机性和股票收益的非连续性．
Engle［5］

提出 ARCH 模型，Bollerslev［6］
将其推

广得到 GARCH 模型． Cox 和 Ross［7］
提出价格依

赖的波动率扩散模型，Hull 和 White［8］
提出随机

波动率模型，Heston［9］
建立仿射随机波动率模型，

而 GARCH 模型则可以被看作随机波动率模型的

特殊形式． Peters［10］
提出分数布朗运动，但 Rog-

ers［11］
指出该模型存在套利机会． Merton［12］

提出

要在股票价格的运动中加入属于非系统风险跳跃

的过程，认为股票价格的运动过程不是连续的，

Kou［13］
提出期权定价的双 指 数 跳 跃 扩 散 模 型．

Bates［14］
认为将随机波动率模型和跳跃扩散模型

相互结合，则可以更好的刻画出股票价格运动方

式，Scott［15］、Duffie 等
［16］

以及 Bakshi［17］
提出了各

自的结合模型． Barndorf-Nielsen［18］
提出广义双曲

分布，Eberlein 和 Keller［19］
将广义双曲分布的子

族双 曲 分 布 用 于 金 融 模 型 分 析，Blattberg 和

Gonedes［20］、Bibby 和 Srensen［21］
也进行了相关的

研究．
叶中行等

［22］、陈收和杨宏林
［23］

通过实证研

究发现，股票价格收益率的尾部分布呈现出幂律

特征． 幂律分布为股票收益率的尾部分布赋予了

较高的概率，这样就可以使 VaR 更好地应用于金

融风险管理．
同时，Barabási［24］、Vázquez 等

［25］
发现个体的

行动也具有幂律特征，即事件的发生具有在长时

间的“了无一事”中存在高频度阵发活动的特点．
个体行动的幂律性体现在两次事件发生之间的等

待时间，等待时间的长短则具有幂律分布的特点．
股票价格的运动也符合这样的结论，即允许股票
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价格可以在较长的时间里不发生跳跃，也可以在

短时间内密集的发生跳跃． 相比之下，广泛地运用

在对事件发生的描述的 Poisson 过程则无法刻画

出这样的规律． 本文将人类行为动力学引入到金

融学理论中，更确切地说是对股票价格的跳跃扩

散模型进行修正．

1 模型介绍

实证研究表明股票价格的变化并不服从对数

正态分布，而这正是 Black-Scholes 模型的重要假

设． 这一假设隐含认为股票价格的变化路径是连

续的． Merton［12］
将路径连续的扩散过程和随机发生

的跳跃过程相互结合，提出跳跃扩散模型，如下式

dSt

St－
= μ( t) dt + σ( t) dW( t) +

d ∑
N( t)

i = 1
( Ji － 1( )) ( 1)

其中: μ( t) 和 σ( t) 为 R 上可积函数，分别表示风

险资产收益率和风险资产收益率波动率; W( t) 是

标准 Brownian 运动; N( t) 是一个计数过程，表示

发生跳跃的次数; Ji 表示股票价格发生跳跃的幅

度，{ Ji} 是具有独立同分布的非负随机变量序列．
St 是不确定性定义在完备概率空间 ( Ω，F，

Ft，P) 上的市场中 t 时刻的股票价格，该完备概率

空间由 计 数 过 程 N = { N( t) ，Ft，t ≥ 0}、标 准

Brownian 运动 W = { W( t) ，Ft，t≥0} 和独立同分

布的随机变量列{ Ji，i = 1，2，…} 组成． 简言之，

Merton 模型由线性漂移、布朗运动和复合泊松过

程 3 部分构成．
Merton［12］

提出的模型中，N( t) 是 Poisson 过

程，Ji 服从对数正态分布． 该模型形式简洁、逻辑

清晰，因此，自发表后便成为分析标的资产价格不

连续变化的标准模式． 在此框架下的后续研究一

般接受 N( t) 的假设，而针对 Ji 的分布进行研讨． 其

中，Kou［13］
提出的双指数跳跃扩散模型影响最大．

大量实证研究结果表明资产价格行为中幂律

的存在，同时，在其他领域中的研究也表明幂律是

人类行为规律的普适的现象． 本文认为 N( t) 是个

更新过程，更新过程的事件间隔时间服从含有幂

律性质的分布 F，其概率密度函数为

f( x) = Ax－αe －β / x ( α ＞ 1，β ＞ 0) ( 2)

即 Fokker-Planck 方程．
Poisson 过程假设股票市场历史上的波动情

况与现在的波动情况无关，关注于等待时间的长

短，而不是起始时刻的初始状态． 但是，市场中的

交易主体会对市场信息反映过度或者反映不足，

他们对股票市场走势的预期往往基于历史交易资

料和当前市场的宏观环境以及所有能够掌握的信

息，而任何信息的不完备或是具有偏差的解读都

会造成事件发生的时间记忆特点． 从这个角度来

讲，本文所定义的更新过程比 Poisson 过程可以更

加准确地模拟出股票价格的跳跃情况．
跳跃幅度也具有幂律性质． 令 Y = lnJ，Y则是

非对称的分布，其概率密度函数为

fY ( y) = pA+ y －α +e －β + /y1 { y≥0} +
qA－ ( － y) －α －eβ － /y1 { y ＜ 0} ( 3)

其中，α + ＞ 0，α － ＞ 0，β + ＞ 1，β － ＞ 1，p≥0，q≥0，

p + q = 1，p 和 q 分别为股票价格上跳和下跳的概

率，价格向上和向下发生跳跃幅度的概率密度函

数分别为

f( y) = A+ y －α +e －β + /y ( y≥ 0) ，

f( y) = A_ ( － y) －α －eβ － /y ( y ＜ 0)

其中，A+ 和 A－ 为常数．
经过以上定义后的式( 1) 称为幂律跳跃扩散

模型，其所描述的股票价格运动过程可以得到收

益率的胖尾特征，也可以得到波动聚集性，从而该

模 型 对 金 融 资 产 定 价 理 论 和 实 践 具 有 重 要 的

意义．
式( 1) 的解为

S( t) = S( 0) {exp ∫
t

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds +

∫
t

0

σ( s) dW( s }) ∏
N( t)

i = 1
Ji ( 4)

利用式( 4) ，可以得到收益率的表达式

ΔS( t)
S( t) = S( t + Δt) － S( t)

S( t)

= {exp ∫
t +Δt

t
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds +

∫
t +Δt

t

σ( s) dW( s) + ∑
N( t +Δt)

i = N( t) +1
Y }i －1 ( 5)

为了分析的简便，假设资产期望收益率和波

动率为常数，将式( 5) 进行幂级数展开，利用 ex≈
1 + x，可以得到
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ΔS( t) /S( t) ≈ μΔt + σZ Δ槡 t + BY ( 6)

其中: Z 为服从标准正态分布的随机数; B 为服从

伯努利分布的随机数，即有P{ B = 1} = θ( Δt) 和

P{ B = 0} = 1 － θ( Δt) ; Y 的概率密度函数由式

( 3) 定义． 式( 6) 中 ΔS( t) /S( t) 的概率密度函数

可以表示为

g( x) = 1 － θ( Δt)
σ Δ槡 t

e － ( x－μ·Δt) 2
2σ2Δt

2槡 π
+

θ( Δt) { pA+ ∫
+∞

0

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α +dy +

qA－ ∫
0

－∞

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α －dy} ( 7)

可以看出，式( 7) 所展示的股票收益率概率

密度函数实际上是对正态分布的修正，修正的幅

度由下式所示

m( x) = θΔt{ pA+ ∫
+∞

0

e－( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β+
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α+dy +

qA－ ∫
0

－∞

e－( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β－
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α－dy －

1
σ Δ槡 t

e－( x－μΔt) 2
2σ2Δt

2槡 π } ( 8)

将修正函数 m( x) 加入到正态分布中，即可

得到股票收益率的概率密度函数，修正函数的图

形通常呈现出 M 形． 图 1 所展示的股票日收益率

的概率密度函数呈现出明显的胖尾特征．

2 模型参数估计及实证研究

股票价格跳跃扩散模型认为跳跃行为是带有

幂律特征的更新过程，跳跃幅度的分布也具有幂

律特征． 本文以上证综合指数从2006－1－4 ～ 2009
－7－2 共 849 个交易日的收盘点数为样本，对模型

进行实证检验并进行参数估计．
2． 1 N( t)，具有幂律特征的更新过程

本文对 N( t) 的定义，蕴含股票价格收益率在

经过极短或极长的等待时间后发生跳跃的概率较

小，而每两次跳跃的间隔时间则更加倾向于某一

段时间的假设． 以上证综合指数为对象，将样本按

照周分为 173 组．
1) 根据式( 2) 构造待检验的模型，为

lnf( x) = ln A － αln x － β
x + ε ( 9)

为了分析的简便，式( 9) 中的 x 为每两次跳跃之间的

等待天数，f( x) 为等待 x 天后发生跳跃的频率．
2) 跳跃识别． 每周第 i 天的收益率 ui 可由下

式得到

ui = ln Si

Si－
( )

1

( 10)

其中 Si 为每周第 i 天的收盘点数． 每周的指数波

动率 σ2
n 可由下式得到

σ2
n = 1

m∑
m

i = 1
u2
n－i ( 11)

通过构造 GARCH( 1． 1) 模型来得到预期的

指数波动率，有

σ2
n = ω + β1U

2
n－1 + β2σ

2
n－1 + ε ( 12)

其中: Un－1 为第 n － 1 周的收益率; σn 和 σn－1 分别

为第 n 周和第 n － 1 周的指数波动率; ω 为代表长

期波动因素的常数项; ε 为残差项．
利用第 3 周到第 173 周共 171 组数据对式

( 12) 进行拟合，回归结果见表 1．
表 1 历史收益率和波动率对当期波动率的回归结果

Table 1 regression results between historical rate of return and
volatility to current volatility

系数 系数估计 T 检验值 P 值

ω 0． 000 276 5． 365 538 0． 000 0

β1 0． 062 437 4． 122 887 0． 000 1

B2 0． 229 602 2． 981 498 0． 003 3

R2 0． 222 697

修正 R2 0． 213 443

F-统计值 24． 065 95

根据回归结果，第 n 周的指数波动率可如下

表示

E( σ2
n ) = 0. 000 276 + 0. 062 437U2

n－1 +
0. 229 602σ2

n－1 ( 13)

利用式( 13) 可以计算出对第 n 周的预期指

数波动 率，然 后 将 每 周 第 i 天 的 u2
i 与 该 周 的

E( σ2
n ) 相比较，如果 u2

i ＞ E( σ2
n ) ，则说明第 i 天的

收盘指数发生了跳跃，而如果 u2
i ≤ E( σ2

n ) ，则说

明第 i 天的收盘指数没有发生跳跃． 根据这一标

准对从 2006 － 1 － 16 ～ 2009 － 7 － 2共841个交易日

进行收盘点数是否发生跳跃的判断，并统计出两次

跳跃之间的等待天数及其频数，统计结果见表 2．
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表 2 等待天数的频数及概率

Table 2 Frequency and probability of the waiting days

天数 频数 频率 分布 F 概率 累积概率 指数分布概率 累积概率

1 65 0． 296 804 0． 152 3 0． 152 3 0． 161 7 0． 161 7

2 44 0． 200 913 0． 246 5 0． 398 8 0． 135 6 0． 297 3

3 27 0． 123 288 0． 148 3 0． 547 1 0． 113 7 0． 411 0

4 25 0． 114 155 0． 092 6 0． 639 7 0． 095 3 0． 506 3

5 18 0． 082 192 0． 062 3 0． 702 1 0． 079 9 0． 586 1

6 7 0． 031 963 0． 044 5 0． 746 6 0． 066 9 0． 653 1

7 8 0． 036 53 0． 033 3 0． 779 9 0． 056 1 0． 709 2

8 7 0． 031 963 0． 025 8 0． 805 7 0． 047 0 0． 756 2

9 5 0． 022 831 0． 020 5 0． 826 2 0． 039 4 0． 795 7

10 3 0． 013 699 0． 0167 0． 842 9 0． 033 1 0． 828 7

11 2 0． 009 132 0． 013 9 0． 856 8 0． 027 7 0． 856 4

12 0． 011 7 0． 868 5 0． 023 2 0． 879 6

13 2 0． 009 132 0． 000 9 0． 878 5 0． 019 5 0． 899 1

14 1 0． 004 566 0． 008 6 0． 887 1 0． 016 3 0． 915 4

15 1 0． 004 566 0． 007 5 0． 894 5 0． 013 7 0． 929 1

16 0． 006 6 0． 901 1 0． 011 5 0． 940 6

17 0． 005 8 0． 906 9 0． 009 6 0． 950 2

18 1 0． 004 566 0． 005 2 0． 912 2 0． 008 1 0． 958 2

19 0． 004 7 0． 916 8 0． 006 8 0． 965 0

20 0． 004 2 0． 921 1 0． 005 7 0． 970 7

21 1 0． 004 566 0． 003 8 0． 924 9 0． 004 7 0． 975 4

22 1 0． 004 566 0． 003 5 0． 928 3 0． 004 0 0． 979 4

23 0． 003 2 0． 931 5 0． 003 3 0． 982 7

24 0． 003 1 0． 934 4 0． 003 0 0． 985 5

25 0． 002 7 0． 937 1 0． 002 3 0． 987 9

26 0． 002 5 0． 939 6 0． 002 0 0． 989 8

27 1 0． 004 566 0． 002 3 0． 941 9 0． 001 6 0． 991 5

合计 219 1 0． 942 0 — 0． 991 5 —

3) 等待时间分布的参数估计，由此，得到 18 组数据，根据式( 9) 进行回归分析，回归结果见表 3．
表 3 等待时间概率分布的回归分析

Table 3 Regression analysis of waiting time’s probability distribution

系数 ln A α β ln λ λ

系数估计 0． 839 324 2． 064 301 1． 983 040 － 1． 944 025 － 0． 176 437

T 检验值 1． 422 957 9． 730 175 2． 483 533 － 6． 931 492 － 8． 221 085

P 值 0． 175 2 0． 000 0 0． 025 3 0． 000 0 0． 000 0

R2 0． 949 222 0． 808 581

修正 R2 0． 942 451 0． 796 617

F 统计值 140． 200 4 67． 586 24
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根据回归结果，可以得到等待时间分布的概

率密度函数为

f( x) = 2. 314 8x－2. 064 301e －1. 983 04 / x ( 14)

该概率密度函数的图形如图 1 所示．

在此，注意到

∫
∞

0
2. 314 8x－2. 064 301e －1. 983 04

x dx = 1. 079 88

为了保证定积分结果为 1，满足概率密度函数的

性质，将式( 14) 修正为

f( x) = 2. 143 57x－2. 064 301e －1. 983 04
x ( 15)

由∫
T

T－1
2. 143 57x－2. 064 301e －1. 983 04 / xdx 计算在经过 T

天的 等 待 后 指 数 发 生 跳 跃 的 概 率， 并 由

∫
T

0
2. 143 57x－2. 064 301e －1. 983 04 / xdx 计算累积概率，计

算结果见表 2．
4) 等待时间不同分布比较 再来考虑等待时
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间服从指数分布的情况，此时股票价格的跳跃是

Poisson 过程． 等待时间分布的概率密度函数为

f( x) = λe －λx ( λ ＞ 0) ( 16)

实证分析的过程如前文所述，回归结果见表

3． 同样考虑到概率密度函数的性质，可以得到指

数分布概率密度函数如下

f( x) = 0. 176 437e －0. 176 437x ( 17)

计算在经过 T 天的等待后收盘点数发生跳跃的概

率及累积概率，见表 2．
表 2 显示本文所定义的分布 F 存在一个缺

点，即等待天数为1天的概率小于等待天数为2天

的概率，这与频率统计结果不符，但等待天数在 2
天以内的累积概率达到 0． 398 8，较指数分布更加

符合频率统计结果． 同样，由分布 F 所得到的概率

比指数分布得到的结果更加符合频率统计结果．
而且，分布 F 赋予尾部事件更高的概率: 等待天数

在 27 天以内的累积概率为94%，而指数分布却达

到了 99%．
将指数跳跃事件描绘在时间轴上可以得到

一个事件序列． 比较图 2 中真实发生的事件序

列、Poisson 过程和前文得到的更新过程所模拟

出的事件序列，可以发现，本文所定义的更新过

程与真实事件序列更为接近，都呈现出在较长

时间的等待中出现密集的阵发事件的特点． 从

图 1 中也可以发现，F 的概率密度函数较指数分

布而言，为密集的阵发事件和不活跃的偶发事

件都赋予了较高的概率，这一点更接近真实世

界的情况．

图 2 Poisson 过程、真实过程、更新过程的事件序列

Fig． 2 The events sequence of Poisson process，real process and renewal process

注:图中的横轴代表时间，每一个点代表在时刻 t 发生的指数跳跃，每两个点之间的线段长度则代表等待时间的长短． a) Poisson 过程所

模拟出的 100 个连续事件的事件序列，本图使用的等待时间分布的概率密度函数为实证所得到的式 ( 17) ; b) 描绘出上证综合指数从

2006 － 1 － 16 ～ 2007 － 11 － 29 共 451 个交易日所发生的 100 次跳跃事件的序列; c) 由本文所定义的更新过程产生的模拟 100 个连续事

件的事件序列，每两个点之间的等待时间的长度服从本文所定义的分布 F，其概率密度函数为实证所得到的式( 15) ．

当等待时间分布服从分布 F 时，期望值的存

在取决于参数 α 的取值，即仅 α ＞ 2 时存在期望

值，否则

E( x) = ∫
∞

0
Ax－α+1e －β / xdx

不收敛． 根据实证分析结果，等待天数的期望值大

约为 30． 84 天，因而允许股票价格跳跃过程出现

较长的等待时间． 同时，分布 F 是具有时间记忆性

的，在时刻 t0 等待 n 天后股票价格出现跳跃的概

率依赖于已经等待的天数． 由图 3 可以发现，当等

待天数足够大的时候，函数 h( x) = Ax－α+1e －β / x 呈

现出幂律分布的特点，如下式所示

h( x) ∝ x－α+1 ( 18)

由式( 18) 所存在的关系，可以得到等待天数

的条件期望为

E［x | y］∝ ∫
∞

0

x
( 1 + x /y) αdx ( 19)

其中: y 为自上一次跳跃发生之后已经等待的天

数; x 为继续等待的天数，即在一次跳跃发生 x + y
天之后股票价格会再次发生跳跃．

同理，也可以得到股票价格发生波动的条件

概率为

P{ x | y} ∝ N1－α

y1－α
( 20)

其中，N 为预期下一次跳跃距离此次跳跃的等待

天数，即自一次跳跃发生 y 天之后，再等待 N － y
天股票价格将会发生新的跳跃．

由式( 20) 可以发现，已知在第 t 期股票价格

发生跳跃之后，随着时间的推移再发生第 2 次跳

跃的概率在逐渐减少，即在一次跳跃发生之后往

往会紧跟着另一次跳跃． 等待天数的概率存在幂

率性是由等待时间概率密度函数的幂律性造成

的，图 4 显示出等待天数的概率呈现出幂律性．
2． 2 跳跃幅度的概率分布

由于股票价格向上和向下发生跳跃的幅度是

不对称的，因此需要对向上跳跃和向下跳跃进行

分别讨论． 从 2006 － 1 － 16 ～ 2009 － 6 － 30 上证

综合指数收盘点数所发生的 220 次跳跃中，向上

跳跃发生了 111 次，而向下跳跃发生了 109 次．
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考虑式( 10 ) ，定义 x 为 lnui，即对第 i天的收

益率取自然对数，定义 f( x) 为股票价格发生幅

度为 ln ui 的跳跃的概率． 将上证综合指数收盘

点数的跳跃幅度 ln ui ∈［0 ． 015，0 ． 095］以 0 ．
002 5 为步长划分为 28 个区间，并按照跳跃方

向的不同 分 别 统 计 各 个 区 间 内 跳 跃 发 生 次 数

的频率 ．
由统计结果可以发现，随着跳跃幅度的增加，

跳跃发生的频率呈现出由小到大再到小的变化过

程． 通过前文的实证分析，分布 F 的概率密度函数

也较好地拟合了真实世界所出现的情形． 因此，识

别跳跃的判断过程使得前半段呈现出上升趋势的

分布 F 概率密度函数在描述跳跃幅度中表现出一

定的合理性．
对式( 9) 进行回归分析，其中 x 和 f( x) 分别

为区间中位数和由统计得出的各个区间内跳跃发

生次数的频率，回归结果见表 4． 由此，可以分别

得到收盘点数向上跳跃和向下跳跃幅度的概率密

度函数，其图形见图 5． 同时，考虑到概率密度函

数的性质，可以得到收盘点数跳跃幅度的表达

式为

f( x) =
0. 001 525x－3. 230 466e －0. 060 3 / x1 { x≥0}

2 +

0. 000 08( － x) －5. 057 1e －0. 155 / x1 { x ＜ 0}

2
( 21)
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表 4 上证综合指数跳跃幅度的回归分析

Table 4 Regression analysis of jump amplitude of the SSE Composite Index

跳跃方向 向上跳跃 向下跳跃

系数 ln A α β ln A α β

系数估计 － 12． 038 22 3． 230 466 0． 060 289 － 15． 355 20 5． 057 079 0． 155 018

T 检验值 － 5． 164 447 2． 004 270 1． 414 449 － 6． 593 187 4． 888 499 4． 181 217

P 值 0． 000 1 0． 007 8 0． 174 3 0． 000 0 0． 000 1 0． 000 4

R2 0． 749 303 0． 581 960

修正 R2 0． 721 448 0． 542 147

F 统计值 26． 899 97 14． 617 21

图 5 上证综合指数跳跃幅度的概率密度函数

Fig． 5 The probability density function of the SSE Composite Index’s jump amplitude

注:图中虚线代表指数收盘点数向下跳跃的情形，实线代表指数收盘点数向上跳跃的情形． a) 收盘点数向上跳跃和向下跳跃幅度的

概率密度函数; b) 将概率密度函数代表向下跳跃的左支和代表向上跳跃的右支重叠放置，可以更加清晰的分辨出两种情形的差异; c) 在

双对数坐标中概率密度函数左支的图形，可以看出其为一条斜率为 － 5 的直线，显示出幂律分布的特点; d) 在双对数坐标中概率密度函

数右支的图形，可以看出其为一条斜率为 － 3 的直线，也显示出幂律分布的特点，同时也可以看出左右两支的差异．

3 幂律跳跃扩散模型特征分析

对式( 7) 中的各个参数进行赋值以得到股票

日收益率的概率密度函数． 首先，结合前文的实证

结果，股票收益率每日发生跳跃的概率为 θ( Δt) =
1 /30. 78 = 0. 03，时间 Δt 为 1 日( 即 0．004 年) ，股票

市场向盈利方向发生跳跃的概率为 0． 5，6 个方程

参数赋值为 A+ = 0. 001 9、α + = 3. 2、β + = 0. 06、
A－ = 0. 000 08、α－ = 5. 1、β－ = 0. 16，然后再假设无

风险年收益率为 5%，股票市场年波动率为 25%，由

此可以画出概率密度函数 g( x) 的图形( 图 6) ．
250 天( 一个交易年) 股票价格走势的数值模

拟过程如下:

由表 3 确定服从分布 F 的等待天数序列，进

而确定 250 个交易日中股票价格发生跳跃的日
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期，并以相同的概率确定股票价格向上跳跃或者是

向下跳跃． 向上发生跳跃的幅度 D，由下式计算得出

∫
D

0
0. 001 525x－3. 230 466e －0. 060 3

x dx = u

向下发生跳跃的幅度 d，由下式计算得出

∫
0

d
0. 000 08( － x) －5. 057 1e

0. 155
x dx = u

其中，u 为服从 U ～ ( 0，1) 的随机数． 考虑到涨跌

停板制度的影响，假设股票价格每日涨跌幅度不

能超过 ± 10%，因此 D 的最大取值为 0． 095 31，d
的最小取值为 － 0． 105 36，即赋予股票价格发生

跳跃以 至 于 涨 跌 停 板 的 概 率 分 别 为 0． 094 和

0. 058． 没 有 发 生 跳 跃 过 程 的 股 票 价 格 则 由

GARCH( 1． 1) 模型来生成，假设无风险年收益率

始终为 5%，第 1 周的波动率标准差为 25%，之后

每周的波动率方差 σ2
t 则由上一周的收益率和方

差 σ2
t －1 共同确定，每日股票收益率就可以由服从

正态分布的随机数模拟产生．
表 5 对模拟产生的股票收益率时间序列进行

了描述性统计，可以看出股票收益率不服从正态

分布，并具有左偏和尖峰胖尾的特征． 图 7 给出了

模拟得到的股票价格走势图( 假设股票初始价格

为 100 元) 、收益率统计直方图和波动率图．

注:图中虚线代表股票收益率的概率密度函数 g( x) ，实线代表具有相同均值与方差的正态分布概率密度函数． a) 同时描绘了股票收益率

的概率密度函数和正态分布的图形; b) 修正函数 m( x) 的图形，显示出对正态分布进行修正的幅度与方向; c) 显示出图形左尾的情形;

d) 显示出图形右尾的情形，由此可以看到股票收益率所具有的胖尾特征．

表 5 模拟股票收益率时间序列的描述性统计

Table 5 Simulated time series of stock returns Statistic description

均 值 － 0． 000 895 916 中位数 0． 000 150

标准差 0． 019 627 方 差 0． 003 852 05

最大值 0． 095 310 最小值 － 0． 086 250

偏 度 － 0． 262 38 峰 度 10． 800 3

Jarque-Bera 统计量 636． 669 5 Jarque-Bera 概率 0． 000 000
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注:a) 通过数值模拟得到的股票价格 250 个交易日的走势图; b) 在时间轴上描绘出模拟产生的在 250 个交易日中所发生的 42 次跳跃事

件序列，时间轴上每个圆点代表发生1次跳跃; c) 通过数值模拟得到的股票收益率统计直方图，同时将其与正态分布进行比较，可以发现

模拟得到的股票收益率具有尖峰胖尾的特征; d) 通过数值模拟得到的 250 个交易日股票价格时间序列的波动图．

在数值模拟过程中，本文实际使用的股票价

格收益率并不满足式( 6) ，而是满足

ΔS( t)
S( t) = μΔt + σ( t) Z Δ槡 t +

B( Y － σ( t) Z Δ槡 t) ( 22)

这种处理方式与前文的实证过程相互一致，

并且在实际应用中更加简便，不需要从股票价格

跳跃幅度中剔除出波动率的影响．
当股票价格运动不考虑波动率的变化时，即

股票价格变化如下式所示

dS = μSdt + σSdW( t) + Sd ∑
N( t)

i = 1
( Ji － 1( ))

( 23)

通过进行 1 000 天( 4 个交易年) 股票收益率

的数值模拟可以发现股票价格数列存在波动聚集

性． 在理论上，由式( 6) 可以得到其方差为

Var( ΔS( t)
S( t) ) = σ2Δt + θ( σt) Var( Y) ( 24)

可以看出，第 t 期的波动率与第 t + 1 期的波

动率相关性与两次跳跃之间的等待时间分布密切

相 关 ( 见 式 ( 19) 和 ( 20) ) ，即 Cov(
St+1 － St

St
，

St － St－1

St－1
) 的计算受到 θ( Δt) 的影响，波动聚集性

的存在是状态依赖的． 由此，更新过程的引入可以

带来状态依赖的波动聚集性．
以上研究表明，本文所给出的幂律跳跃扩散

模型可以同时得到股票价格收益率的尖峰胖尾特

征和波动聚集性特征．

4 幂律跳跃扩散模型的应用

在金融衍生品定价方面，由于幂律跳跃扩散

模型全面地反映了基础标的物价格运行特征，因

此，该模型在无套利假设下可以更准确地为衍生

品定价．
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对于给定的概率 P，定义

Ψ( μ，σ，θ，p，A+ ，α + ，β + ，A－ ，α － ，β － ; a，T) =
P{ Z( T) ＞ a} ( 25)

其中

Z( T) = μt + σW( t) +∑
N( t)

i = 1
Yi

Y 的概率密度函数如式( 3) 所示，N( t) 为本

文所定义的更新过程． 欧式看涨期权的定价公式

可以表示为

c( 0) = S( 0) Ψ( r + σ2

2 － θk，σ，θ，p，A+，α+，

β+，A－，α－，β－ ; ln S( 0)
K ，T) －

Ke－rTΨ( r － σ2

2 － θk，σ，θ，p，A+，α+，β+，

A－，α－，β－ ; ln S( 0)
K ，T) ( 26)

其中: S 为标的资产股票的价格; K 为欧式看涨期

权执行价格; r 为无风险收益率; k = E( eY － 1) ．
漂移幂律( Shifted Power Law) 是介于幂律与

指数函数之间的分布
［29］． 对于( 1 + x) －αe －β / x，当

α→∞，β→0 时，带有幂律性的函数就会转化为典

型的指数函数． 因此，本文所定义的更新过程可以

退化为 Poisson 过程，跳跃幅度的幂律性分布也可

以退化为指数分布，由此本文所定义的模型可以

退化到 Kou 所提出的指数跳跃扩散模型，因此幂

律跳跃扩散模型是指数跳跃扩散模型的更一般形

式． 当股票价格跳跃幅度变得很小或更新过程的

强度为 0 时，本文所提出的幂律跳跃扩散模型则

退化为 Black-Scholes 模型．
在风险管理方面，更新过程的引入除了可以

更加准确地描述股票价格的运动过程，而且在实

际应用领域对金融风险管理也是具有一定参考意

义的． 如果将 Poisson 过程作为描述股票价格的跳

跃过程，实际上隐含着默认在任何一个时刻股票

价格发生跳跃的概率都是相同的，显然这与实际

情况并不相符． 而本文所定义的更新过程则可以

模拟得到股票价格在较长时间不发生跳跃过程的

情形，也可以得到跳跃过程在短时间内密集发生

的状况，这更加符合真实的情况． 更新过程的引入

使得股票收益率动力学方程可以描绘股票价格在

任何一个时点发生跳跃的概率并不相同，而这种

不相同的概率赋予是依赖于当时市场所处的状态

的———这表明市场存在一定的记忆性，即今天市

场的现状并非凭空而来，而是基于其历史的，而这

与现实世界的情形更为贴切． 引入更新过程以后

获得的跳跃发生的时间期望以及某一时间跳跃发

生的概率可以成为运用于实际市场操作领域的指

标，而且该指标来源于市场本身，获取和实际应用

起来简便易行． 从实际操作角度来说，基于股票价

格收益率服从正态分布的 VaR 显得对极端事件

无可奈何，因而需要引入其他指标对 VaR 进行修

正，而跳跃扩散模型则可以较好地解决这个问题，

同时更新过程可以得到量化的结果，因此对金融

风险管理的实际操作具有一定的现实指导作用．

5 结束语

在全面研究股票价格运行的幂律特征的基础

上，本文对 Merton 跳跃扩散模型作了两方面的拓

展，提出了幂律跳跃扩散模型． 首先，将计数过程

由 Poisson 过程修正为带有幂律性质的更新过程，

可以描述股票价格运动过程中密集发生的跳跃，

同时也适用于较长时间内不出现跳跃的情形; 然

后，在考虑收益损失状态下跳跃幅度不同的同时，

也赋予跳跃幅度以幂律分布的特征． 通过实证研

究发现，幂律跳跃扩散模型可以更准确、更细致地描

述股票价格的运动过程，同时得到具有胖尾特征的

收益率分布和波动聚集性，为金融衍生资产定价奠

定基础; 同时，由于对股票价格运行更为合理细致的

描述，因此，引入更新过程后也为金融风险管理提

供了跳跃发生的时间期望以及某一时间跳跃发生

的概率这两个来源于市场本身的可操作的指标．
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Stock pricing model: Jump diffusion model of power law
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Abstract: Based on the Merton’s jump diffusion model，two amendments are carried out． Firstly，the count-
ing process ( Poisson process) will be amended by the renewal process with power-law nature． Secondly，the
magnitude of the jump has also been given the characteristics of power-law nature． By empirical research，it is
found that the model could accurately describe the process of the stock price movement，and get a yield with
fat-tailed distribution and volatility clustering． As a basis，the model can be used to more accurately price fi-
nancial derivatives products such as options，and also provide effective tools in financial risk management．
Key words: dynamics of human behavior; jump diffusion model; renewal process; power-law distribution

附录:

公式 5 的推导: 根据跳跃扩散模型，有

Δs( t)
s( t) = s( t + Δt) － s( t)

s( t) = s( t + Δt)
s( t) － 1

其中

s( t + Δt) = s( 0) ∫
t+Δt

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds + ∫
t+Δt

0

σ( s) dw( s{ }) ∏
N( t+Δt)

i = 1
Ji =

s( 0) exp ∫
t+Δt

0

( μ( s) － σ2 ( s)
2 ) ds + ∫

t+Δt

0

σ( s) dw( s{ }) exp ln∏
N( t+Δt)

i = 1
J{ }i ( Y = ln J) =

s( 0) exp ∫
t+Δt

0

( μ( s) － σ2 ( s)
2 ) ds + ∫

t+Δt

0

σ( s) dw( s) + ∏
N( t+Δt)

i = 1
y{ }i

同理

s( t) = s( 0) exp ∫
t

0

( μ( s) － σ2 ( s)
2 ) ds + ∫

t

0

σ( s) dw( s) +∏
N( t)

i = 1
y{ }i

则

s( t + Δt)
s( t) － 1 =

s( 0) exp ∫
t+Δt

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds + ∫
t+Δt

0

σ( s) dw( s) + ∑
N( t+Δt)

i = 1
Y{ }i

s( 0) exp ∫
t

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds + ∫
t

0

σ( s) dw( s) +∑
N( t)

i = 1
Y{ }i

－ 1

= {exp ∫
t+Δt

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds － ∫
t

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

d[ ]s +

∫
t+Δt

0

σ( s) dw( s) － ∫
t

0

σ( s) dw( s[ ]) + ∑
N( t+Δt)

i = 1
Yi －∑

N( t)

i = 1
Y[ ] }i － 1

= exp ∫
t+Δt

0
μ( s) － σ2 ( s)( )2

ds + ∫
t+Δt

t

σ( s) dw( s) + ∑
N( t+Δt)

i = N( t) +1
Y{ }i － 1

公式6 的推导:假设风险资产收益和风险资产波动率为常数，即 μ，σ为常数，利用 ex 的 Maclaurin 展开，并略去 t 的高

阶无穷小，由式( 5) 有

ΔS( t)
S( t) = exp ∫

t+Δt

t
μ( s) － σ2( )2

ds + ∫
t+Δt

t

σ( s) dw( s) + ∑
N( t+Δt)

i = N( t) +1
Y{ }i － 1

= 1 + ∫
t+Δt

t
μ － σ2( )2

ds + ∫
t+Δt

t

σdw( s) + ∑
N( t+Δt)

i = N( t) +1
Y( }i + 1

2 ∫
t+Δt

t
μ － σ2( )2

ds + ∫
t+Δt

0

σdw( s) + ∑
N( t+Δt)

i = N( t) +1
Y( )i 2

+ … － 1

≈ μΔt + σZ Δ槡 t + BY
其中 B 的取值为 0 或 1，其概率分别为 1 － θ( Δt) 和 θ( Δt) ，即均为关于 Δt 的函数，Z ～ N( 0，1) ．

注:此时

ΔS( t)
S( t) = 1 + ( μ － σ2

2 ) Δt + σ Δ槡( )t + BY + 1
2 ( μ － σ2

2 ) Δ( )t 2
+ 1

2 σ2Z'2Δt + … － 1

其中 Z ～ N( 0，1) ，而 Z'2
均值为 1( 由 E( Z'2 ) = ( E( Z') 2 ) + D( Z') = 1 而得) ，故可与前面的 － σ2Δt /2 项抵消，从而得

到公式 6 的近似结果．
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对于 ∑
N( t+Δt)

i = N( t) +1
Yi，从 N( t) 到 N( t + Δt) 时间间隔为 Δt，而对于从 N( t) + 1 到 N( t + Δt) 的直观理解即是事件发生或事

件不发生，其各自的概率是关于 Δt 的函数．
公式 7 的推导:由式( 6)

ΔS( t)
S( t) ≈ μΔt + σZ Δ槡 t + BY

其中: Z 为服从标准正态分布的随机数; B 为服从伯努利分布的随机数; Y 的概率密度函数由式( 3) 定义．
由卷积公式知: 若 X，Y 独立，fX，fY 为 X，Y 的边缘概率密度函数，则 Z = aX + bY + c 的概率密度函数为

fZ = ∫
+∞

－∞

1
b fX ( x) fY ( z － ax － c

b ) dx 或 fZ = ∫
+∞

－∞

1
a fY ( y) fX ( z － by － c

a ) dy

B 为服从泊努利分布的随机数，有 P{ B = 1} = θ( Δt) ，P{ B = 0} = 1 － θ( Δt)
1) B = 0 时，有

ΔS( t)
S( t) ≈ μΔt + σZ Δ槡 t

其概率是 1 － θ( Δt) ． 令
ΔS( t)
S( t) = K，则

K = μΔt + σ Δ槡 tZ

F( K≤ k) = F( μΔt + σ Δ槡 tZ≤ k) = F( Z≤ μ － μΔt
σ Δ槡 t

)

f( k) = F'( k) = 1
σ Δ槡 t

1
2槡 π

e － 1
2 ( k－μΔt

σ Δ槡 t
) 2 = 1

σ Δ槡 t
1
2槡 π

e － ( k－μΔt) 2
2σ2Δt

2) B = 1 时，此时

ΔS( t)
S( t) = Y + σ Δ槡 tZ + μΔt

其概率为 θ( Δt) ． 令
ΔS( t)
S( t) = K，则 K = Y + σ Δ槡 tZ + μΔt，Y 的概率密度函数为

fY ( y) = pA+ y－α + e －β + /y1 ( y≥0) + qA－ ( － y) －α － eβ － /y1 ( y ＜ 0)

由卷积公式得出

fK ( k) = ∫
+∞

0

1
σ Δ槡 t

pA+ y－α + e －
β +
y

1
2槡 π

e － 1
2 ( k－y－μΔt

σ Δ槡 t
) 2 dy + ∫

0

+∞

1
σ Δ槡 t

qA－ ( － y) －α － e －
β －
y

1
2槡 π

e － 1
2 ( k－y－μΔt

σ Δ槡 t
) 2 dy

= pA+ ∫
+∞

0

e － ( k－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α + dy + qA－ ∫

0

+∞

e － ( k－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α － dy

将上述结果进行整理，令
ΔS( t)
S( t) 概率密度函数为 g( x) ，则

g( x) = 1 － θ( Δt)
σ Δ槡 t

e － ( x－μΔt) 2
2σ2Δt

2槡 π
+ θ( Δt) { pA+ ∫

+∞

0

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α + dy + qA－ ∫

0

+∞

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α － dy}

公式 8 的推导:

m( x) = g( x) － 1
2槡 πσ Δ槡 t

e － ( x－μΔt) 2
2σ2Δt

= θ( Δt) pA+ ∫
+∞

0

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－a + dy + qA－ ∫

0

+∞

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α － d{ }y +

1 － θ( Δt)
σ Δ槡 t

e － ( x－μΔt) 2
2σ2Δt

2槡 π
－ 1
σ Δ槡 t

1
2槡 π

e － ( x－μΔt) 2
2σ2Δt

= θ( Δt) pA+ ∫
+∞

0

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α + dy + qA－ ∫

0

+∞

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α － d{ }y － θ( Δt)

σ Δ槡 t
e － ( x－μΔt) 2

2σ2Δt

2槡 π

= θ( Δt) pA+ ∫
+∞

0

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

－
β +
y

σ Δ槡 t 2槡 π
y－α + dy + qA－ ∫

0

+∞

e － ( x－y－μΔt) 2
2σ2Δt

+
β －
y

σ Δ槡 t 2槡 π
( － y) －α － dy － e － ( x－μΔt) 2

2σ2Δt

σ Δ槡 t 2槡
{ }π
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