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基于投影降维技术的期权组合非线性 VaR 模型
①
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摘要: 高维期权组合 VaR 值的计算时间和计算工作量随着市场风险因子维数的增加而迅速增

加． 为此，引入投影降维技术，用少数几个风险因子来解释高维期权组合总的风险，并结合快速

卷积方法，建立了基于投影降维技术的市场风险因子呈厚尾分布情形下的期权组合非线性

VaR 模型，达到减少计算时间和计算工作量的目的，同时期权组合价值变化的信息又没有太

大的损失． 数值结果表明，投影降维技术能够达到与快速卷积方法、Monte － Carlo 方法差不多

的估算精度，而计算效率明显优于快速卷积方法、Monte － Carlo 方法，计算时间和计算工作量

明显减少．
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0 引 言

当市场风险因子数目很大时，度量期权组合

风险的计算时间和计算工作量随着市场风险因子

维数的增加而迅速增加，使得建模和数值计算十

分的困难( Wiberg［1］) ． 这时人们自然想到简化或

减少风险因子的维数而对期权组合价值变化的内

容又没有太大的损失，通过度量低维的与其相似

的另一期权组合价值变化的函数来实现高维期权

组合风险的计算．
由于高维资产所生成的协方差矩阵很庞大，

Kercheval［2］对协方差矩阵进行优化，从而减少了

维度，大大节约了度量高维资产组合 VaR 值的计

算时间． Kreinin 等［3］、Jorion［4］假设市场风险因子

为多元正态分布，对高维线性投资组合( 不含金

融衍生品的投资组合) 使用主成分分析法来降

维，即少数几个主要市场风险因子变化方向决定

了整个高维线性投资组合的价值变化． 而 Chen

等［5］使用独立成分分析法进行降维得到外汇资

产组合 VaR 值，该方法是对主成分分析法和因子

分析法的扩展，该方法能够比主成分分析法、因子

分析法挖掘到市场风险因子更高阶的信息，更能

够适合具有尖峰厚尾特征的市场风险因子组合的

风险度量． Embrechts［6］研究高维线性投资组合的

风险度量时将极值理论和 Copula 函数结合起来

降维． 国内学者范龙振等［7］从我国股票市场上选

出少部分股票构造出的组合，运用主成分分析法

可以得出与市场指数一致的收益． 王明进和陈奇

志［8］利用独立成分分析法对高维的市场风险因

子的波动率进行估计，提出了新的多元波动率模

型． 郭名媛和张世英［9］为了解决多个资产的协方

差矩阵的预测问题，提出了基于高频金融数据的

正交 ARFIMA 模型，该模型通过主成分分析法有

效地降低了变量的维数，从而很好地解决了参数

估计问题． 上述基于降维技术的投资组合是线性

的、不含期权的．
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而对非线性投资组合( 期权组合) 的风险度

量，从降维技术的角度，在市场风险因子多元正态

分布的假设下，Brummelhuis 等［10］运用了主成分

分析法对期权组合实行降维，该方法的基本思路

是先对市场风险因子的协方差矩阵进行 Cholesky
分解，将分解后的矩阵代入反映期权组合价值变

化的 Delta － Gamma 模型中，对整理后的 Gamma
项再进行主成分分解，使用几个重要的特征值来

近似表示期权组合价值变化． Albanese 等［11］对由

Delta － Gamma － Theta 近似得到期权组合价值变

化的函数以均方误差最小为目标进行最优化处

理，得到能保留原来信息又能降维的另一期权组

合价值变化的函数，用少量的维数来捕获大部分

的风险，从而降低计算 VaR 的时间． 以上这些模

型是假设市场风险因子为多元正态分布而进行

的，而这种假设能够在建模和数值计算中带来许

多便利．
然而大量的实证研究指出，大多数市场风险

因子的经验分布尾部都要厚过正态分布的尾部，

显示出尖峰厚尾性，Kou［12］、Heyde 和 Kou［13］、卢

方元［14］、徐绪松和侯成琪［15］使用了不同方法和

数据发现这些高频金融数据表现出正的高峰度和

厚尾性，而且这些研究还发现，尽管高级矩( 例如

5 级或更高级) 可能是无限的，但金融数据的尾部

不是厚到以致于产生无限方差，这意味着传统正

态分布假设无法完全反映这一特征．
然而，对市场风险因子为多元厚尾分布情形

下的期权组合市场风险度量的计算难度与强度都

比多元正态情形下复杂，而当市场风险因子数目

很大时，计算时间和计算工作量随着维数的增加

迅速增加，使得实现起来难度很大．
为此，本文将投影降维技术引入到期权组合

非线性 VaR 计算中，将以期权组合价值变化的均

方误差最小为目标函数的投影降维技术扩展到厚

尾分布情形，在此基础上，假设市场风险因子厚尾

特征用 t 分布来描述，并结合快速卷积计算方法．
因为卷积计算涉及到各随机变量的边缘发布，这

将允许边缘分布的建模与它们的相关结构分开来

考虑，大大简化了估计联合随机过程的问题，避开

了多元厚尾分布情形下得到期权组合价值变化的

矩母函数解析表达式的困难; 从而，建立了基于投

影降维技术的市场风险因子为厚尾分布情形下的

期权组合非线性 VaR 模型，从而简化或减少市场

风险因子的维数而对期权组合价值变化的内容又

没有太大的损失，增强其数值计算实现的程序化

水平．

1 期权组合非线性 VaR 模型

对期权组合进行二阶 Taylor 展开，得到期权

的二次近似 Δ-Γ-Θ 模型［16］

ΔV≈ 槇ΔTR + 1
2 R

T 槇ΓR +∑
p

i = 1

槇Θi ( 1)

其中: ΔV 表示期权组合在特定时期内价值变化;
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;

R = ( R1，t，R2，t，…，Rp，t )
T ;

矩阵元素: 槇Δ i = aiΔ i ; 槇Θi =
ai tΘi

Si，t
; 槇Γi = aiΓiSi，t ;

Ri，t =
ΔSi，t

Si，t
，为市场变量回报． 这里: t 为风险度量

的预测时段; Si，t 为第 i 个市场变量在时间 t 的值;

ai 为第 i个期权头寸在时间 t的市值; Δ i、Γi、Θi 为

第 i 个期权对应的金融参数．
由 VaR 的定义及式( 1) ，对于给定的置信水

平 α，可以得到

P( ΔV≤－ VaR) ≈ P( 槇ΔTR + 1
2 R

T槇ΓR +

∑
p

i = 1

槇Θi ≤－ VaR)

= 1 － α ( 2)

假设市场变量向量R的多元分布的协方差矩阵为

Σ、期望向量为 μ，对 R 进行矩阵变换，利用文献

［16 － 17］的思 想，可 找 到 一 个 矩 阵 C 把 矩 阵

CT 槇ΓC 对角化，使得同时成立

Λ = CT 槇ΓC

Σ = CC{ T
( 3)
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其中 Λ代表对角矩阵，λ1，λ2，…，λp 是它的对角

线元素的值．
由市场变量向量R的多元分布的协方差矩阵

Σ、期 望 向 量 μ，定 义 一 个 新 变 换 向 量 X =
C －1 ( R －μ) ，且有 X = ( x1，x2，…，xp )

T，则有

R = μ + CX． 显然经过这样的变换X满足E［X］=
0，E［XXT］ = 1． 于是，式( 1) 可变为

ΔV≈槇ΔT( μ+CX) + 1
2 ( μ+CX) T槇Γ( μ+CX) +∑

p

i =1

槇Θi

= ∑
p

i =1

槇Θi + 槇ΔTμ + 1
2 μ

T槇Γμ + ( 槇ΔT + μT槇Γ) CX +

1
2 X

TΛX ( 4)

令

Φ = ∑
p

i = 1

槇Θi + 槇ΔTμ + 1
2 μ

T槇Γμ，

a = ( 槇ΔT + μT 槇Γ) C
则式( 4) 变为

ΔV≈ Φ + aX + 1
2 X

TΛX

= Φ +∑
p

i = 1
( aixi +

λ i

2 x2i ) ( 5)

其中 ai 为向量 a 第 i 个分量． 如果知道了 ΔV 的分

布函数，那么就能够根据ΔV的分布得到期权组合

的 VaR 值．
期权组合 VaR 值就是围绕式( 5) 通过假设 X

或 xi 的分布形式，然后运用不同的数值方法进行

计算的．

2 投影降维技术

从式( 5) 可以看出，如果投资组合的维数 p
比较大，将大大增加投资组合 VaR 值的计算时

间． 而降维技术的目的就是设法找到一个近似式

( 5) 中 ΔV 的ΔV̂，且ΔV̂ 能捕获 ΔV 的大部分特性，

但ΔV̂ 的维数 k 远小于 p，从而大大节约计算 VaR
值的时间．

由于ΔV̂ 能用少量的维数 k 捕获期权组合价

值变化ΔV大部分内容，而不太大损失ΔV的信息，

下面将采用投影降维技术得到这样的ΔV̂．

设 P 表示由 p × k 矩阵 Q1 的正交列向量张成

的子空间上的一个投影( P 为 Hermitian 矩阵，又

称共轭转置矩阵，且 P2 = P 成立) ，P⊥ 表示由 p ×
( p － k) 矩阵 Q2 的正交列向量张成的子空间的一

个投影，且P⊥ 为P的正交补，即P⊥ 由一切与P正

交的向量组成．
于是，式( 5) 中经变换后的风险因子向量 X

就可表示成

X = PX + P⊥ X = Q1Z1 + Q2Z2 ( 6)

其中，PX = Q1Z1，P⊥ X = Q2Z2 ． 这样对风险因子

空间进行上面的分解，就可得到期权价值变化 ΔV
的降维近似形式

ΔV( X) ≈ ΔV( PX) = ΔV̂( Z1 ) ( 7)

下面就是设法找到投影 P 使得ΔV 和ΔV̂ 的值比较

接近．

基于 ΔV 与ΔV̂ 的均方误差最小，即 E［( ΔV －

ΔV̂) 2］最小，寻找ΔV̂．
对式( 5) 中对角矩阵 Λ 的对角线元素 λ1，

λ2，…，λp 按照 | λ i |≥| λ i +1 | ( i = 1，…，p) 顺

序进行重新排列，并调整对应的式( 5) 中风险因

子向量 X 中向量元素顺序． 再给定容差 ε ＞ 0，假

设存在一个 k 且满足

∑
p

i = k+1
λ2

i ≤ ε ( 8)

再把重新排序后的风险因子向量X分成两部

分，即 X =
X1

X[ ]
2

，X1 为 k 维列向量，X2 为 p － k 维

列向量，则式( 5) 变为

ΔV≈Φ +［a1，0］
X1[ ]0

+

1
2［XT

1，0］
Λ1 0[ ]0 0

X1[ ]0
+［0，a2］

0
X[ ]

2

+

1
2［0，XT

2］
0 0
0 Λ[ ]

2

0
X[ ]

2

( 9)

其 中: 向 量 a = ［a1，a2］; 对 角 矩 阵 Λ =
Λ1 0

0 Λ[ ]
2

; a1 的维数与 X1 的维数、Λ1 的列数对

应相等，a2 的维数与 X2 的维数、Λ2 的列数对应相

—47— 管 理 科 学 学 报 2012 年 3 月



等． 由于目标是找到ΔV̂ 使得 ΔV 与ΔV̂ 的均方误差

最小，在式( 8) 成立的条件下，Λ2 对期权价值变

化 ΔV 的贡献比较小，可以舍弃 Λ2 部分来提高计

算效率，同时又不失精度． 但 a2 那部分可能含有

比较重要的信息，这时如果同时把 a2 舍弃，会很

影响精度． 为了保持 a2 所有的信息，本文作以下

的处理． 设V = ［v1，V2］为( p － k) × ( p － k) 正交

矩阵，其中，( p － k) 维列向量 v1 = aT
2 /‖a2‖2，

( p －k) × ( p － k － 1) 矩阵 V2 所有列向量与 a2 正

交，显然也与 v1 正交． 再定义一个( k + 1) 维列向

量 Z1 =
X1

vT1X
[ ]

2

，一个( p － k － 1) 维列向量 Z2 =

VT
2X2，显然 Z1 中含有 a2 所有的信息． 这样，由投

影降维技术，可得到降维后的期权组合价值变化

ΔV̂，即

ΔV̂( Z1 ) = Φ + ［a1，‖a2‖2］Z1ΔV +

1
2 Z

T
1

Λ1 0

0 vT1Λ2v
[ ]

1

Z1 ( 10)

比较降维后的期权组合价值变化ΔV̂ 与ΔV 的

差，即由式( 9) 和( 10) 可得到

ΔV － ΔV̂ = 1
2［ZT

1 ，ZT
2］×

0 0 0

0 0 vT1Λ2V2

0 VT
2Λ2v1 VT

2Λ2V









2

Z1

Z[ ]
2

( 11)

同时，又因为

‖ 0 vT1Λ2V2

VT
2Λ2v1 VT

2Λ2V
[ ]

2
‖

F

≤‖VTΛ2V‖F

( 12)

而由 F 范数的性质及 V 为正交矩阵，有

‖VTΛ2V‖F =‖VTΛ2‖F =‖Λ2V‖F =‖Λ2‖F

这样，式( 12) 可变为

‖ 0 vT1Λ2V2

VT
2Λ2v1 VT

2Λ2V
[ ]

2
‖

F

≤‖Λ2‖F ( 13)

令 p 维列向量 Z =
Z1

Z[ ]
2

，如果有 E［Z2
i Z

2
j］≤

β( i = 1，…，p，j = 1，…，p) ，即如果风险因子的四

阶矩有界，且这个界为 β，可得到

E［( ΔV－ΔV̂) 2］≤pβ
4‖ 0 vT1Λ2V2

VT
2Λ2v1 VT

2Λ2V
[ ]

2
‖

2

F

≤ pβ
4‖Λ2‖

2
F = pβ

4∑
p

i = k+1
λ2

i

≤ pβε
4 ( 14)

于是就得到了 E［( ΔV̂ － ΔV) 2］的上界，即得

到了ΔV 与ΔV̂ 的均方误差的上界． 最重要的是，从

式( 14) 还可以看出，当∑
p

i = k+1
λ2

i 比较小时，即容差 ε

比较小时，采用投影降维技术得到的期权组合价

值变化ΔV̂ 比较接近于 ΔV，即由式( 10) 得到的ΔV̂

能够减少市场风险因子的维数而对期权组合价值

变化的信息又没有太大的损失．

因此，给定容差 ε 的值，由式( 8) 可确定降低

的维数，可用式( 10) 中的ΔV̂ 结合快速卷积方法

进行数值计算，从而求得基于投影降维技术的期

权组合 VaR 值． 下面讨论如何把快速卷积方法引

入到 式 ( 10) 进 行 数 值 计 算，求 得 期 权 组 合

VaR 值．

3 快速卷积方法

快速卷积法的基本思想是假定组合中各市场

风险因子的分布，利用把连续问题离散化的思想，

把各市场风险因子的概率密度函数离散化，再利

用概率分布的快速傅立叶变换计算出期权组合价

值变化分布的分位点附近的概率，然后通过线性

插值法计算出相应的 VaR 值．

快速卷积方法进行数值计算的优点在于卷积

计算涉及到市场风险因子的边缘分布，这将允许

边缘分布的建模与它们的相关结构分开来考虑，

大大简化了对联合随机过程的估计问题，避开了

多元厚尾分布情形下得到期权组合价值变化的矩

母函数解析表达式的困难; 另外，现有的研究在市

场风险因子为多元 t － 分布情形时进行期权组合
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VaR 值计算时，都假设所有的市场风险因子分布

具有一样的自由度( 可见文献［17 － 18］) ，事实

上，不同市场风险因子分布的厚尾程度不一样，自

由度也应不同，而把快速卷积方法引入到式( 10)

进行数值计算时，市场风险因子的厚尾特征用 t －
分布来描述时，可允许不同市场风险因子分布对

应不同自由度条件下计算出期权组合 VaR 值． 这

对多元 t － 分布情形的期权组合 VaR 数值计算研

究方面有很大的突破．
对式( 10) 进行变换，可得

ΔV̂( Z1 ) = Φ +∑
k+1

i = 1
( a'i zi +

λ'i
2 z2i ) =

Φ +∑
k+1

i = 1
πi ( zi ) ( 15)

其中: a'i ( i = 1，2，…，k + 1) 对应 k + 1 维向量［a1，

‖a2‖2］第 i个分量; λ'i ( i = 1，2，…，k) 为 k × k对

角矩阵 Λ1 的对角线元素，λ'k+1 = vT1Λ2v1，πi = a'i zi
+ λ'i z

2
i /2．

从式( 15) 中，可以看到ΔV̂ 变换成了 k + 1 个

随机项 πi 和一个常数项的和． 如果知道了ΔV̂ － Φ
的分布函数，那么期权组合的 VaR 值就能够根据

ΔV̂ － Φ的分布得到．

如果假设式( 15) 中的 πi 两两相互独立，它

的概率密度函数可以由卷积公式表示出． 如果

pπi
( z) 表示 πi ( i = 1，2，…，k + 1) 的概率密度函

数，则ΔV̂ － Φ的概率密度函数为

pΔV̂－Φ = pπ1* pπ2* …* pπk+1
( 16)

其中 * 表示各 πi 的概率密度函数之间的卷积．
3． 1 二次随机变量的概率密度函数

假设式( 15) 中的风险因子 zi 的概率密度函

数为 pi，式( 15) 中的组合二次随机变量πi =a'i zi +

λ'i z
2
i /2． 利用随机变量函数的分布性质，则很容易

推导出 πi 的概率密度函数 pπi
． 让 z + ( u) 、z － ( u)

分别表示方程πi ( z) － u = 0 的两个根，即当 a'2
i +

2λ'iu≥ 0 时，有

z ± ( u) =
－ a'i ± a'2

i + 2λ'i槡 u
λ'i

( 17)

又因为πi 关于 zi 是连续可微的，当a'2
i +2λ'iu≥

0，则有

pπi
( u) =pi［z+ ( u) ］［z+ ( u) ］'－pi［z－ ( u) ］［z_( u) ］'

=
pi［z + ( u) ］+ pi［z － ( u) ］

( a'2
i + 2λ'iu) 1 /2 ( 18)

其中［z + ( u) ］'、［z － ( u) ］' 分别表示 z + ( u) 、z －
( u) 的导数．

最后，可得到 πi 的概率密度函数为

pπi
( u) =

0， 当 a'2
i + 2λ'iu ＜ 0

pi［z + ( u) ］+ pi［z － ( u) ］

( a'2
i + 2λ'iu) 1 /2 ，

当 a'2
i + 2λ'iu≥










0

( 19)

从式( 19) 可看出，假设预先知道风险因子 zi
的概率密度函数，则该风险因子对应的二次随机

变量 πi 的概率密度函数可由式( 19) 得到，进而

反映期权组合价值变化的ΔV̂ － Φ 的概率密度函

数可由卷积公式( 16) 给出，最后可得到期权组合

的 VaR 值．
3． 2 离散傅立叶变换

为了近似ΔV̂ －Φ的概率密度函数，对πi 的概

率密度函数 pπi 进行离散傅立叶变换，利用卷积定

理，可得

pπ1* pπ2* …* pπk+1
= (∏

k+1

i = 1
p⌒πi

)  ( 20)

其中，函数 f⌒ 表示傅立叶变换，f 表示傅立叶逆变

换． 下面讨论如何通过离散傅立叶变换得到期权

组合的 VaR 值．
对任一区间［－ a，a］，设定有 N 个端点，第 j

个端点的位置满足 ξ j = － a + jh( j = 0，1，…，N －
1，h = 2a /N) ． 利用单位脉冲函数( δ 函数) 把 pπi

离散，即

pπi ≈ PD
i = h∑

N－1

j = 1
pj
iδ j ( 21)

其 中: pD
i 为 πi 的 离 散 概 率 密 度 函 数，pj

i =
1
h ∫

ξj +h /2

ξj －h /2
pπi

( u) du; δ j 为单位脉冲函数． 在本文进行

数值计算时，第 1 个端点原来的积分区间为［－ a
－ h /2，－ a + h /2］，为了计算方便，取区间［－ a，

－ a + h /2］∪［ a － h /2，a］作为第一个端点

的区间．
由式( 20) 可知，可先对 pπi 进行离散傅立叶
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变换( i = 1，2，…，k + 1) ，再把得到的结果相乘，

最后进行离散傅立叶逆变换计算出反映期权价值

变化的ΔV̂ －Φ的概率密度函数 p
ΔV̂－Φ

; 即只要区间

［－ a，a］足够大，利用卷积定理，化卷积运算为乘

积运算，能够用下式近似表达出ΔV̂ － Φ的概率密

度函数

p
ΔV̂－Φ

= pπ1* pπ2* …* pπk+1

≈ pD
ΔV̂－Φ

= h∑
N－1

j = 0
pjδ j ( 22)

Pj = ( － 1) j［( k+1) －1］h ( k+1) －1∏
k+1

i = 1
Pj

i

其中: pD
ΔV̂－Φ 表示ΔV̂ － Φ的离散概率密度函数; 序

列{ Pj} N－1
j = 0 为定义在ΔV̂ － Φ 的离散概率密度函数

pD
ΔV̂－Φ 上的序列{ pj}

N－1
j = 0 的离散傅立叶变换系数; 序

列{ Pj
i}

N－1
j = 0 为定义在πi 的离散概率密度函数 pD

i 上

的序列{ pj
i}

N－1
j = 0 的离散傅立叶变换系数．

3． 3 计算期权组合的 VaR 值

由式( 22) 可知，反映期权价值变化的ΔV̂ － Φ

的概率密度函数为 pD
ΔV̂－Φ

= h∑
N－1

j = 0
pjδ j，由此，可得到

每个端点 ΔV － Φ的累积分布函数，即

P
ΔV̂－Φ

( ξl ) = h
p0
2 + h∑

l

j =1
pj，l = 1，2，…，N － 1

P
ΔV̂－Φ

( ξN) = P
ΔV̂－Φ

( a) = hp0 + h∑
N－1

j =1
pj ( 23)

其中，p0 为第1 个端点ΔV̂ －Φ的概率密度函数． 式

( 23) 中端点以 ξl 的累积分布函数 P
ΔV̂－Φ

( ξl ) 表达

式中 第 1 项 为 hp0 /2，ξN 的 累 积 分 布 函 数

P
ΔV̂－Φ

( ξN ) 表达式中第 1 项为 hp0，这是因为第 1

个端点对应的区间［－ a，－ a + h /2］∪［a － h /2，

a］，计算时分配半个区间给左端点 － a，分配半个

区间给右端点 a．

由于ΔV̂ － Φ的累积分布函数是个增函数，那

么在给定的置信水平1 － α下，找到第 l个端点，使

得成立

P
ΔV̂－Φ

( ξl ) ≤ 1 － α≤ P
ΔV̂－Φ

( ξl +1 )

然后，通过线性插值法得到

Ll－α = ξl + h ( 1 － α) － P
ΔV̂－Φ

( ξl )
P
ΔV̂－Φ

( ξl +1 ) － P
ΔV̂－Φ

( ξl
[ ]

)

在给定的置信水平1 － α下，则该期权组合对应的

VaR 值为 VaR = － ( L1－α + Φ) ，其中

Φ = ∑
p

i = l

槇Θi + 槇ΔTμ + 1
2 μ

T槇Γμ

4 数值结果与分析

现有一金融机构在2008 年12 月10 日持有一

投资组合，该组合由 13 只权证构成( 组合中每个

权证持有 1 份) ，它们分别是武钢 CWB1、深高

CWB1、上汽CWB1、赣粤CWB1、中远CWB1、石化

CWB1、上港CWB1、青啤CWB1、国电CWB1、康美

CWB1、宝钢 CWB1、葛洲 CWB1 和江铜 CWB1，这

13 只权证有关数据 及 对 应 的 标 的 股 票 价 格 在

2008 年 12 月 10 日收盘价 S0 见表 1，数据来源于

RESSET 金融研究数据库 http: / /www． resset． cn．

在计算过程中，对于标的股票的扩股、分红等影

响，各个权证将使用离上一个调整日最近的执行

价格和 执 行 比 例，一 年 期 无 风 险 利 率 设 定 为

0. 022 5，另外，标的股票的日回报采用对数差分

计算． 13 只权证对应的标的股票日对数回报的协

方差矩阵估计采用 Alexander［19］ 提出的多元 O －
GARCH 模型来估计． 而 Delta、Gamma、Theta 等金

融参数值采用陈荣达［20］ 提出的基于 t 分布的外

汇期权定价模型变式而得，计算时并假设 1 年中

有 252 个交易日，各只权证相应的 Delta、Gamma、
Theta 等金融参数值见表 2，其中权证对应的标的

股票日对数回报厚尾特征用 t 分布来描述，t 分布

的自由度在 Layron 等［21］ 研究的基础上使用矩估

计法得到． 数值计算给定的容差是 ε = 2 × 10 －6 ．

由表2的数据及估计出的这13只权证对应的

标的 股 票 日 对 数 回 报 的 协 方 差 矩 阵，运 用

MATLAB7． 6 软件，可得到式( 5) 中的对角矩阵

Λ，即可得到对角矩阵 Λ 的对角线元素的值 λ1，

…，λ13 见表 3．
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表 1 各权证及对应的标的股票的收盘价 S0
Table 1 Each warrant and the closing price S0 of corresponding underlying stock

权证

代码

权证

简称

标的

资产

标的

代码
类别

行权

方式
起始日 行权日 行权价

行权

比例
S0

580013 武钢 CWB1 武钢股份 600005

580014 深高 CWB1 深高速 600548

580016 上汽 CWB1 上海汽车 600104

580017 赣粤 CWB1 赣粤高速 600269

580018 中远 CWB1 中远航运 600428

580019 石化 CWB1 中石化 600028

580020 上港 CWB1 上港集团 600018

580021 青啤 CWB1 青岛啤酒 600600

580022 国电 CWB1 国电电力 600795

580023 康美 CWB1 康美药业 600518

580024 宝钢 CWB1 宝钢股份 600019

580025 葛洲 CWB1 葛洲坝 600068

580026 江铜 CWB1 江西铜业 600362

认购 欧式

2007 － 04 － 17 2009 － 04 － 10 9． 58 1 6． 48

2007 － 10 － 30 2009 － 10 － 23 13． 48 1 5． 53

2008 － 01 － 08 2009 － 12 － 31 26． 97 1 6． 5

2008 － 02 － 28 2009 － 02 － 16 20． 53 1 8． 94

2008 － 02 － 26 2009 － 08 － 19 40． 38 0． 5 7． 41

2008 － 03 － 04 2010 － 02 － 25 19． 68 0． 5 8． 44

2008 － 03 － 07 2009 － 03 － 02 8． 4 1 4

2008 － 04 － 18 2009 － 10 － 13 28． 32 0． 5 20． 2

2008 － 05 － 22 2010 － 05 － 17 7． 5 1 6． 02

2008 － 05 － 26 2009 － 05 － 19 10． 77 0． 5 8． 66

2008 － 07 － 04 2010 － 06 － 28 12． 5 0． 5 5． 62

2008 － 07 － 11 2010 － 01 － 04 9． 19 0． 5 9． 3

2008 － 10 － 10 2010 － 10 － 04 15． 44 0． 25 13． 26

注: S0 为 13 只权证对应的标的股票价格在 2008 年 12 月 10 日收盘价．

表 2 各权证相应的 Delta、Gamma、Theta 值及标的自由度

Table 2 Delta，Gamma，and Theta values of corresponding warrants and degrees of freedom of the underlyings

权证简称 Delta Gamma Theta 对应标的自由度

武钢 CWB1 0． 312 0 0． 106 4 － 1． 713 6 5． 249 3

深高 CWB1 0． 187 9 0． 069 2 － 0． 608 5 4． 936 3

上汽 CWB1 0． 119 6 0． 035 4 － 0． 536 0 4． 959 1

赣粤 CWB1 0． 002 7 0． 003 3 － 0． 049 9 5． 027 2

中远 CWB1 0． 195 9 0． 048 3 － 1． 140 3 4． 999 6

石化 CWB1 0． 079 8 0． 042 7 － 0． 215 3 5． 161 2

上港 CWB1 0． 023 7 0． 041 7 － 0． 159 3 5． 026 3

青啤 CWB1 0． 109 6 0． 028 7 － 0． 731 4 5． 294 7

国电 CWB1 0． 603 6 0． 069 0 － 0． 785 6 5． 279 5

康美 CWB1 0． 067 9 0． 058 8 － 0． 324 6 5． 059 7

宝钢 CWB1 0． 115 5 0． 078 1 － 0． 160 3 5． 042 9

葛洲 CWB1 0． 389 8 0． 091 7 － 0． 765 1 4． 900 2

江铜 CWB1 0． 347 8 0． 080 6 － 0． 475 4 5． 089 3
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表 3 对角矩阵 Λ 的对角线元素的值

Table 3 The values of diagonal elements in the diagonal matrix Λ

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7

0． 014 765 0． 002 631 0． 001 891 0． 001 253 0． 001 071 0． 000 786 0． 000 67

λ8 λ9 λ10 λ11 λ12 λ13

0． 000 531 0． 000 402 0． 000 282 0． 000 237 0． 000 149 0． 000 081 9

注: 对角矩阵 Λ 的对角线元素 λ1，…，λp 按照 | λi |≥| λi+1 | ( i = 1，…，13) 进行排序．

由表 3 的数据及给定的容差 ε，式( 8) 中的 ε
取 2 × 10 －6，当 k = 5 时，可得到

∑
13

i = k+1
λ2

i = 1. 674 9e － 006 ＜ ε = 2 × 10 －6

由上式可知，降维时使用前面的 5 个风险因

子代表变化来解释由 13 个风险因子组成的权证

组合的价值变化，在此基础上，并运用快速卷积方

法进行计算该权证组合的 VaR 值． 在标的股票日

对数回报厚尾特征用 t 分布描述情形下，运用投

影降维技术，利用 MATLAB7． 6 软件，可分别计

算出 在 90%、91%、92%、93%、94%、95%、96%、
97%、98%、99% 置信水平下的该权证组合当前

头寸的 1 日 VaR 值，得到结果见表 4 和图 1．
为了便于比较，表 4 和图 1 中还列出了 13 个

风险因子组成的权证组合在 t 分布情形下的快速

卷积方法( 即没使用降维技术) 得到的以上各置

信水平下的该权证组合当前头寸的 1 日 VaR 值，

以及13 个风险因子的权证组合在 t 分布情形下的

Monte Carlo 方法模拟 50 000 次得到的以上各置

信水平下的该权证组合当前头寸的 1 日 VaR 值．
另外，表5分别列出了以上3种方法即投影降

维技术、快速卷积方法和 Monte Carlo 模拟方法计

算所有置信水平下的该权证组合 VaR 值的运行

时间．
表 4 3 种方法计算该权证组合当前头寸的 1 日 VaR 值的比较

Table 4 Comparison of the obtained one － day VaR of the current position of warrants portfolio using three methods

方法
风险因子 t 分布情形下的投影降维

技术( 5 个风险因子)

风险因子 t 分布情形下的快速卷积

方法( 13 个风险因子)

风险因 子 t 分 布 情 形 下 的 Monte
Carlo 方法( 13 个风险因子)

1 日 － 90% 的 VaR － 10． 199 － 10． 196 － 10． 192

1 日 － 91% 的 VaR － 10． 238 － 10． 234 － 10． 233

1 日 － 92% 的 VaR － 10． 281 － 10． 278 － 10． 279

1 日 － 93% 的 VaR － 10． 33 － 10． 326 － 10． 332

1 日 － 94% 的 VaR － 10． 386 － 10． 382 － 10． 389

1 日 － 95% 的 VaR － 10． 452 － 10． 448 － 10． 454

1 日 － 96% 的 VaR － 10． 533 － 10． 53 － 10． 531

1 日 － 97% 的 VaR － 10． 638 － 10． 635 － 10． 632

1 日 － 98% 的 VaR － 10． 789 － 10． 786 － 10． 792

1 日 － 99% 的 VaR － 11． 058 － 11． 054 － 11． 056

注: 上表中快速卷积法的离散点数为 2 048 个，离散区间为［－ 18，18］; Monte Carlo 模拟方法得到的 VaR 值是经模拟 50 000 次得到．
表 5 三种方法计算该权证组合 VaR 值运行时间比较

Table 5 Comparison of the run time to calculate the VaR of
warrants portfolio with three methods

方法 运行时间 / s

风险因子 t 分布情形下的投影降维技术 2． 964

风险因子 t 分布情形下的快速卷积方法 37． 16

风险因子 t 分布情形下的 Monte Carlo 方法 123． 37

注: 数值计算时使用的计算机 Lenovo Thinkpad T400 的硬盘
为 200G，内存为 1G

从表 4 和图 1 可以看出，在市场风险因子 t 分

布情形下，投影降维技术、快速卷积方法和 Monte
Carlo 模拟方法得到的 VaR 值相差不大，而 Monte
Carlo 模拟方法能较好处理非线性问题，并且估算

精度较高，说明投影降维技术、快速卷积方法都达

到了 Monte Carlo 方法估算精度． 但从表 5 比较投

影降维技术、快速卷积方法和 Monte Carlo 模拟方

法运行时间可以 看 出，投 影 降 维 技 术 与 Monte
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Carlo 模拟方法的运行时间相差两个数量级左右，

快速卷积方法与 Monte Carlo 模拟方法的运行时

间相差一个数量级左右，即使用投影降维技术、快
速卷积方法运行时间明显少于 Monte Carlo 模拟

方法，其中投影降维技术的运行时间最少，说明

在估算精度相差不大的前提下，投影降维技术

计算速度明显快于快速卷积方法，而快速卷积

方法计算速度又明显快于 Monte Carlo 模拟方

法，即投影降维技术计算效率高于快速卷积方

法，快速卷积方法计算效率高于 Monte Carlo 模

拟方法，这是因为投影降维技术用前面 5 个主要

风险因子变化来解释由 13 个风险因子组成的权

证组合的价值变化，并运用快速卷积方法进行

计算该权证组合的 VaR 值，大大减少了计算工

作量，而 Monte Carlo 模拟方法需要产生大量的

样本，这增加了计算时间和工作量，影响了计算

效率．
另外，为了判断投影降维技术、快速卷积方法

和 Monte Carlo模拟方法得到的VaR值的准确度，

本文进行一段时间动态 VaR 的 Backtesting 检验，

采用了 Kupiec［22］ 提出的似然比率检验方法． 该

方法主要用于检验 VaR 计算结果对实际损失的

覆盖程度，用于说明模型是否准确． 当实际损失值

超过 VaR 的估计时，记为一次失败，而实际损失

值低于 VaR 值，则记为成功． 假定 VaR 估计具有

时间独立性，则失败观察的结果代表了一系列独

立的贝努里试验． 原假设 H0 : p = α 成立( 1 － α 为

置信水平) ，那么该种 VaR 估计方法是可行的． 检

验样本的空间为该权证组合从 2008 年12 月10 日

至 2009 年5 月10 日的数据． 表6 列出了Kupiec检

验所得到的似然比( LR) ( 如果 LR ＞ X2
α ( 1) ，则拒

绝这一原假设) ．

图 1 投影降维技术、快速卷积方法和 Monte Carlo 模拟方法得到的 VaR 值对比

Fig． 1 Comparison of the obtained VaR using projection dimension reduction technique，fast convolution method and

Monte Carlo simulation method

表 6 95% 置信度下 Kupiec 检验指标值

Table 6 Index value of Kupiec test under 95% － confidence level

方法 似然比( LR)

风险因子 t 分布情形下的投影降维技术( 5 个风险因子) 1． 407 707*

风险因子 t 分布情形下的快速卷积方法( 13 个风险因子) 1． 407 707*

风险因子 t 分布情形下的 Monte Carlo 方法( 13 个风险因子) 0． 636 401*

注: * 表示接受原假设，x20． 05 ( 1) 为 3． 841 5．

从表 6 可以看出，以上 3 种方法都通过了 Ku- piec 检验，即接受原假设，从而说明投影降维技术、
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快速卷积方法、Monte Carlo 模拟方法得到的 VaR 值

的准确度都是可行的，但投影降维技术计算效率明

显优于快速卷积方法和 Monte Carlo 方法．

5 结束语

当期权组合包含市场风险因子数目很大时，

计算期权组合 VaR 值的时间和工作量随着市场

风险因子数目的增加而迅速增加． 为此，本文引入

投影降维技术，在期权组合价值变化二次近似模

型基础上实行降维，从而减少市场风险因子的维

数而对期权组合价值变化的内容又没有太大的损

失，在此基础上，假设市场风险因子厚尾特征用 t
分布来描述，引入了快速卷积方法得到期权组合

的 VaR 值． 数值结果表明，投影降维技术能够达

到与快速卷积方法、Monte Carlo 方法差不多的估

算精度，但投影降维技术计算效率明显优于快速

卷积方法、Monte Carlo 方法，计算时间和计算工

作量明显减少．
可见，投影降维技术非常适合高维的投资组

合，能够大大节约计算时间，又不损失期权组合价

值变化的信息．
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Nonlinear VaR model of options portfolio based on projection dimension re-
duction technique

CHEN Rong-da1，2，LV Yi2
1． School of Management，Zhejiang University，Hangzhou 310058，China;

2． School of Finance，Zhejiang University of Finance and Economics，Hangzhou 310018，China

Abstract: To obtain VaR of options portfolio with many dimensions，the calculation time and effort increases
rapidly when market risk factors increase． For this reason，the paper introduces a projection dimension reduc-
tion technique to compute VaR of the options portfolio，which uses a few risk factors to explain the total risk of
the options portfolio with many dimensions． Moreover，the paper combines it with a fast convolution method，

and establishes nonlinear VaR model of options portfolio based on projection dimension reduction technique
with market risk factors having heavy-tailed distributions． As a result，the computation time and effort have
been largely reduced，however，the information of the change in the options portfolio value has almost not been
lost． Numerical results show that computational accuracy using projection dimension reduction technique is
slightly different with that of fast convolution method or Monte Carlo simulation method． However，projection
dimension reduction technique is more efficient than the fast convolution method or Monte Carlo simulation
method of calculation，as its computation time and effort are significantly reduced．
Key words: options portfolio; nonlinear VaR; projection dimension reduction technique; fast convolution

method; t distribution
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