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面向多极值质量特性的过程参数全局优化研究
①

崔庆安
( 郑州大学管理工程研究所，郑州 450001)

摘要: 对于作用关系复杂，而且质量特性拥有多个极值的制造过程，现有质量改进方法只能实
现参数的局部优化，产品质量仍有较大改进空间． 本文采用支持向量机( SVM) 作为复杂作用
关系过程的近似模型，提出基于支持向量聚类( SV) 与序列二次规划( SQP) 的参数全局性优化
方法．首先建立了复杂过程的 SVM近似模型; 而后根据 ε管道理论，通过对聚类过程谱系图的
分析，确定了聚类的最小相似度水平及合适的聚类数目，将过程各极值点邻域内的支持向量分
别聚为一类;最后由各聚类中心出发，并行进行 SQP寻优以发现过程的多个极值．仿真研究表
明，所提方法能够全面反映过程的极值分布，实现参数的全局性优化;寻优结果与实际极值的
绝对偏差及相对偏差的平均值分别为 0． 15 和 1． 28%，并且偏差的大小与过程极值的数目无
关，说明方法具有较高的精确度和稳定性;此外，通过支持向量聚类，不仅保证了 SQP 寻优结
果对于过程全部极值的遍历性，而且将寻优的次数降低了 50%以上，提高了寻优效率．
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0 引 言

制造业中，控制和调整合适的过程参数可以

得到期望的输出质量特性，因此过程参数优化是

提高产品质量的重要途径之一． 随着技术不断进

步，在机械电子、医药化工等行业出现了大量复杂

的制造过程［1］，其输出的质量特性呈多极值分

布，而且过程参数与质量特性高度非线性相关，但

是对其物理或工程机理不甚明晰． 上述特性对于

过程参数优化提出了新要求． 例如，对于某类化工

生产过程，最终产品的收率有多个极值点，在不同

极值处，过程参数值( 包括溶液的添加量、反应温

度、反应时间) 差异较大，导致生产成本也差异较

大． 如果能够发现收率的多极值分布情况，综合考

察收率与成本，进而确定合适的过程参数值，即可

实现效益的最大化; 再如，对于产品质量波动较大

的过程，如果能够发现质量特性均值与方差的多

极值分布情况，在均值达到目标与方差最小之间

实现折中，提高过程的稳健性，比单纯性地优化质

量特性均值更具实际意义． 总的来说，如何能够尽

可能真实地描述过程作用关系，探究过程质量特

性的多极值分布情况，进而实现过程参数的全局

性优化，成为制造业迫切需要解决的问题．
对于没有具体作用关系模型的过程，参数优

化的主要方法是基于实验设计( design of experi-
ments，DOE) 的过程建模和寻优［2］． 常用的方法

包括因子实验［3］、响应曲面法［4 － 5］、均匀设计［6］、
正交实验［7］等，但是由于多项式拟合模型及寻优

策略的限制，此类方法较好适用于单极值过程，很

难在可行域全局内描述质量特性的多极值分布．
近年来，研究者开始利用非参数模型来近似过程

的复杂作用关系［8］，包括核函数回归［9 － 10］、人工

神经网络［11 － 12］、局部多项式回归［13］、Kriging 模

① 收稿日期: 2010 － 12 － 02; 修订日期: 2011 － 06 － 17．
基金项目: 国家自然科学基金重点资助项目( 70931004) ; 国家自然科学基金资助项目( 71171180) ; 河南省高等学校青年骨干教师计划资

助项目( 2012GGJS － 020) ．
作者简介: 崔庆安( 1974—) ，男，山西襄垣人，博士，副教授． Email: cuiqa@ zzu． edu． cn



型［14 － 15］等等． 此类方法需要大的样本量才能保证

模型性能，但是由于时间及成本的约束，实验设计

所得样本量通常较少． 此外，非参数模型的解析形

式高度复杂，给最终的过程寻优带来较大困难． 为

改进上述不足，研究者［16 － 17］提出基于支持向量机

( support vector machine，SVM) ，面向复杂作用关

系制造过程的全局性建模方法． 研究表明，该方法

不仅可以在全局范围内描述过程的复杂作用关

系，而且建模所需样本量最少; 另一方面，SVM 模

型的解析形式相对简单，且处处可导，有利于应用

各类优化算法进行寻优． 但是，前期研究侧重于过

程建模，尚未涉及如何对模型进行寻优以实现参

数全局性优化的问题． 而现有关于最优化方法的

研究，例如基于梯度信息［18］的最速下降法、牛顿

法，基于计算智能［19］的模拟退火算法、遗传算法

等，研究者在改善寻优结果［20］、拓展应用领域［21］

等方面做了大量工作． 但是仍然是以如何发现模

型的单一极值( 即所谓的全局最优) 为目标，无法

反映过程的多极值分布，也无法实现参数的全局

性优化． 本文在前期研究［16］的基础上，研究如何

基于已建立的 SVM 模型，利用约束最优化算法，

实现复杂作用关系过程的全局性优化参数． 首先

简要回顾了基于 SVM 的全局性建模方法，而后分

析复杂作用关系过程的参数全局性优化的特点，

研究 SVM 模型中支持向量与质量特性极值的对

应分布关系，提出基于支持向量聚类与序列二次

规划的过程寻优与参数全局性优化方法; 最后通

过仿真研究验证了方法的正确性与有效性．

1 理论简介

1． 1 统计学习理论与支持向量机

统计学习理论及 SVM 技术［22］目前被广泛应

用于模式识别［23］、建模与预测等领域［24］． 按照应

用类型不同，可以分为支持向量分类机和支持向

量回归机． 设过程输入 x = ［x1，x2，…，xm］
T 与输

出 y 之间存在某种未知的依赖关系 f( x* ) 或联合

概率分布 F( x，y) ，n 个独立同分布的样本为

S = { ( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，…，( xn，yn ) } ( 1)

回归 估 计 就 是 根 据 式 ( 1) 寻 找 某 个 实 值 函 数

f( x) ，而后用 ŷ = f( x) 来估计输入 x 所对应的输

出值 y． 统计学习理论认为，在寻找最优的 f( x)

时，应保证它对于未知样本的预测风险最小，该预

测风险为

R = ∫L( y，f( x) ) dF( x，y) ( 2)

其中 L( y，f( x) ) 为损失函数，一般将其定义为不

敏感参数 ε( ε ＞ 0) ，即

L( y，f( x) ) = | y － f( x) | ε

=
0， | y － f( x) |≤ ε

| y －f( x) | －ε，| y －f( x) | ＞{ ε

( 3)

SVM 是统计学习理论的实现工具，在 SVM
中，实值函数 f( x) 的一般形式为

f( x) = wT( x) + b ( 4)

其中: T( x) 为某一非线性变换函数; w，b 可以通

过求解如下的最优化问题来得到

min
α*

1
2∑

n

i，j = 1
( a*

i － ai ) ( a*
j － aj ) k( xi，xj ) +

ε∑
n

i = 1
( a*

i + ai ) －∑
n

i = 1
yi ( a

*
i － ai ) ( 5)

s． t．∑
n

i = 1
( ai － a*

i ) = 0

0 ≤ ai，a
*
i ≤ C，i = 1，2，…，n

其中，k( xi，xj ) = T( xi ) T( xj ) ，称 k( xi，xj ) 为核函

数，用以简化非线性变换后的高维计算，常用的有

高斯径向基核、多项式核、傅立叶核等． C 称为惩

罚参数，且有 C ＞ 0．
求解式( 5) ，可以在模型的拟合性能与推广

能力之间取得折中，从而得到最小的预测风险． 式

( 5) 的最优解为

( a，a* ) = ( a1，a*
1 ，a2，a*

2 ，…，an，a
*
n ) ( 6)

计算 w =∑
n

i = 1
( a*

i － ai ) k( xi，x) ，选择位于区

间( 0，C) 中的 ai 或 a*
i ，计算

b = yj －∑
n

i = 1
( a*

i － ai ) k( xi，x) － ε ( 7)

则 f( x) 变为

f( x) = ∑
n

i = 1
( a*

i － ai ) k( xi，x) + b ( 8)

式( 8) 即为关于样本集 S 的 SVM 拟合方程．
其中，ai ≠ 0 或 a*

i ≠ 0 所对应的样本 xi 称为支持

向量，其余样本称为非支持向量．
在统计学习理论中，ε 管道模型［22］ 描述了式
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( 3) 中 ε与支持向量的关系． 根据式( 3) ，在精度 ε
下，用函数 f( x) 去拟合未知依赖关系 f( x* ) ，有

f( x* ) ≤ f( x) ± ε，从几何上来看，就是 f( x* ) 处

于以 f( x) 为轴线的，直径为 ε 的弹性管道内，而

该管道的弹性规律就是核函数 K( xi，x) ． 要构造

f( x) ，就是把 f( x* ) 套在管道中． 而管道在趋于平

坦的过程中，会接触到 f( x* ) 的一些点，这些点阻

止了管道的进一步变化，支撑了管道的形状，而此

时管道的轴线就定义了 f( x* ) 的 ε 逼近 f( x) ，而

支撑点处的坐标则对应着支持向量样本．
1． 2 基于 SVM 的全局性建模方法

设 x = ［x1，x2，…，xm］
T 代表制造过程参数的

组合，y 代表过程输出质量特性的值． 则可以采用

如下的方法来得到 SVM 拟合方程．
步骤 1 采用均匀空间网格的实验设计方法

获取式( 1) 所示的样本集 S;

步骤 2 估计过程误差 σP ;

步骤 3 选择 Gauss 函数

K( x，x') = exp － ‖x － x'‖2

2σ( )2

作为式( 5) 的核函数，根据 σP 和样本集 S，并由文

献［16］的方法确定参数 σ，不敏感参数 ε、惩罚参

数 C 的值;

步骤 4 利用样本集 S 和 ε、C 进行 SVM 拟

合，得到拟合方程( 8) ，计算拟合误差、预测误差．

2 过程参数全局性优化方法研究

2． 1 基于 SVM 模型的参数全局性优化的问题

表述

根据样本集建立了拟合模型以后，参数优化

即转化为对拟合模型的寻优． 对多极值质量特性，

就是通过寻找拟合模型输出的全部极值 f( x* ) =
［x*1 ，x*2 ，…，x*k ］，得到其对应的输入向量 x* =
［x*1 ，x*2 ，…，x*k ］，也即是对应的参数值． 再结合 x
的可行域约束范围，参数优化问题即转换为一类

约束最优化问题，即( 以望大型问题为例)

max
 x*

f( x) = ∑
n

i = 1
( a*

i － ai ) k( xi，x) + b

s． t．
xmin ≤ x≤ xmax

ci ( x) ≥ 0; i = 1，2，…，{ m

( 9)

式中的 x* 表示需要求出目标函数中的所

有的局部极大值点，xmin、xmax 表示可行域的边界，

ci ( x) ≥0; i = 1，2，…，m 表示各参数之间的线性

及非线性约束． 显然，式( 9) 不同于现有一般意义

上的约束最优化问题． 现有最优化问题所提供的

优化结果均是单个的优化点，而且不一定是全局

最优点． 具体来说，式( 9) 通过寻找目标函数的全

部极值来保证得到全局性极值，同时多个极值也

提供了质量特性的全局性分布规律，有助于在产

品质量与制造成本之间取得折中，也有助于综合

考察各极值点处质量特性方差的分布情况，进而

实现稳健性设计．
进一步地，根据1． 2小节 SVM核函数的选择，

结合统计学习中的 ε 管道模型，式( 9) 所示的约

束最优化问题有如下两点特性．
1) 由于采用 Gauss 径向基核作为核函数，因

此式( 9) 的目标函数又可以写为

f( x) =∑
l

i =1
( α*

i － αi ) exp －
‖xi － x‖

2

2σ( )2
+ b

( 10)

其中，α*
i 、αi、σ、b 为参数，针对特定的样本集是固

定的，因此，该拟合方程是一系列不含未知参数，

关于 x 的指数函数的线性组合． 此外

‖xi － x‖
2 = ( xi1 － x1)

2 + ( xi2 － x2)
2 +

… + ( xim － xm) 2
( 11)

在 x 的可行域内连续，拥有高阶导数，因此拟合方

程( 9) 的目标函数在 x 的可行域内任意点处连

续，且存在梯度信息．
2) ε 管道模型指出，支持向量的样本点支撑

了 ε 管道的形状，进而确定了 ε 管道的轴线，而该

轴线就是拟合方程的曲面形状． 因此，支持向量分

布反映了曲面形状以及过程极值分布，或者说，在

过程极值附近存在着支持向量． 因此，对于式( 10)

中的支持向量样本 xi ( ai ≠0 或 a*
i ≠0 所对应的样

本) ，在其附近极有可能存在着过程的局部极值．
上述两特性有助于寻优算法的选择及寻优策

略的确定．
2． 2 全局性寻优算法的选择

求解约束最优化问题的方法，包括基于梯度

信息的确定性算法［18］ 和基于计算智能的随机性

算法［19］． 前者包括最速下降法、牛顿法、罚函数

法、序 列 二 次 规 划 法［25］( sequential quadratic
programming，SQP) 等，其特点是要求目标函数

—84— 管 理 科 学 学 报 2012 年 9 月



在其可行域内可导，优化时从某个初始点出发，根

据目标函数的梯度信息进行迭代运算，最终收敛

至某个极值点; 后者包括模拟退火算法、禁忌搜索

算法、遗传算法等，其特点是不需要目标函数的解

析表达式和梯度信息，根据某些准则，通过随机性

的搜索实现优化． 两类算法在应用中均存在一定

的局限性: 对于确定性的优化算法，初始迭代点对

于最终结果影响较大，如果初始点在某个局部极

值附近，那么算法可以很快收敛到该极值点，但无

法达到全局最优; 对于随机性的优化算法，虽然理

论上可以收敛至全局最优，但是算法参数( 例如

模拟退火中的温度参数、禁忌搜索算法中的禁忌

长度、遗传算法中的初始种群) 对最终寻优结果

影响较大，实际应用中很难得到最优的参数设置，

因此也不一定都收敛至全局最优．
对于式( 9) 所示的约束最优化问题，由于要

求寻找到目标函数的全部极值，因此要保证优化

算法寻优结果的遍历性，但是上述两类算法均是

以发现过程的单一极值为目标，并不能够满足发

现过程所有极值的研究，因此不能直接应用，需要

做进一步改进． 由于式( 9) 所示的目标函数的解

析形式明显，且在可行域内处处可导，存在梯度信

息，因此既可以采用确定性寻优算法，也可以采用

随机性寻优算法． 然而，随机性寻优算法虽然可以

在整个可行域内进行寻优，但是由于搜索准则的

随机性，不一定能够遍历可行域内的全部极值点;

而对于确定性搜索算法，虽然初始点附近的局部

极值会使寻优陷入局部最优，但这一局限性恰恰

有助于发现多个极值． 或者说，通过选择合适的初

始迭代点的集合，可使算法依次收敛于迭代点附

近的极值点，进而发现可行域内的多个极值． 综合

上述分析，可选择确定性的优化算法作为式( 9)

的寻优算法． 进一步地，SQP［26］ 是目前求解约束

优化的最为有效的确定性优化算法之一，在每次

迭代时，均利用原有约束构造一个较简单的近似

优化问题，由此修正当前迭代点，直至收敛至某个

点． 它具有迭代次数少，收敛速度快等优点，因此

可以作为基本优化算法并加以改进，以求解式

( 9) 所示的约束最优化问题．
2． 3 全局性寻优的实现

2． 3． 1 初始迭代点集合的确定
初始迭代点集合的确定对于寻找到目标函数

的全部极值具有关键影响． 根据 2． 1 小节中的分

析，在 SVM 模型的支持向量样本附近存在过程极

值的概率较大，这提示可以分别以各个支持向量

作为初始迭代点，再利用 SQP 算法发现其附近的

极值． 由于在过程极值附近均存在着一定数目的

支持向量，因此采用上述方法有助于发现可行域

内的全部极值． 此外，由于各支持向量不存在先后

关系，因此 SQP 算法可以并行进行，以缩短寻优

时间．
若支持向量的数量较多，则需要并行运行多

次 SQP 算法，耗时较多，因此需要提高算法效率．
进一步分析，如果在某个极值点附近存在多个支

持向量，那么以这些支持向量为起点进行寻优，都

将收敛至该极值点． 因此可以首先对支持向量集

合进行聚类预处理，将极值点附近的若干支持向

量聚为一类，形成若干个聚类，然后再以各聚类中

心为起点进行 SQP 寻优，这样既可以减少寻优次

数，又可以发现多个极值．
聚集分层聚类分析［27－28］ 可以作为实现这一

设想的工具，其基本原理是根据某些准则，将样本

集分为若干聚类，每个聚类中的样本具有较高相

似程度，而不同聚类之间的样本相似程度则较低．
聚类分析算法涉及到连接方式、相似度水平以及

聚类数目的确定． 根据质量优化及 SVM 拟合方程

的特点，这里采用欧氏距离来度量样本之间的距

离; 采用完全连接法，即由两个聚类中相距最远的

两个样本的距离来确定聚类与聚类之间的距离．
而对于最终聚集数目，则可以通过选择聚类的最

小相似度水平来确定．
具体来说，设过程有m个参数，采用均匀空间

网格实验设计获取样本，空间网格的最小间距设

为 dm． 对于过程的任一极值，将其投影在参数的

可行域上，在以其投影为中心的邻域内存在一系

列空间网格单元，而其中最小的单元长度就是

dm，此单元由 2m 个样本点包围而成，其中至多存

在 2m 个支持向量． 以这些支持向量的中心为起点

进行 SQP 寻优，将以较大的概率收敛至该极值

点． 因此，通过对聚类过程谱系图的分析，选择合

适的最小相似度水平，使最终形成的各聚类所含

支持向量的数目不大于 2m，这样既可以降低寻优

的迭代次数，又不至于错过各个极值．
例如图 1 所示的含有 2 个参数( 即 m = 2) 的
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过程等高线图( 相当于过程质量特性在参数的可

行域上的投影图) ，两个极大值点在参数的可行

域上的投影分别以“* ”表示． 可以看出，包含每

个极值点的投影的最小单元网格，均由 22 = 4 个

样本点组成． 或者说，在过程极值附近的较小的邻

域内，若这 4 个样本均为支持向量样本，则这些样

本点的中心，即为 SQP 算法的初始迭代点．

图 1 SQP 算法的初始迭代点的确定示意图

Fig． 1 Determination of initial iterating points in SQP

2． 3． 2 实现步骤
根据上述分析，提出基于 SVM 拟合方程的全

局性参数优化方法如下．
步骤 1 确定过程参数向量 x 的约束范围．
在实际制造过程的参数优化中，x 必须首先

满足可行域的约束，设 xmin，xmax 分别代表可行域

的上下限，则 x须满足 xmin≤ x≤ xmax，若各参数间

存在一定的约束条件，则 x 还应满足线性或非线

性约束条件 ci ( x) ≥ 0，i = 1，2，…，m;

步骤 2 根据质量特性优化的要求，拟合

SVM 方程，识别出样本集中的支持向量集合．
1) 对于望大型问题，由样本集( 1) 及 2． 2 的

步骤得到过程的 SVM 拟合方程，并识别出其中的

支持向量样本集合，其中支持向量的数目为 l 个

Ssv = { ( xsv1，ysv1 ) ，( xsv2，ysv2 ) ，…，( xsvl，ysvl ) }

( 12)

2) 对于望小型问题，在 样 本 集 ( 1) 中，首

先令

y'i = － yi，i = 1，2，…，n ( 13)

可将其转化为望大型问题

3) 对于望目型问题，设过程输出的质量特性

需达到的目标值为 T，令

y'i = － ( yi － T) 2，i = 1，2，…，n ( 14)

从而形成新的样本集 S'，即可将原有问题转

化为望大型问题．
步骤 3 结合 x 的约束条件，形成如下的约

束优化问题

max
 x*

f( x) =∑
l

i =1
( α*

i －αi ) exp －
‖xi－x‖

2

2σ( )2
+b

s． t．
xmin≤x≤xmax
ci ( x)≥0; i = 1，2，…，{ m

( 15)

式中，x* 表示需要寻找到过程所有的局部极大

值点．
步骤 4 对式( 14) 中 f( x) 的支持向量样本

集进行聚类分析，形成多个聚类，计算各聚类的几

何中心点．
1) 生成参加聚类的样本集． 对于 l 个支持向

量，则参加聚类的样本集 Csv 定义为

Csv = { ( xsvi，ysvi ) ，i = 1，2，…，l} ( 16)

2) 以欧氏距离 dij 来度量样本点与样本点之

间的距离，dij 的表达式为

dij = ［‖xsvi － xsvj‖
2 + ( ysv i － ysvj )

2］1 /2 ( 17)

此外，采用完全连接法来度量两个聚类之间的距

离，即以两个聚类中样本之间的最大距离作为两

个聚类之间的距离;

3) 利用聚集分层聚类法对 Csv 进行聚类分

析，根据聚类分析结果和谱系图，选择合适的最小

相似性水平，使得最终聚类中各聚类所包含的最

大样本数不超过 2m，由此得到 p 个聚类

Csv1，Csv2，…，Csvp ( 18)

4) 计算每个聚类 Csvi，i = 1，2，…，p 在 x维度

上的几何中心，然后以各几何中心为初始迭代点，

并行运行 SQP 算法，得到若干极值点;

5) 对 SQP 寻优得到的极值点进行分析，删除

其中重复的极值点，得到过程不同的极值点

Opt = { ( xopt1，yopt1) ，( xopt2，yopt2) ，…，( xoptk，yoptq) }

( 19)

3 案例研究

3． 1 算例介绍

选择一个较为复杂的仿真函数，通过对其寻
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优来考察方法的有效性． 假设过程输出的质量特

性 y( 望大型) 与参数 x = ［x1，x2］
T 存在如下关系

y = 2 + 4x1 + 4x2 － x21 － x22 +

θ1 sin( θ2x1 ) sin( θ2x2 ) + ε
( 20)

式中: θ1、θ2 为可变系数，用以改变过程的极值数

目; ε ～ N( 0，0. 012 ) ，为过程噪声; x = ［x1，x2］
T

代表参数的组合，且 xmin = ［－ 1，－ 1］T，xmax =
［1，1］T ． 图 2 分别给出了［θ1，θ2］ = ［2，2］，［θ1，

θ2］ = ［3，2. 5］，［θ1，θ2］ = ［4，3］的过程曲面形

状以及等高线图，其过程极大值的数目分别为 2、
5、8． 可以看出，这是 3 个典型的多极值过程．

( a) ［θ1，θ2］ = ［2，2］

( b) ［θ1，θ2］ = ［3，2. 5］

( c) ［θ1，θ2］ = ［4，3］

图 2 不同 θ 1、θ2时的过程曲面形状图及等高线图

Fig． 2 Surface and contour plots of processes with different θ 1、θ2

3． 2 评价指标

1) 绝对偏差 dxy ． 将寻优得到的极值点与过

程实际极值点之间的欧氏距离作为度量寻优效果

的绝对指标，即

dxy = ‖xopt － x* ‖2 + ( yopt － y* )槡 2 ( 21)

2) 相对偏差 Dy ( %) ． 为进一步考察方法的

效果，引入关于质量特性 y 的相对偏差指标

Dy = yopt － y*

y*
× 100% ( 22)

3) 偏差的比例指标 Px、Py． 由于

d2
xy = d2

x + d2
y ( 23)

于是可以令

Px =
d2
x

d2 × 100%

Py =
d2
y

d2 × 100{ %
( 24)

以考察在参数( x维度) 与质量特性( y 维度) 的偏

差占总偏差的比例，且有

Px + Py = 1 ( 25)

4) 标准泛化误差 SEP( %) ． 选择与质量特性

y 的度量无关的标准泛化误差( standard error of
prediction，SEP) 来评价模型的预测性能

SEP = 1
y
∑

l

i = 1
( ŷi － yi )

2

槡 l × 100% ( 26)

其中: l 代表样本量; ŷi 代表质量特性的估计值; yi

代表质量特性的实际值，y 代表所有质量特性实

际值的均值．
3． 3 仿真结果

对于图2所示的3种过程，为使建模的预测误

差 SEP 尽可能接近，各采用了 3 种间距的空间网

格进行建模，其样本量分别为( 36，49，64) ，( 49，

64，81) ，( 64，81，100) ． 表 1 给出了过程实际极值

y* 及其对应的参数值 x* ，不同样本量时的 dxy、
Dy、Px、Py ; 表2 给出了不同样本量时的 SEP 值，支

持向量数，聚类数，最小相似度水平，聚类后所减

少的 SQP 寻优次数的比率，dxy、Dy、Px、Py 的均值

及总均值．
为详细说明算法的聚类及寻优的实现过程，

对于［θ1，θ2］ = ［3，2. 5］的过程( 如图 2( b) 所

示) ，以样本量 n = 49 为例，表 3 给出了建模形成

的 40 个支持向量及对应的聚类类别，聚类中心，

相似度水平，以及聚类前后的寻优结果; 图 3 给出

了聚类过程的谱系图; 图 4 在过程等高线图上给

出了最终 15 个聚类的分布及其中心，寻优得到的

极值点的分布．
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表 1 不同 θ1、θ2 及不同样本量时过程的实际极值与寻优结果的偏差

Table 1 Actual extremes and corresponding optimization deviations with different θ1、θ2 and sample size

［θ1、θ2］ x* y*
dxy Dy (%) Px (%) Py (%) Dxy Dy (%) Px (%) Py (%) Dxy Dy (%) Px (%) Py (%)

n = 36 n = 49 n = 64

［2，2］
－ 0． 614 4 － 0． 614 4 9． 689 6 0． 25 1． 24 77． 41 22． 59 0． 12 1． 01 28． 75 71． 25 0． 10 0． 97 8． 01 91． 99

0． 189 4 0． 189 4 11． 797 0 0． 09 0． 66 30． 10 69． 90 0． 04 0． 32 9． 85 90． 15 0． 04 0． 37 1． 63 98． 37

［3，2． 5］

n = 49 n = 64 n = 81

－ 0． 819 2 － 0． 819 2 9． 613 3 0． 58 5． 85 5． 45 94． 55 0． 36 3． 54 8． 49 91． 51 0． 20 1． 97 13． 44 86． 56

－ 0． 821 0 0． 682 4 10． 131 6 0． 28 2． 65 10． 75 89． 25 0． 15 1． 33 20． 70 79． 30 0． 05 0． 17 88． 01 11． 99

0． 682 4 － 0． 821 0 10． 131 6 0． 30 2． 82 9． 03 90． 97 0． 13 1． 14 25． 39 74． 61 0． 06 0． 31 67． 98 32． 02

0． 683 9 0． 683 9 10． 651 0 0． 08 0． 18 93． 68 6． 32 0． 13 1． 09 13． 95 86． 05 0． 15 1． 42 2． 74 97． 26

－ 0． 069 3 － 0． 069 3 12． 976 1 0． 11 0． 87 0． 80 99． 20 0． 06 0． 46 0． 01 99． 99 0． 05 0． 40 0． 50 99． 50

［4，3］

n = 64 n = 81 n = 100

1． 000 0 1． 000 0 8． 595 5 0． 09 1． 10 0． 00 100． 00 0． 09 1． 10 0． 00 100． 00 0． 06 0． 67 0． 00 100． 00

－ 0． 930 5 － 0． 930 5 9． 874 1 0． 32 3． 11 9． 29 90． 71 0． 33 3． 23 8． 68 91． 32 0． 33 3． 18 8． 93 91． 07

－ 0． 2691 1． 0000 11． 0955 0． 20 1． 76 0． 00 100． 00 0． 07 0． 67 0． 06 99． 94 0． 09 0． 83 0． 00 100． 00

1． 000 0 － 0． 269 1 11． 095 5 0． 18 1． 62 0． 01 99． 99 0． 10 0． 86 0． 02 99． 98 0． 08 0． 73 0． 00 100． 00

－ 0． 931 7 0． 389 7 11． 574 2 0． 16 1． 27 18． 48 81． 52 0． 24 1． 96 8． 54 91． 46 0． 21 1． 80 2． 70 97． 30

0． 389 7 － 0． 931 8 11． 574 2 0． 17 1． 37 16． 39 83． 61 0． 25 2． 10 7． 58 92． 42 0． 20 1． 71 5． 02 94． 98

0． 390 2 0． 390 2 13． 276 5 0． 15 1． 10 2． 15 97． 85 0． 09 0． 65 1． 64 98． 36 0． 06 0． 48 0． 56 99． 44

－ 0． 271 0 － 0． 271 0 13． 651 0 0． 31 2． 27 0． 02 99． 98 0． 09 0． 65 0． 07 99． 93 0． 10 0． 75 0． 06 99． 94

表 2 不同 θ1、θ2 及不同样本量时的聚类及寻优结果的均值

Table 2 Averages of cluster and optimization with different θ1、θ2 and sample size

［θ1、θ2］ n
过程

极值数
SEP( %)

支持

向量数

最小相似

度水平( %)

聚类数( SQP

寻优次数)

聚类后 SQP 次

数的降低率(%)
dxy 均值 Dy 均值( %) Px 均值( %) Py 均值( %)

［2，2］

36 2 2． 46 32 62． 00 11 65． 63 0． 17 0． 95 53． 75 46． 25

49 2 1． 35 33 68． 10 13 60． 61 0． 08 0． 66 19． 30 80． 70

64 2 0． 94 41 73． 00 18 56． 10 0． 07 0． 67 4． 82 95． 18

［3，2．5］

49 5 2． 51 40 73． 57 15 62． 50 0． 27 2． 47 23． 94 76． 06

64 5 1． 79 46 70． 00 13 71． 74 0． 17 1． 51 13． 71 86． 29

81 5 1． 20 55 76． 00 23 58． 18 0． 10 0． 85 34． 53 65． 47

［4，3］

64 8 2． 49 54 76． 00 22 59． 26 0． 20 1． 70 5． 79 94． 21

81 8 1． 60 57 73． 00 22 61． 40 0． 16 1． 40 3． 32 96． 68

100 8 1． 25 61 83． 00 30 50． 82 0． 14 1． 27 2． 16 97． 84

总均值 60． 69 0． 15 1． 28 17． 92 82． 08

为了对比算法对于过程多极值的遍历性，表
4 给出了基于支持向量聚类的 SQP 算法、随机选

取初始点的 SQP 算法以及遗传算法最终寻优结

果的分布． 其中，随机选取初始点的 SQP 算法利

用均匀分布在可行域内随机产生初始迭代点． 遗

传算法以 SVM 拟合方程作为适应度函数，采用均

匀分布的方式在可行域内生成初始种群，种群数

为 20; 采用随机遍历法进行选择操作、离散重组

方式进行基因交叉，以及 Gaussian 函数作为变异

函数． 对比时，以基于支持向量聚类的 SQP 算法

所需的运行次数( 也就是支持向量的聚类数目)

为基准，对比其他两种算法在相同运行次数下收

敛于不同极值数目的概率( 重复 100 轮以计算概

率) ，以此考察算法的遍历性． 例如，当［θ1，θ2］ =
［3，2. 5］时，过程共有 5 个极值，在样本量 n = 49
时，SVM 拟合方程的支持向量形成了 15 个聚类，

因此，各种算法均运行 15 次 × 100 轮; 具体来说，

基于支持向量的 SQP 算法在 100 轮重复时，每轮
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的 15 次迭代均发现了 5 个极值点; 而随机选取初

始点的 SQP算法在100轮的重复下，以1%的概率

发现了 3 个极值点，30%的概率发现了 4 个极值

点，69%的概率发现了 5 个极值点; 遗传算法在

100 轮的重复下，以 97% 的概率发现了 1 个极值

点，3%的概率发现了 2 个极值点．
表 3 ［θ1，θ2〗 = ［3，2. 5］，n = 49 时的支持向量聚类以及聚类前后的寻优结果

Table 3 Clusters of support vectors and optimization results fore-and-aft clustering with［θ1，θ2〗 = ［3，2. 5］ and n = 49

支持向量

编号
支持向量 未经聚类的寻优结果

聚类

类别

相似度

( %)
聚类中心 聚类后寻优结果

1 － 1． 000 0 － 1． 000 0 8． 189 8 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

2 － 1． 000 0 － 0． 666 7 8． 465 8 － 0． 724 6 － 0． 722 3 9． 051 0

8 － 0． 666 7 － 1． 000 0 8． 439 7 － 0． 725 2 － 0． 722 5 9． 051 0

9 － 0． 666 7 － 0． 666 7 9． 082 6 － 0． 724 4 － 0． 722 3 9． 051 0

Csv1
87． 07 － 0． 833 3 － 0． 833 3 8． 544 5 － 0． 724 5 － 0． 722 3 9． 051 0

3 － 1． 000 0 － 0． 333 3 5． 873 0 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

4 － 1． 000 0 0． 000 0 5． 021 6 － 0． 753 9 0． 617 3 9． 862 8
Csv2

86． 02 － 1． 000 0 － 0． 166 7 5． 447 3 － 0． 724 5 － 0． 722 3 9． 051 0

5 － 1． 000 0 0． 333 3 7． 421 6 － 0． 754 1 0． 617 5 9． 862 8

7 － 1． 000 0 1． 000 0 7． 289 1 － 0． 754 0 0． 617 3 9． 862 8

13 － 0． 666 7 1． 000 0 7． 872 2 － 0． 754 1 0． 617 4 9． 862 8

Csv3
73． 59 － 0． 888 9 0． 777 8 7． 527 6 － 0． 754 0 0． 617 4 9． 862 8

6 － 1． 000 0 0． 666 7 9． 417 9 － 0． 754 1 0． 617 4 9． 862 8

11 － 0． 666 7 0． 333 3 8． 699 6 － 0． 754 1 0． 617 4 9． 862 8

12 － 0． 666 7 0． 666 7 9． 705 8 － 0． 754 1 0． 617 4 9． 862 8

17 － 0． 333 3 0． 333 3 9． 551 0 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

Csv4
73． 88 － 0． 666 7 0． 500 0 9． 343 6 － 0． 754 0 0． 617 4 9． 862 8

10 － 0． 666 7 － 0． 333 3 7． 718 5 0． 619 2 － 0． 756 9 9． 846 4

15 － 0． 333 3 － 0． 666 7 7． 717 7 － 0． 754 0 0． 617 3 9． 862 8
Csv5 83． 50 － 0． 500 0 － 0． 500 0 7． 718 1 － 0． 061 7 － 0． 062 7 12． 863 8

14 － 0． 333 3 － 1． 000 0 5． 882 9 － 0． 061 6 － 0． 062 7 12． 863 8

20 0． 000 0 － 1． 000 0 5． 030 1 0． 619 3 － 0． 756 9 9． 846 4
Csv6 86． 01 － 0． 166 7 － 1． 000 0 5． 456 5 － 0． 724 7 － 0． 722 6 9． 051 0

16 － 0． 333 3 0． 000 0 11． 377 3 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

21 0． 000 0 － 0． 333 3 11． 394 7 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

22 0． 000 0 0． 000 0 12． 758 6 － 0． 061 7 － 0． 062 8 12． 863 8

Csv7 83． 50 － 0． 111 1 － 0． 111 1 11． 843 6 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

18 － 0． 333 3 0． 666 7 7． 148 1 － 0． 754 1 0． 617 4 9． 862 8

19 － 0． 333 3 1． 000 0 6． 425 0 0． 631 4 0． 631 4 10． 631 8

23 0． 000 0 0． 666 7 6． 290 6 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

Csv8 86． 62 － 0． 222 2 0． 777 8 6． 621 2 － 0． 754 0 0． 617 4 9． 862 8

24 0． 333 3 － 1． 000 0 7． 401 3 0． 619 4 － 0． 757 0 9． 846 4 Csv9 100． 00 0． 333 3 － 1． 000 0 7． 401 3 0． 619 4 － 0． 757 0 9． 846 4

25 0． 333 3 － 0． 666 7 8． 681 5 0． 619 3 － 0． 756 8 9． 846 4

26 0． 333 3 － 0． 333 3 9． 549 6 － 0． 061 6 － 0． 062 7 12． 863 8

30 0． 666 7 － 1． 000 0 9． 423 0 0． 619 3 － 0． 757 0 9． 846 4

31 0． 666 7 － 0． 666 7 9． 687 9 0． 619 3 － 0． 756 9 9． 846 4

Csv10 73． 88 0． 500 0 － 0． 666 7 9． 335 5 0． 619 4 － 0． 756 9 9． 846 4

27 0． 333 3 0． 333 3 9． 502 9 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

34 0． 666 7 0． 333 3 8． 659 0 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

35 0． 666 7 0． 666 7 10． 638 3 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

Csv11 78． 62 0． 555 6 0． 444 4 9． 600 1 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

28 0． 333 3 0． 666 7 8． 649 9 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

29 0． 333 3 1． 000 0 7． 432 1 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8
Csv12 83． 96 0． 333 3 0． 833 3 8． 041 0 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

32 0． 666 7 － 0． 333 3 7． 144 6 0． 619 3 － 0． 756 9 9． 846 4

33 0． 666 7 0． 000 0 6． 316 3 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

38 1． 000 0 － 0． 333 3 6． 422 6 0． 619 3 － 0． 756 9 9． 846 4

Csv13 86． 62 0． 777 8 － 0． 222 2 6． 627 8 0． 619 3 － 0． 757 0 9． 846 4

36 1． 000 0 － 1． 000 0 7． 264 1 0． 619 3 － 0． 756 9 9． 846 4

37 1． 000 0 － 0． 666 7 7． 875 1 0． 619 3 － 0． 757 0 9． 846 4
Csv14 87． 09 1． 000 0 － 0． 833 3 7． 569 6 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8

39 1． 000 0 0． 333 3 7． 428 4 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8

40 1． 000 0 1． 000 0 6． 668 7 0． 631 4 0． 631 5 10． 631 8
Csv15 75． 67 1． 000 0 0． 666 7 7． 048 6 － 0． 061 6 － 0． 062 8 12． 863 8
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表 4 各类寻优算法对于多极值的遍历性对比

Table 4 Ergodicity about multi-extreme of different optimizing approaches

［θ1，θ2］ n
过程

极值数

基准迭代次数

( 支持向量聚类数)

寻优所发现的极值数( 以 100 轮重复计算的概率)

基于支持向量聚类的 SQP 随机选取初始点的 SQP 遗传算法

［2，2］

36 2 11 2( 100%) 1( 13%) ，2( 87%) 1( 100%)

49 2 13 2( 100%) 1( 7%) ，2( 93%) 1( 100%)

64 2 18 2( 100%) 1( 2%) ，2( 98%) 1( 100%)

［3，2． 5］

49 5 15 5( 100%) 3( 1%) ，4( 30%) ，5( 69%) 1( 97%) ，2( 3%)

64 5 13 5( 100%) 3( 1%) ，4( 21%) ，5( 78%) 1( 89%) ，2( 11%)

81 5 23 5( 100%) 3( 1%) ，4( 14%) ，5( 85%) 1( 88%) ，2( 12%)

［4，3］

64 8 22 8( 100%) 6( 16%) ，7( 59%) ，8( 25%) 1( 11%) ，2( 89%)

81 8 22 8( 100%) 5( 1%) ，6( 25%) ，7( 55%) ，8( 19%) 1( 10%) ，2( 84%) ，3( 6%)

100 8 30 8( 100%) 6( 3%) ，7( 53%) ，8( 44%) 1( 3%) ，2( 93%) ，3( 4%)

注: 各类算法的各轮寻优结果中均包含全局最优点．

表 5 dxy、Dy、Px、Py 与过程极值数目( nopt ) 的方差分析表

Table 5 ANOVA of dxy、Dy、Px、Pyversus nopt

来源 自由度
平方和 均方 F 值 P 值

dxy Dy Px Py dxy Dy Px Py dxy Dy Px Py dxy Dy Px Py

nopt 2 0． 008 89 1． 235 908 908 0． 004 44 0． 617 454 454 1． 19 2． 51 1． 83 1． 83 0． 368 0． 161 0． 239 0． 239

误差 6 0． 022 45 1． 475 1 488 1 488 0． 003 74 0． 246 248 248

总和 8 0． 031 34 2． 71 2 396 2 396

图 3 40 个支持向量聚类过程的谱系图

Fig． 3 Clustering dendrogram of 40 support vectors

4 结果讨论

4．1 基于支持向量聚类的 SQP 算法寻优结果分析

1) 表 1 和表 2 说明，在不同样本量 n、不同 θ1、

θ2 的情况下，绝对偏差 dxy ( 总均值为0． 15) 与相对

偏差 Dy 均较小( 总均值为 1． 28%) ． 且 dxy 与预测

误差 SEP 之间具有较强的正线性相关关系，其

Pearson 相关系数为0． 784( P 值 = 0． 012) ． 即 SEP
越小，dxy 越小． 为考察不同的过程极值数对于 dxy
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图 4 15 个聚类类别的分布及寻优结果

Fig． 4 Distributions and optimization results of 15 clusters

的影响，将 dxy 与“过程极值数( nopt ) ”作方差分析

( 如表 5 所示) ． 由于 P 值 = 0． 368( ＞ 0. 05) ，说明

在不同的过程极值数情况下，dxy 没有显著性的差

别; 同样，Dy ( P 值 = 0． 161) 、Px ( P 值 = 0． 161) 、
Py ( P 值 = 0． 161) 也没有显著性的差别． 或者说，

dxy、Dy、Px、Py 不随过程极值数的增大而增大，说

明了方法的稳定性;

2) 表1和表2说明，寻优结果与过程实际极值

之间的偏差主要是由于 y 维度上的偏差 Py ( 总均

值为 82． 08%) 造成的，而在 x 维度( 即参数维度)

上的偏差 Px ( 总均值为 17． 92%) 则较小． 说明寻

优可以得到较为准确的参数设置，而这进一步保

证了能够得到最优的质量特性，因此对于生产实

践具有较大的实际意义;

3) 表 3 说明，经过支持向量聚类后再进行

SQP 寻优与未经支持向量聚类直接进行 SQP 寻

优，所发现的极值是一致的，都寻找到了过程的全

部 5 个极值; 进一步从表 2 可以看出，经过聚类，

SQP 并行寻优的次数大幅下降，平均降低 60% 以

上，且至少降低 50%以上． 因此，经过支持向量聚

类以后，不仅能够发现全部极值，而且在较大程度

上提高了寻优效率．
4． 2 聚类相似度水平的确定及其对寻优结果的

影响

1) 对于由图2( b) 所示的过程，其聚类的相似

度水平的确定如下: 由于参数的数目 m = 2，则每

个聚类中支持向量的数目不应超过 2m = 4; 考察

图 3，相似度水平最初为 100%，40 个支持向量形

成40个聚类． 随着相似度水平的减小，聚类数目在

减少，各聚类所包含支持向量数目则在增加; 相似

度水平减小至73． 56%时，首次出现了样本数目超

过 4 的聚类 ( 例如编号为“1”、“8”、“2”、“9”、
“10”、“15”的支持向量组成的聚类) ，因此，相似

度水 平 应 大 于 73． 56%． 当 相 似 度 水 平 增 加 至

73. 59%以上时，原有的某些聚类将被打散( 例如

编号为“5”、“7”、“13”的支持向量组成的聚类将

会被打散为两个聚类) ，因此相似度水平也不宜大

于 73． 59%，否则会增加 SQP寻优次数． 综合判断，

最小相似度水平应在( 73. 56%，73. 59%］，而此范

围内的任意相似度水平，其聚类结果都一致，本例

将聚类的最小相似度水平选为 73． 57%;

2) 图 4 显示，在最小相似度水平为 73． 57%
时，40 个支持向量形成了 15 个聚类． 这 15 个聚类

可以分为两种类型: 第 1 种类型是极值点附近的

聚类． 过程 5 个极值点的邻域内的支持向量均聚

为了一类( 例如聚类 Csv1、Csv4、Csv7、Csv10、Csv11 ) ，由

其聚类中心进行 SQP 寻优，收敛至对应的极值点．
这说明在该最小相似度水平下进行聚类，能够保

证寻优发现过程全部的极值，而不至于错过某些

极值; 第 2 种类型是远离极值点的其他支持向量

形 成 的 聚 类 ( 例 如 聚 类 Csv2、Csv3、Csv5、Csv6、Csv8、
Csv9、Csv12、Csv13、Csv14、Csv15 ) ． 由其聚类中心出发运

行 SQP 也收敛到了相应的 5 个极值点． 因此，最小

相似度水平的选择是合适的．
4． 3 各类寻优算法对于多极值的遍历性对比

分析

1) 表 4 说明，针对不同的 θ1、θ2 以及不同的样

本量 n，在基准迭代次数下，各类算法的各轮寻优

均发现了过程的全局最优点，但是并非都能够发

现过程的全部极值． 具体来说，基于支持向量聚类

的 SQP 算法均能够以 100%的概率发现过程所有

的极值点，遗传算法均不能够发现过程的全部极

值点，而随机选取初始点的 SQP 的性能介于二者

之间;

2) 表 4 说明，过程极值数显著影响算法发现

过程全部极值的能力． 当过程极值数较少( nopt =
2) 时，遗传算法只能收敛于过程的单个极值; 随机

选取初始点的 SQP 算法，虽然发现过程全部极值
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的概率较高( 其均值为 92． 7%) ，但是仍不能确保

100%的概率． 随着过程极值数的增多( nopt = 5 和

nopt = 8) ，遗传算法发现过程多个极值的能力增加

( 最多时，可以12%的概率发现过程所有5 个极值

中的 2 个) ，但是仍不能发现过程的全部极值; 而

随机选取初始点的 SQP 算法发现过程全部极值的

概率则 在 显 著 下 降 ( 其 均 值 分 别 为 77． 3% 和

29. 3%) ． 因此，基于支持向量聚类的 SQP 算法的

性能对于过程极值的数不敏感，而遗传算法、随机

选取初始点的 SQP 算法的性能则显著受到过程极

值数的影响;

3) 上述对比说明，遗传算法这一随机性的寻

优算法虽然可以在可行域全局范围内寻找极值，

但是由于搜索的随机性，不论初始种群如何选择，

算法总倾向于跳出局部最优而达到某个特定的最

优值点，因此并不利于发现过程的全部极值; 另一

方面，SQP 这一确定性的寻优算法受初始点位置

影响较大． 然而随机选取初始点并不能使算法必

然收敛于不同的极值; 但是，通过有目的的采用支

持向量聚类的方式来选择初始点，可使 SQP 算法

必然收敛于过程的所有极值． 因此，通过合理地选

择 SQP 算法的初始迭代点，有效地提高了 SQP 算

法发现过程全部极值的能力．

5 结束语

本文研究了多极值复杂作用关系过程的参数

全局性优化问题，在建立 SVM拟合模型的基础上，

选择合适的最小相似度水平，对支持向量进行聚

类，再利用 SQP 算法进行并行寻优． 仿真分析表

明，所提方法能够有效地寻找到过程的全部极值;

而且通过支持向量聚类，在有效地降低 SQP 寻优

次数的同时，也保证了寻优的遍历性． 同时，寻优

所得极值与实际极值的偏差较小，其中在参数维

度上的偏差的比例也较小，而且偏差与过程极值

数无关． 说明了此方法的有效性与稳定性． 本文的

研究也表明，远离极值点的支持向量形成的聚类

对于最终的寻优结果不是必备的． 因此，根据这一

特点，如何在保证寻优性能的前提下，降低建模及

寻优所需样本量，将是本文进一步的研究方向．
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Abstract: For manufacturing processes whose output quality characteristics have multi-extremes and whose
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UC ( c，H，t) = Jw ( W，X) － bJH ( W，X)

所以

Jww = Ucc
c
W

+ JHW

从而由式( 10) 得

Dk'
i = －

Uk'
c － bJH

Uk'
cccw + bJHW

∑
n

j = 1
vij ( αi － r) 证毕．

C 命题 1 的证明:

可以构造三“基金”: 一个是无风险资产，一个是与外

在性消费习惯完全负相关的组合，一个是全部由无风险

资产构成的，且比例为下式的组合

ω'i =
ωk

i W
k

Wk
r

=
∑

n

j = 1
vij ( αi － r)

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
vij ( αi － r)

证毕．

D 命题 2 的证明:

由方程( 10) 易证投资者 k 投资于第 i 个风险资产的

财富为

ωk
i W

k = Ak∑
n

j = 1
vij ( αi － r)

投资于所有风险资产的财富为

Wk
r = ∑

n

i = 1
ωk

i W
k = Ak∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
vij ( αi － r)

所以，投资于第 i 个风险资产的比例为

ω'i =
ωk

i W
k

Wk
r

=
∑

n

j = 1
vij ( αi － r)

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
vij ( αi － r)

该式表明，所有投资者投资于风险资产上的财富的

分配方案完全相同，这种方案等于市场投资组合． 证毕．

E 命题 4 的证明:

命题 4 的模型中对应的 Hamilton-Jacobin-Bellman 方

程为

0 = {max U( c，X) + Jt + Jw { W［ω( α － r) + r － c］} +

JXμXX + 1
2 Jwwω

2σ2 + JWXWXωσ1X +

1
2 JXXX

2σ2 }X

由一阶条件解得

ω*
t = 1

γ
α － r
σ2 + γ － 1

γ
σ1X

σ2

和

c*t = ηW*
t

代入 Hamilton-Jacobin-Bellman 方程得 η． 证毕

檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿

．

( 上接第 57 页)

input-output relationships are complex，existing approaches of quality improvement can only obtain a local optimimization of the
process parameters． Therefore，there is still great potential for product quality improvement． By adopting support vector machines
( SVM) to approximately model the complex relationship processes，this article proposes a support vector clustering and sequen-
tial quadratic programming ( SQP) based approach for global optimization of process parameters． Firstly，a SVM based approxi-
mation model for the complex processes is set up． Then，based on ε-tube theory，the minimal similarity level and hence the ap-
propriate number of clusters are determined through analyzing the clustering dendrogram，and the support vectors in the neighbor-
hood of each quality characteristics’extremes are clustered into one group． Lastly，by using the geometrical centers of each clus-
ter as initial points，the multi-extreme values of the quality characteristics are found through concurrent SQP optimization． The
simulation study shows that the proposed approach can effectively reflect the distributions of quality characteristics’extremes and
achieve global optimimization of the process parameters; the average absolute deviation and the average relative deviation of the
optimization results from the actual extreme values are 0． 15 and 1． 28%，respectively，and these deviations are independent of
the number of the quality characteristics’extremes，as demonstrates the high accuracy and stability of the approach． Moreover，
after clustering the support vectors，not only the ergodicity of SQP optimization results for all of the process extremes has been en-
sured，but also the number of SQP optimization has been decreased by at least 50%，as increases the optimization efficiency of
the approach．
Key words: multi-extreme quality characteristics; global optimization; support vector machines; cluster analysis; quality im-

provement
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