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摘要: 牛鞭效应的抑制与消除问题是供应链管理的重要课题．针对具有多个生产商和分销商
的供应链网络，建立具有需求不确定性的闭环供应链网络动态模型，利用鲁棒 H∞控制策略和
线性矩阵不等式方法，处理供应链网络的鲁棒运作问题．通过设计依赖于库存状态的反馈控制
器，抑制闭环供应链网络中不确定性的影响，使得闭环供应链网络系统运作达到理想的总成
本．最后，通过仿真计算验证所提出方法的有效性．
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0 引 言

供应链管理的关键是链上各企业的协调与合

作，以便提高整个供应链的效率，其中库存协调是

供应链协调与合作的重要组成部分［1 － 4］． 在需求

不确定的环境中，需求的波动在经过库存管理策

略的变换后，通常会发生改变，上游需求的方差可

能大于下游需求的方差，这种需求方差逐渐放大

的现象被称为牛鞭效应． 抑制与消除牛鞭效应的

问题一直是供应链管理理论的重要课题［5 － 8］． 黄

小原和卢震［9］研究了具有多个分销中心的供应

链结构模型，采用 H∞ 控制策略抑制牛鞭效应． 晏

妮娜和黄小原［10］建立了电子市场环境下双源渠

道的库存控制模型，分析了牛鞭效应的控制机理．
邢镇和陈嘉［11］用物流网络化方法来弱化牛鞭效

应的信息变异幅度，从而减小其对整个供应链正

常高效运作的不利影响． 这些文献主要集中在对

单个供应链系统的研究． 随着大型跨国公司的出

现以及新型物流技术不断发展，越来越多的组织

被描述成网络． Lin 和 Shaw［12］首次提出了供应链

网络的概念，认为供应商、制造商和分销商在战

略、任务、资源和能力方面相互依赖，构成了较复

杂的供应—生产—销售网，即供应链网络． Zhang

等［13］认为供应链网络是由相互合作的企业实体

共同作用，对一种或多种产品进行采购、生产、分

销、消费等一系列相关活动所组成的网络． 他们的

研究所涉及的供应链结构其实是网链结构，而真

正意义上的“供应链网络”应该包括不同单链式

供应链企业的跨链间协调和合作，也就是要涉及

两个及以上的供应链的协调管理． 本文针对多个

生产商和经销商构成的供应链网络，在外部需求

不确定的条件下，采用 H∞ 控制策略和线性矩阵

不等式方法对闭环供应链网络的鲁棒运作问题进

行研究．

1 模型描述

考虑由 p 个生产商和 q 个分销商所构成的动

态供应链网络，其动力学方程描述为
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式中: xi ( k) 是第 i 个生产商在 k 时刻的库存，为状

态变量; yi ( k) 是第 i 个分销商在 k 时刻的库存，为

状态变量; ui ( k) 是第 i 个生产商在 k 时刻的生产

量，为控制变量; Oij ( k) 是 k 时刻第 j 个分销商向

第 i 个生产商的订货量，为控制变量; wi ( k) 是第 i
个分销商 k 时刻的顾客需求，为外部输入不确定

变量． dij 表示整个供应链网络的结构，若第 j 个分

销商选择向第 i 个生产商订货，则 dij = 1，否则 dij

= 0．
整个供应链网络的运作成本为

z( k) = c [h ∑
p

i = 1
xi ( k) +∑

q

i = 1
yi ( k ]) +

co∑
p

i = 1
∑

q

j = 1
Oij ( k) + cm∑

p

i = 1
ui ( k) ( 2)

其中 z( k) 表示 k 时刻供应链网络的运作成本，为

输出变量; ch，co 和 cm 分别表示库存成本，订货成

本和生产成本，均为常数．
可以将式( 1) 和( 2) 写成如下矩阵形式

X( k + 1) = X( k) + AU( k) + BW( k)

z( k) = EX( k) + FU( k{ )
( 3)

式中

X( k) = ［x1 ( k) ，x2 ( k) ，…，xp ( k) ，

y1 ( k) ，y2 ( k) ，…，yq ( k) ］T ;

U( k) = ［u( k) ，O1( k) ，O2( k) ，…，Op ( k) ］T;

u( k) = ［u1 ( k) ，u2 ( k) ，…，up ( k) ］T ;

Oi ( k) = ［Oi1 ( k) ，Oi2 ( k) ，…，Oiq ( k) ］T，

i = 1，2，…，p
W( k) = ［w1 ( k) ，w2 ( k) ，…，wq ( k) ］T ;

A [=
I － D

0 槇 ]D
;
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0
－ ]I ;
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}

h
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矩阵 A、B 中: 0 表示适当维数的零矩阵; I 表示适

当 维 数 的 单 位 矩 阵; D =

d1
d2


d













p

;

槇D = ［槇d1，槇d2，…，槇dp］; di = ［di1，di2，…，diq］，

槇di =

di1

di2


d













iq

．

针对不确定性因素，如大量突发性订货、交货期

突然延期、临时用量增加、交货误期等特殊情况，需

要制定安全的库存水平，以降低缺货的可能性． 假定

生产商和销售商的安全库存分别为 xi 和 yi，记

X = ［x1，x2，…，xp，y1，y2，…，yq］
T

令 槇X( k) = X( k) － X． 槇X( k) 反映了 k 时刻供应链

网络实际库存与安全库存的偏差． 结合系统( 3) ，

得到如下的偏差网络

槇X( k + 1) = 槇X( k) + AU( k) + BW( k)

z( k) = EX( k) + FU( k{ )
( 4)

无论是生产商的生产策略，或是分销商的订货

策略，通常是依据自身的实际库存和安全库存来制

定的． 因此，采用依赖于库存的线性反馈控制器为

U( k) = 槇GX( k) ( 5)

偏差网络( 4) 在控制律( 5) 的作用下，相应

的闭环网络系统为

槇X( k + 1) = ( I + AG) 槇X( k) + BW( k)

z( k) = ( E + FG) 槇X( k{
)

( 6)

2 鲁棒 H∞ 控制

如何在外部需求不确定的情况下，得到一个

闭环供应链网络稳定的生产控制，这就需要系统

的鲁棒 H∞ 控制方法． 鲁棒 H∞ 控制的管理意义是

通过实际库存 X( k) 制定生产控制 U( k) ，以抑制

闭环供应链网络外部输入的不确定性扰动，使闭
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环供应链网络运作总成本达到较为理想的水平．
闭环供应链控制网络对于上述扰动的抑制程度可

用γ描述，即‖z‖2 /‖W‖2≤γ，γ越小系统的性

能越好．‖z‖2 /‖W‖2 则描述了供应链网络的输

出能量与外部输入能量之比的增益，相当于闭环供

应链从需求 W( k) 到输出成本 z( k) 产生的牛鞭效

应，即外部输入需求 W( k) 的波动放大效应传导到

输出成本 z( k) 时的增益，鲁棒 H∞ 控制的目的是使

‖z‖2 /‖W‖2 达到最小． 应用闭环供应链鲁棒

‖z‖2 /‖W‖2 控制策略，得到系统在外部输入最坏

条件下的生产控制 U( k) ，抑制牛鞭效应，并且使闭

环供应链网络运作成本达到相对小的结果．
为实现闭环系统的 H∞ 控制，需要满足以下条

件: 1) 闭环系统是二次稳定的; 2) 给定正常数γ，在

零初始条件下，对任意的扰动W( k) ，均满足H∞ 范数

约束条件

‖z( k) ‖2 ≤ γ‖槇X( k) ‖2

其中‖·‖2 为标准的 L2［0，∞］范数．
闭环供应链网络( 6) 是外部输入不确定的离

散时间线性系统． 根据文献［14］，关于闭环供应

链网络( 6) 的鲁棒 H∞ 控制策略，有如下结论．
定理1 对于离散时间线性系统( 6) ，给定正

常数 γ，如果存在 P ＞ 0 以及适当维数的矩阵 G，

使得下面的矩阵不等式成立，即

－ P 0 ( E + FG) T ( I + AG) T

0 － γ2I 0 BT

E + FG 0 － I 0
I + AG B 0 － P－













1

＜ 0

( 7)

则系统( 6) 是具有 H∞ 范数界 γ 可镇定的．
证明 选取如下的 Lyapunov 函数

V( k) = 槇XT ( k) 槇PX( k) ( 8)

那么 Lyapunov 函数( 8) 沿着闭环系统( 6) 的差分

为

▽V( k) = V( k + 1) － V( k)

= ( ( I + AG) 槇X( k) + BW( k) ) T ×

P( ( I + AG) 槇X( k) + BW( k) ) －

槇X( k) 槇PX( k)

令扰动输入 W( k) = 0，则有

▽V( k) = 槇XT
c ( k) Π槇Xc ( k)

其中 ，Π = ( I + AG) TP( I + AG) － Po ．
当条件( 7) 成立时，显然有

－ P ( I + AG) T

I + AG － P －







1
＜ 0 ( 9)

对式( 9) 运用 Schur 补引理［15］，易知

▽V( k) ≤－ α‖槇Xc ( k) ‖2

其中，α ＞ 0． 因此，系统( 6) 是二次稳定的．
为了证明系统 H∞ 范数的有界性，引入

J = ∑
+∞

k = 0
［zT ( k) z( k) － γ2 槇XT ( k) 槇X( k) ］

在零初始条件下，有

J≤∑
+∞

k =0
［zT( k) z( k) － γ2 槇XT( k) 槇X( k) +▽V( k) ］

= 槇XT
c ( k) Ω槇Xc ( k)

其中

Ω = ( E + FG) T ( E + FG) + ( I + AG) TP( I + AG) － P ( I + AG) TPBT

BP( I + AG) BTPB － γ2







I

对条件式( 7) 运用 Schur 补引理［15］，可得 Ω ＜ 0，

于是 J≤ 0．

因此‖z( k) ‖2 ≤ γ‖槇X( k) ‖2，即系统( 6)

是具有 H∞ 范数界 γ 可镇定的． 证毕．
注意到定理 1 中的矩阵不等式( 7) 是非线性

的，因此不能直接解出 H∞ 控制器，需要将其化为

线性矩阵不等式以便于求解． 为此，在矩阵不等式

( 7) 的两边同时乘以正定对角矩阵 diag( P －1，I，I，
I) ，并令 P = P －1，Q = GP 以及 γ = γ2，可得

－ P 0 PET +QTFT P+QTAT

0 － γI 0 BT

EP+FQ 0 － I 0
P+AQ B 0 －













P

＜ 0

( 10)

定理 2 如果存在 P ＞ 0 以及适当维数的矩阵

Q，使得线性矩阵不等式( 10) 成立，则系统( 6) 不仅
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内部稳定而且具有 H∞ 性能 γ 和相应的控制器增益

G = QP－1 ．
需要指出的是，采用线性矩阵不等式方法求解

鲁棒 H∞ 控制策略的过程，实际上是一个寻优过程，

即求解如下的优化问题

min
PQ ＞0

γ

s． t．

－ P 0 PET + QTFT P + QTAT

0 － γI 0 BT

EP + FQ 0 － I 0
P + AQ B 0 －













P

＜ 0

( 11)

当对系统性能提出很高要求，即 γ 很小时，采用

线性矩阵不等式方法很有可能无法找到可行解． 因

此，衡量系统性能的 γ 是人为设定的，不同 γ 值所得

到的控制策略也不相同． 尽管如此，LMI 方法仍然是

解决此类问题的有效手段．

3 数值算例

考虑一个由 2 个生产商和 4 个分销商构成的供

应链网络，此时 p = 2，q = 4． 假设生产商1 为分销商

1，2，3 供货，而生产商2 为分销商2，3，4 供货． 该供应

链中产品的库存成本、订货成本和生产成本分别为

ch = 1，co = 2，cm = 4; 则系统( 6) 对应的系数矩阵为

A =

1 0 － 1 － 1 － 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 － 1 － 1 － 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0



















0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

，B =

0 0 0 0
0 0 0 0
－ 1 0 0 0
0 － 1 0 0
0 0 － 1 0
0 0 0 －



















1

，

E = ［1 1 1 1 1 1］，F = ［4 4 2 2 2 2 2 2 2 2］
设定 γ = 0．35，运用 Matlab 的 LMI 工具箱对不等式( 10) 进行求解，得到控制器增益为

G =

0. 326 0 0. 126 0 － 0. 043 5 － 0. 043 5 － 0. 043 5 0
0. 126 0 0. 326 0 0 － 0. 043 5 － 0. 043 5 － 0. 043 5
0. 134 7 0 0. 452 0 0 0 0
0. 150 4 0. 049 6 0 0. 416 0 0 0
0. 150 4 0. 049 6 0 0 0．416 0 0

0 0. 134 7 0 0 0 0. 452 0
0. 134 7 0 0. 452 0 0 0 0
0. 049 6 0. 150 4 0 0. 416 0 0 0
0. 049 6 0. 150 4 0 0 0．416 0 00. 416 0





























0 0. 134 7 0 0 0 0. 452 0

( 12)

此时，鲁棒控制策略为 U( k) = 槇GX( k) ．
下面对闭环供应链网络系统( 6) 的鲁棒 H∞

控制策略进行仿真． 设初始库存为 X( 0) = ( 100，

90，40，42，39，41) T，虚拟的安全库存为 X = ( 80，

75，32，33，32，31) T ． 考虑外部不确定输入为高斯
噪声，w( k) ～ N( μ，σ2 ) ，μ = 30，σ2 = 1． 图1 和图
2 分别为闭环供应链网络库存量、生产量和订货

量随时间的变化曲线． 从图中可以看出，随着时间

k 的增加，所采取的控制变量，即生产量和订货量

将由早期的波动较大变得非常平稳． 同时，在控制

增益( 12) 的作用下，生产商( 分销商) 通过自身

的实际库存调整其生产量( 订货量) ，使得整个供

应链网络的库存随时间的演化逐渐趋于平稳． 图

3 为整个供应链网络的总的运作成本随时间的变

化曲线． 从图 3 可以看出，供应链网络的总的运作

成本在一段时间后趋于稳定值 1 170，即达到理想

的总成本为 1 170． 因此，所提的 H∞ 控制方法可

以有效抑制外部扰动． 这也为企业在实际运作

中处理 动 态 环 境 下 的 不 确 定 性 影 响 提 供 解 决

手段．
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图 1 生产商的库存与生产量随时间的变化曲线

Fig． 1 The trends over time of the inventory and production
of the producers

图 2 分销商的订货量随时间的变化曲线

Fig． 2 The trends over time of the order quantities of the retailers

图 3 整个供应链网络的运作成本 z( k) 随时间的变化曲线

Fig． 3 The trends over time of the whole cost z( k)

4 结束语

本文研究了外部需求不确定条件下供应链网

络的运作问题，建立了多个生产商和分销商的供

应链网络动态模型，基于线性矩阵不等式方法，给

出了针对该模型的鲁棒 H∞ 控制策略，从而得到

系统的最优控制策略． 仿真结果表明，鲁棒 H∞ 控

制策略能够抑制供应链动态模型中的诸多不确定

因素的扰动，并使供应链运作达到理想总成本． 而

对时滞环境下多级供应链网络运作有待进一步

研究．
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H∞ control of dynamic supply chain network

XU Jun-qun
Institution of Systems Engineering，Tianjin University，Tianjin 300072，China

Abstract: The control and elimination of bullwhip effect is an important topic in supply chain management．
For a supply chain network consisting of several manufacturers and distributors，the closed dynamical supply
chain network model with uncertain demand is established． The robust operation of the network is discussed
based on the H∞ control and linear matrix inequality scheme． The effect of the uncertainty is suppressed under
a feedback controller related to the inventory． Meanwhile，the operation cost of the closed supply chain net-
work is controlled to an ideal level． A simulation example is given to show the effectiveness of the proposed
method．
Key words: supply network; uncertainty; bullwhip effect; H∞ control; linear matrix inequality
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