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求解广义优先关系下的项目最小费用问题
①
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摘要: 在项目调度中，求解与费用相关的问题时，需要先求得项目的最小费用，然后以此为起

点进行优化，例如时间―费用权衡问题． 当工序之间只存在单一优先关系时，各工序只需选用
费用最小的工期就能得到项目最小费用． 但是当工序之间存在广义优先关系( GPＲs) 时，各工
序若都选用费用最小的工期通常无法满足既定的优先关系，导致项目不可行． 针对 GPＲs下的
项目最小费用问题，首先，通过分析 GPＲs 的特点，建立了其数学模型;其次，对该模型进行对
偶变换，将其等效转化为特殊的最小费用最大流模型． 该模型能够运用现有算法求解，并跟据
初始―对偶关系求得 GPＲs下的项目最小费用．
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0 引 言

在项目调度中，“总费用最小”通常都是主要
目标，并且理想的优化过程常从最小的总费用起

步． 因此，求项目的最小费用是项目调度的关键
环节，其中具有代表性的是时间―费用权衡问题，

求解该问题最直接有效的方法就是从费用最小的

总工期开始，用最小的压缩费用逐步缩短，如经典

的 Fulkerson算法［1］等，以及对该问题的等效化简
方法［2，3］． 显然，项目的最小费用与该问题的求解
效果直接相关，如果找不到最小的总费用，那么最

终解的最优性和合理性就无法保证，总工期的最

小费用曲线也必然失真，其价值和用途将大打

折扣．
网络计划技术是求解项目的时间与费用问题

的重要工具，包括 CPM网络、PEＲT网络、GPＲs网
络等． 该技术能科学地计算出项目中各工序的机
动时间，找出关键路线，提示决策者将注意力集中

到关键路线上［4］，并借助相关方法测度各工序的

重要性［5］，从而提高项目管理者的决策能力和管

理水平． 如果前提条件不同，求项目最小费用的
难度也有很大差异． 在经典问题中，工序之间只
有单一严格优先关系，任意工序必须在所有紧前

工序都结束后才能开始，可用 CPM 网络表示，那
么很简单，求项目的最小费用，只需令所有工序都

选用费用最小的工期即可． 但在实际中，以上只
是特殊情况，对于工序之间具有“广义优先关系”
( generalized precedence relations，GPＲs) 的普遍情
况，求项目的最小费用就成为必须面对的新问题，

并且具有相当的难度，因为很多工序不能再选择

费用最小的工期，否则无法满足优先关系，导致项

目不可行，谈论总费用和总工期也将没有意义，而

选择怎样的工期还要取决于其它多数工序和优先

关系．
例如，图 1表示一个项目中的 3个工序 i、j和

k，其最小费用工期分别为 10、10 和 40 天，优先关
系是:工序 k开始后最多 2天，工序 i必须开始;工
序 i结束后最多 2天，工序 j必须开始;工序 j结束
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后最多 5天，工序 k必须结束． 如果它们都用费用
最小的工期( 图 1) ，则工序 k无法在工序 j结束后
5 天内结束，破坏了优先关系，项目不可行． 由于
优先关系不能改变，因此只能调整工序的工期来

满足优先关系． 在图 1中，只有将工序 k的工期缩
短，或者将工序 i或 j 的工期延长，才可能使项目
可行，进而在此前提下求最小总费用．
图 1所示的只是最简单的 GPＲs，可以直接调

整工序的工期，逐步试探来得到最小总费用． 但

是当工序众多，优先关系错综复杂时，通过直接调

整工期来求得项目的最小费用是十分困难的，因

为工序的工期和优先关系之间都是相互影响的，

很可能在使某处满足优先关系的同时，又会导致

另一处不满足优先关系，并且费用最小的目标更

是难以实现． GPＲs是导致上述困难存在的根源，
因此，本文选择从 GPＲs 的表达方式入手，利用
GPＲs网络来设计简单有效的求解项目最小费用
问题的方法．

图 1 工序时间示意图

Fig． 1 Times of activities

GPＲs网络是当前通用的表示 GPＲs 的有效
方式，可以表示工序之间、以及工序与项目之间在
开始和结束时间上的各种优先关系，弥补了 CPM
网络只能表示工序之间单一优先关系的缺陷．
Ｒoy［6］和 Elmaghraby［7］最早对 GPＲs网络进行了
引入和研究． Kerbosch和 Schell［8］在 Ｒoy的研究
基础上，首次对 GPＲs提出简单适用的表示方式．
随后，Elmaghraby与Kamburowski［9，10］对GPＲs网
络的研究取得了突破性的成果，并发表于世界管

理学权威期刊《Management Science》［10］，是
GPＲs网络发展的里程碑，在该领域内引起了巨大
轰动． 首先，他们通过引入反方向负权弧，巧妙地
将 GPＲs全部表示在网络中，给出了完备的 GPＲs
网络，并已在国际上通用; 其次，他们发现了奇异

关键工序，其工期的变化与总工期的变化相反，改

变了对关键工序的传统认识，开辟了 GPＲs 网络
的新领域;另外，他们研究了 GPＲs下的时间―费
用权衡问题，给出了求解方法． 但是他们没有深
入研究如何求得 GPＲs 下的项目最小费用，因此
上述求解方法缺乏完善，至今依然存在着这一

空缺．
继 Elmaghraby 与 Kamburowski 之后，对于

GPＲs网络的研究主要集中在项目调度等方面．
Ｒeyck和 Herroelen［11，12］用分支定界法求解 GPＲs
下的资源限制项目调度问题． Cesta、Oddi 和
Smith［13］研究了带有时间窗的项目调度问题，给
出了基于约束的求解方法． Neumann 和 Zhan［14］

研究了在固定资源限制条件下，含最小与最大时

间延期约束的项目工期最小化问题，给出了启发

式方法求解． Sakellaropoulos 和 Chassiakos［15，16］

研究了 GPＲs 下的时间―费用权衡问题，提出用
线性 / 整数规划方法求最佳时间―费用曲线，以
及最小成本进度． Valls和 Lino［17］在含最小时间
延期约束的单代号网络中进行了关键性分析．
Stefan和 Pawel［18］分析了工序间带有时距的网
络计划中关键性问题的复杂性． Najafi、Niaki 和
Shahsavar［19］研究了带有现金流与 GPＲs的资源
投资问题，提出了一种谐调参数的遗传算法． 求
解 GPＲs下的项目调度问题，项目的最小费用是
关键所在，但是目前缺乏简单有效的方法来求

得，因此上述问题依然难以得到有效解决．
此外，一些学者致力于研究 GPＲs 网络的时

间参数及计算方法． Didier、Hélène 和 Jérme［20］

在带有时距的工序网络中，给出了计算工序最迟
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开始时间和机动时间的方法． Haji 和 Hassan［21］

进一步深入该项研究，在带最小延期约束时距的

网络计划中，给出了计算工序最迟开始时间的

方法．
本文主要研究 GPＲs 下的项目最小费用问

题，通过分析 Elmaghraby与Kamburowski［10］提出
的 GPＲs表示法，建立该问题的数学模型，并通过
对偶变换，将该模型等效转化为特殊的最小费用

最大流模型． 只要运用现有算法就能求解出该最
小费用最大流模型的最优解，进而根据初始―对

偶关系，可以相应地求得 GPＲs 下的项目最小费

用及其对应的工期，为 GPＲs 下的各类调度问题

的最终解决提供了理论依据．

1 GPＲs网络及奇异工序

1． 1 GPＲs网络
GPＲs包含工序之间的“最小”和“最大”两

类时间约束，具体类型如表 1 所示．

Elmaghraby与 Kamburowski提出的 GPＲs网

络是当前国际通用的 GPＲs的表示法，特点如下:
表 1 GPＲs的类型

Table 1 Kinds of GPＲs

GPＲs的类型 简称 最小时间约束 最大时间约束

起始—开始 BS 项目开始后最少 d天，工序 i才能开始 项目开始后最多 d天，工序 i必须开始

起始—结束 BF 项目开始后最少 d天，工序 i才能结束 项目开始后最多 d天，工序 i必须结束

开始—终止 SE 工序 i开始后最少 d天，项目才能结束 工序 i开始后最多 d天，项目必须结束

结束—终止 FE 工序 i结束后最少 d天，项目才能结束 工序 i结束后最多 d天，项目必须结束

开始—开始 SS 工序 i开始后最少 d天，工序 j才能开始 工序 i开始后最多 d天，工序 j必须开始

开始—结束 SF 工序 i开始后最少 d天，工序 j才能结束 工序 i开始后最多 d天，工序 j必须结束

结束—开始 FS 工序 i结束后最少 d天，工序 j才能开始 工序 i结束后最多 d天，工序 j必须开始

结束—结束 FF 工序 i结束后最少 d天，工序 j才能结束 工序 i结束后最多 d天，工序 j必须结束

1) 如果共有 n个工序，则网络中共有 2n + 2

个节点，其中起点为( 0) ，终点为( 2n + 1) ;

2) 每个工序 k用方向相反的弧( 2k － 1，2k)

和( 2k，2k － 1) 表示，其权数分别为 w2k－1，2k = dk，

w2k，2k－1 = － dk，dk 为该工序的工期，且同时反向变

化，即若w'2k－1，2k = w2k－1，2k + θ，则w'2k，2k－1 = w2k，2k－1 － θ;
3) 每个优先关系用一个弧表示，其中表示最

小时间约束的弧与约束关系同向，弧权数等于约

束值，而表示最大时间约束的弧与约束关系反向，

弧权数等于约束值的相反数．

4) 表示优先关系的弧的权数是固定值．

鉴于上述特点，GPＲs网络与表示单一时间约

束的 CPM网络差别迥异，并且要复杂得多，例如

图 2 所示的就是一个只包含 3 个工序的 GPＲs 网
络，各工序之间的时间约束如表 2所示，其中 si 和

fi 分别表示工序 i的开始时间和结束时间．
表 2 工序之间的 GPＲs

Table 2 GPＲs between activities

工序对 时间约束类型 时间约束

起点，工序( 1) BS 0 ≤ s1

起点，工序( 2) BS 0 ≤ s2

工序( 1) ，( 2)
FS f1 + 4 ≤ s2

SF s1 + 8 ≤ f2

工序( 1) ，( 3)
SS s1 + 1 ≤ s3

FF f3 ≤ f1 + 3

工序( 2) ，( 3) FF f2 ≤ f3 + 7

工序( 5) ，终点 FE f2 + 1 ≤ T

工序( 7) ，终点 FE f3 ≤ T
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图 2 GPＲs网络

Fig． 2 GPＲs network

1． 2 奇异工序
在 CPM网络中，如果缩短任意工序的工期，

则经过该工序的路线必然同步缩短，反之亦然．
但是在 GPＲs网络中，如果缩短某些工序的工期，
经过它们的路线长度却可能不变，甚至还会延长，

这些工序就称为奇异工序．
奇异工序不仅包括逆工序( 例如文献［9，10］

发现的奇异关键工序) ，本文还发现了中性工序．
1． 2． 1 中性工序

GPＲs网络中，如果某工序的工期不论缩短还
是延长，经过该工序的某些路线的长度都不变化，

则该工序就称为这些路线的中性工序．
例如，对于图2中经过工序1的路线μ = ( 0) →

( 1) → ( 2) → ( 1) → ( 5) → ( 6) → ( 7) ，若将工
序 1 的工期从 2 缩短到 1，则弧( 1，2) 的权数由 2
变为 1，即减小 1，而弧( 2，1) 的权数由 － 2变为 －
1，即增大1，从而路线 μ上所有弧权数之和即路长
不变，因此工序 1 就是该路线 μ的中性工序．
1． 2． 2 逆工序

GPＲs网络中，如果将某工序的工期缩短，经

过该工序的某些路线反而延长;相反，如果将该工

序的工期延长，这些路线反而缩短，则该工序就称

为这些路线的逆工序．
例如，对于图2中经过工序1的路线μ = ( 0) →

( 5) → ( 6) → ( 2) → ( 1) → ( 4) → ( 7) ，如果将
工序 1的工期从 2缩短到 1，则弧( 2，1) 的权数就
由 － 2 变为 － 1，即增大 1，其它弧的权数不变，从
而该路线 μ的路长增大 1，因此工序 1就是该路线
μ的逆工序．

2 GPＲs下的项目最小费用问题

GPＲs下的项目最小费用问题可描述为，设项
目中各工序的工期与费用之间满足一定的函数关

系，并且工序之间、以及工序与项目之间在开始和
结束时间上存在多种优先关系 ( GPＲs) 的约束，
那么在保证满足这些优先关系的前提下，如何安

排各工序的工期，使得总费用 ( 即各工序的费用

之和) 最小，并求得总费用最小的总工期．
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若不存在 GPＲs，工序间只有单一的严格优先
关系，那么该问题就非常简单，只需令所有工序都

选用费用最小的工期即可，总费用必然最小． 但
是在 GPＲs 下，该问题在多数时候将变得十分复
杂，其主要原因是各工序在选用工期时必须满足

各类优先关系的约束，否则会破坏项目自身的可

行性，讨论总费用和总工期也将没有任何意义．
如果将该问题用 GPＲs 网络表示，那么保证

项目可行，即满足优先关系，指的是保证 GPＲs 网
络中没有正回路，因为按时间参数计算法则，计算

包括总工期在内的时间参数实质上就是计算网络

中相应的最大路长，例如总工期就是从起点 ( 0)
到终点( 2n + 1) 的最大路长，如果存在正回路，则
由于回路可以反复通过，使得正回路所在路线的

最大路长为无穷大，因而总工期也是无穷大，显然

不可行． 例如，将图 1 所示的工序及相互间的优
先关系用 GPＲs网络表示，就得到图 3，图中存在
正回路 μloop = ( 0) → ( 5) → ( 6) → ( 4) → ( 3) →
( 2) → ( 1) → ( 0) ，其长度为 15，也说明了各工序
所选用的工期无法满足优先关系，与图 1 的结论
一致．

图 3 GPＲs网络

Fig． 3 GPＲs network

显然，要使总费用最小，绝不能简单地令所有

工序都选用费用最小的工期． 例如，令图 2 中的
工序都选用费用最小的工期，就得到图 4，该图中
存在多条正回路，如 μloop = ( 2) → ( 3) → ( 4) →
( 6) → ( 2) ，其长度为 3，从而导致从起点( 0) 到
终点( 7) 的最大路长为 + ∞，说明项目此时不可
行． 可见，如果工序都选用费用最小的工期，虽然
会使总费用最小，但是却可能破坏项目自身的可

行性．
因此，如果借助 GPＲs 网络，GPＲs 下的项目

最小费用问题就可以描述为，如何安排各工序的

工期，能够在网络中不出现正回路的前提下，使得

总费用最小． 另外也可以描述为，在总费用最小

且存在正回路的 GPＲs 网络中，如何缩短或延长
某些工序的工期，使正回路消失，并且总费用增加

最少．
上述描述将 GPＲs下的项目可行性问题转化

为网络中的正回路问题，直观性强． 但是若直接
从回路的角度考虑同样十分繁琐，甚至无法求解，

其困难主要表现在两个方面，第一，GPＲs 网络中
的回路众多，且相互交叉，相互影响，要使所有回

路都非正将十分困难，更难以实现费用最小化;第

二，在GPＲs下，可能存在奇异工序，如1． 2节提出
的中性工序和逆工序，尤其是逆工序，其工期变

短，经过它的路线反而变长，反之亦然，分析该类

工序的工期无疑更为困难．

图 4 GPＲs网络

Fig． 4 GPＲs network

因此，本文需要采用新的思路，利用 GPＲs 网
络的特点，设计新的简单方法求解 GPＲs 下的项
目最小费用问题．

3 建立 GPＲs网络的最小费用模型

本文首先建立该问题的数学规划模型，即

GPＲs网络的最小费用模型． 假设 GPＲs 网络 G
中，有 n个工序，各工序 k的工期 dk∈［lk，uk］，并

且其费用 gk ( xk ) 是定义域为［lk，uk］的函数，因

此，最小费用模型的目标函数为

min z = ∑
n

k = 1
gk ( dk ) ( 1)

设网络中各节点( i) 的实现时间为 ti，则 tj ≥
ti + di，j ． 根据 GPＲs网络的特点 2，dk = t2k － t2k－1，
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所以可建立其最小费用模型如下

min z = ∑
n

k = 1
gk ( t2k － t2k－1 ) ( 2)

tj － ti ≥ di，j ( i，j) ∈ A

t2k － t2k－1 ≥ lk
t2k － t2k－1 ≤ u

{
k

( 3)

其中 A表示 G中工序的集合，相应地 A表示 G中
优先关系的集合．
在经典问题中，工序的费用随工期的延长而

单调递减． 但实际中，费用和工期之间可能不满
足单调递减性． 假设各工序 k除了最长工期 uk 和

最短工期 lk 以外，还有最小费用工期 mk． 简单起
见，假设工序 k的费用函数 gk ( dk ) 是分段线性函

数，有两个线性部分，当 dk ∈［lk，mk］时，gk ( dk )

线性递减，而当 dk ∈ ( mk，uk］时，gk ( dk ) 线性递

增． 为了使项目可行，且总费用最小，工序 k 的工
期可能 dk∈［lk，mk］，也可能 dk∈ ( mk，uk］． 分别
将［lk，mk］和( mk，uk］中直线的斜率乘以 － 1后，
得 ak 和 bk，ak ≥ 0，bk ≤ 0，称之为边际费用率，如
图 5 所示．

图 5 工序的工期―费用函数

Fig． 5 Duration-cost function of activity

由于各工序费用函数 gk 是分段线性的，针对

gk 的两个线性分段，引入变量 xk 和 yk，从而可以

用 xk + yk 来代替 dk = t2k － t2k－1，因此式( 2) 和式
( 3) 表示的模型可转化为如下线性规划模型

max z' = ∑
n

k = 1
( akxk + bkyk ) ( 4)

tj － ti ≥ di，j ( i，j) ∈ A

xk + yk = t2k － t2k－1
lk ≤ xk ≤ mk

0 ≤ yk ≤ uk － m










k

( 5)

很显然，该模型中，如果 xk ≤ mk，则 yk = 0;

如果 yk ＞ 0，则 xk = mk．

对于如何求解该模型，由于 GPＲs 网络中共
有 n个工序和2n + 2个节点，并且每个工序 k有两
个自变量 xk 和 yk，每个节点( i) 有一个自变量 ti，

所以该模型共有 4n + 2个自变量． 如果用线性规
划的方法直接求解该模型，如内点法、外点法、单
纯形法等，必然十分困难，特别是当 n较大时．

为了能简单有效地求解该模型，有必要从新

的角度出发． 本文利用初始―对偶原理，将该模
型转化为简单模型，从而能用简单方法求得最

优解．

4 最小费用模型的对偶模型及转化

4． 1 对偶模型
GPＲs网络的最小费用模型可通过对偶转化

为特殊的最小费用最大流模型，如下:

( 1) 将网络 G转化为网络 G* ．

① 将表示工序 k的正向弧( 2k － 1，2k) 和反
向弧( 2k，2k － 1) ，通过添加节点( 2n + k + 1) ，转
化为正向弧( 2k － 1，2n + k + 1) 、( 2n + k + 1，2k)

和反向弧( 2k，2n + k + 1) 、( 2n + k + 1，2k － 1) ，
k = 1，2，…，n，并令每个弧都有两个权数 wi，j 和

ci，j，其值为 w2k－1，2n+k+1 = － lk，c2k－1，2n+k+1 = + ∞，
w2n+k+1，2k = 0，c2n+k+1，2k = +∞，w2k，2n+k+1 = uk － mk，

c2k，2n+k+1 = +∞，w2n+k+1，2k－1 = mk，c2n+k+1，2k－1 = + ∞，

如图 6 所示．

图 6 工序表示方法的转化

Fig． 6 Change representation of activity

② 添加节点( s) 和 ( t) ，以及弧 ( s，2n + k +
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1) 、( 2k － 1，t) 和( 2k，t) ，k = 1，2，…，n，令这些弧
有两个权数wi，j和 ci，j，值为ws，2n+k+1 = 0，cs，2n+k+1 =

ak － bk，w2k－1，t = 0，c2k－1，t = ak，w2k，t = 0，c2k，t = － bk．

③ 对于原先表示网络 G中优先关系的弧( i，
j) ∈ A，令其也有两个权数 wi，j 和 ci，j，其值为
wi，j = － di，j，ci，j = + ∞ ．

将网络 G经过上述转化后，形成网络 G* ．

( 2) 构建网络 G* 的最小费用最大流模型．

在网络G* 中，设( s) 为起点，( t) 为终点，fi，j、

wi，j 和 ci，j 分别表示弧( i，j) 的流量、单位流量费用
和容量，建立如下模型

min ω = ∑
( i，j) ∈G*

wi，j fi，j

max ω' = v( f)
( 6)

∑
j
fi，j －∑

j

0 ≤ fi，j ≤ ci，
{

j

fj，i =
v( f) i = s
0 i≠ s，t
－ v( f)

{
i = t

( 7)

很明显，该模型的特殊之处主要在于，除了弧

( s，2n + k + 1) 、( 2k － 1，t) 和( 2k，t) ，k = 1，2，…，
n，所有弧均没有容量限制，并且弧的单位流量费
用可能为正、负、或零．

对于求解最小费用最大流模型，当前已有

很多简便有效的方法，如网络流算法等，本文在

此不作具体论述． 该模型是由原最小费用模型
经过对偶转化而来，两模型的最优解有密切联

系，如下:

( 1) 如果该模型求得的最大流为max v( f) =

∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则通过该模型的最优解 f*i，j，利用初

始―对偶关系可求得初始模型的最优解 t*i ，进而

求得各工序 k的最优工期 d*
k = t*2k － t*2k－1 ;

( 2) 如果该模型求得的最大流为max v( f) ＜

∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则原最小费用模型无最优解，即在

GPＲs条件下，无论各工序选用怎样的工期，都无
法满足既定的优先关系，项目不可行．

将 GPＲs网络的最小费用模型转化为与之对
偶的特殊最小费用最大流模型后，可以用很简单

的方法求解，不需要再使用线性规划的方法，因

此，经过上述转化，有效降低了 GPＲs下的项目最
小费用问题的求解难度，提高了计算的效率和

精度．
4． 2 对偶转化的过程及分析
根据式( 4) 和式 ( 5) 及其满足的条件，针对

工序( k) ，引入变量 t2n+k+1，使得 t2n+k+1 = xk + t2k－1，

t2k = yk + t2n+k+1，代入式( 4) 和式( 5) 得

max z' =∑
n

k =1
［ak ( t2n+k+1 － t2k－1) + bk ( t2k － t2n+k+1) ］

( 8)

tj － ti ≥ di，j ( i，j) ∈ A

lk ≤ t2n+k+1 － t2k－1 ≤ mk

0≤ t2k － t2n+k+1 ≤ uk － m
{

k

( 9)

建立该模型的对偶模型． 首先根据约束条件
给出对偶变量，如下

max z' =∑
n

k =1
［ak ( t2n+k+1 － t2k－1) +bk ( t2k － t2n+k+1) ］

约束条件 对偶变量

ti － tj ≤－ di，j fi，j
t2k－1 － t2n+k+1 ≤－ lk f2k－1，2n+k+1
t2n+k+1 － t2k－1 ≤ mk f2n+k+1，2k－1
t2n+k+1 － t2k ≤ 0 f2n+k+1，2k
t2k － t2n+k+1 ≤ uk － mk f2k，2n+k+













1

根据上述对偶变量可知，fi，j 与弧 ( i，j) 相对

应，弧( i，j) 在网络 G 中表示工序间的优先关系;

而 f2k－1，2n+k+1、f2n+k+1，2k－1、f2n+k+1，2k 和 f2k，2n+k+1 分别应
和弧( 2k － 1，2n + k + 1) 、( 2n + k + 1，2k － 1) 、
( 2n + k + 1，2k) 和( 2k，2n + k + 1) 相对应． 但是
在网络 G中，由于不存在节点( 2n + k + 1) ，故不

存在上述弧; 并且由于没有 f2k－1，2k 和 f2k，2k－1，故没

有对偶变量与 G中表示工序的弧( 2k － 1，2k) 和
( 2k，2k － 1) 相对应，因此网络 G虽然与式( 4) 和
式( 5) 表示的初始模型对应，但必无法与其对偶
模型对应，需进行转化． 因此，应在 G中添加节点
( 2n + k + 1) ，并将弧( 2k － 1，2k) 和( 2k，2k － 1)

转化为弧( 2k － 1，2n + k + 1) 、( 2n + k + 1，2k －
1) 、( 2n + k + 1，2k) 和( 2k，2n + k + 1) ，如图 7所
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示，从而得到网络 G'．

图 7 弧的转化

Fig． 7 Change representation of arc

根据初始―对偶变换法则，建立式( 8) 和式
( 9) 所表示模型的对偶模型，如下

min ω=∑
( i，j)∈A
( － di，j fi，j ) +∑

n

k =1
( － lkf2k－1，2n+k+1) +

∑
n

k =1
( ( uk －mk ) f2k，2n+k+1) +∑

n

k =1
( mk f2n+k+1，2k－1)

( 10)

∑
j
f0，j －∑

j
fj，0 = 0

∑
j
f2k－1，j －∑

j
fj，2k－1 = － ak

∑
j
f2n+k+1，j －∑

j
fj，2n+k+1 = ak － bk

∑
j
f2k，j －∑

j
fj，2k = bk

∑
j
f2n+1，j －∑

j
fj，2n+1 = 0

fi，j ≥



















0

( 11)

式( 10) 可转化为下式

min ω = ∑
( i，j) ∈G'

wi，j fi，j ( 12)

其中 wi，j = － di，j，( i，j) ∈ A; w2k－1，2n+k+1 = － lk ;
w2k，2n+k+1 = uk － mk ; w2n+k+1，2k－1 = mk．

式( 11) 可转化为下式

∑
j
fi，j －∑

j

fi，j ≥
{

0

fj，i =

0 i = 0，2n + 1
－ ak i = 2k － 1

bk i = 2k

ak － bk i = 2n + k +










1

( 13)
来看著名的“流量平衡条件”

∑
i
fi，j －∑

i

fi，j ≥
{

0

fj，i =
v( f) i = 1
0 i≠ 1，n
－ v( f)

{
i = n

( 14)

式( 13) 与式( 14) 的区别在于，式( 14) 表示
所有流量都从一个起点( 1) 流出，最终都流入到
一个终点( n) ;而式( 13) 中，由于 － ak ≤ 0，bk ≤
0，ak － bk ≥ 0，k = 1，2，…，n，所以表示所有流量
从 n个“起点”流出，在网络G'中为节点( 2n + k +
1) ，流出流量 ak － bk，最终都流入到2n个“终点”，

在网络G'中为节点( 2k － 1) 和( 2k) ，流入流量 ak

和 － bk ． 因此，给网络 G' 添加虚拟起点( s) 和终
点( t) ，添加虚拟弧( s，2n+k+1) ，流量为 fs，2n+k+1 =
ak － bk，即流入节点 ( 2n + k + 1) 的流量也为
ak － bk，使得该节点的流量达到平衡;添加虚拟弧

( 2k － 1，t) ，流量为 f2k－1，t = ak，即流出节点( 2k －
1) 的流量也为 ak，使得该节点的流量也达到平

衡;同理，添加虚拟弧( 2k，t) ，流量为 f2k，t = － bk，

即流出节点( 2k) 的流量也为 － bk，使得该节点的

流量也达到平衡，即

∑
j
f2n+k+1，j －∑

j
fj，2n+k+1 = 0

∑
j
f2k－1，j －∑

j
fj，2k－1 = 0

∑
j
f2k－1，j －∑

j
fj，2k－1 = 0

得到网络 G* ． 这样，从 G* 的起点( s) 流出的流

量为∑
j
fs，j =∑

n

k = 1
( ak － bk ) ，而流入G* 的终点( t)

的流量也为∑
j
fj，t = ∑

n

k = 1
( ak － bk ) ，其它节点的流

量平衡． 因此，式( 13) 可转化为下式

∑
j
fi，j －∑

j
fj，i =

fs，2n+k+1 = ak －bk
f2k－1，t = ak

f2k，t = － b















k

∑
n

k =1
( ak －bk ) i = s

0 i≠ s，t

－∑
n

k =1
( ak － bk )










i = t

( 15)

由于新添加的虚拟弧( s，2n + k + 1) 、( 2k －
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1，t) 和( 2k，t) 在网络 G'中不存在，所以根据 G* 建

立的目标函数应与式( 12) 相同． 可以将这三类弧的

流量 fs，2n+k+1、f2k－1，t 和 f2k，t 的系数都设为零，即

ws，2n+k+1 = w2k－1，t = w2k，t = 0 ( 16)

然后根据 G* 建立与式( 12) 相同的目标函数

min ω = ∑
( i，j)∈G*

wi，j fi，j

= ∑
( i，j)∈G'

wi，j fi，j +∑
k
( 0fs，2n+k+1+0f2k－1，t + 0f2k，t )

= ∑
( i，j)∈G'

wi，j fi，j

( 17)

由式( 15) ―式( 17) 组成的模型记为模型 1

min ω = ∑
( i，j) ∈G*

wi，j fi，j

∑
j
fi，j －∑

j
fj，i =

fs，2n+k+1 = ak － bk

f2k－1，t = ak

f2k，t = － bk

ws，2n+k+1 = w2k－1，t = w2k，t = 0

fi，j ≥



















0

∑
n

k = 1
( ak － bk ) i = s

0 i≠ s，t

－∑
n

k = 1
( ak － bk )










i = t

在推导过程中可以发现，除了弧( s，2n + k +

1) 、( 2k － 1，t) 和 ( 2k，t) 的流量要求必须达到

fs，2n+k+1 = ak － bk、f2k－1，t = ak和 f2k，t = － bk以外，其

余弧的流量均没有限制．

本文将弧的流量限制转化为弧的容量限制，

即令弧( s，2n + k + 1) 、( 2k － 1，t) 和( 2k，t) 的容

量分别为 cs，2n+k+1 = ak － bk、c2k－1，t = ak和 c2k，t = －

bk，而令其余弧( i，j) 的容量 ci，j = + ∞，进而将该

模型进一步变形为标准的最小费用最大流模型，

记为模型 2

min ω = ∑
( i，j) ∈G*

wi，j fi，j

max ω' = v( f)

∑
i
fi，j －∑

i
fj，i =

fi，j ≥
{

0

v( f) i = s
0 i≠ s，t
－ v( f)

{
i = t

其中( i，j)∈A，wi，j = －di，j，ci，j = +∞ ; w2k－1，2n+k+1 = －
lk，c2k－1，2n+k+1 = + ∞ ; w2n+k+1，2k = 0，c2n+k+1，2k = +∞ ;
w2k，2n+k+1 =uk － mk，c2k，2n+k+1 = + ∞ ; w2n+k+1，2k－1 = mk，

c2n+k+1，2k－1 = + ∞ ; ws，2n+k+1 = 0，cs，2n+k+1 = ak － bk ;
w2k－1，t = 0，c2k－1，t = ak ; w2k，t = 0，c2k，t = － bk．
由于 fs，2n+k+1 = ak － bk、f2k－1，t = ak和 f2k，t = －

bk 是严格限制，而 cs，2n+k+1 = ak － bk、c2k－1，t = ak和

c2k，t = － bk 则表示 fs，2n+k+1 ≤ cs，2n+k+1 = ak － bk、
f2k－1，t ≤ c2k－1，t = ak和 f2k，t≤ c2k，t = － bk，是非严格

限制，因此模型1和2并非完全等价． 本文需对模
型 2 进行修正，使其与模型 1 完全等价．
对于模型 1，该模型具有可行解的条件是满

足 fs，2n+k+1 = ak － bk、f2k－1，t = ak和 f2k，t = － bk ． 由
于该模型是与网络 G 相对应的原最小费用模型
( 即式( 4) 和( 5) ) 的对偶模型，若其在 fs，2n+k+1 =
ak － bk、f2k－1，t = ak和 f2k，t = － bk条件下求得最优

解，则相应地可根据初始―对偶关系求得原最小

费用模型的最优解，即原问题的最优解;若该模型

无可行解，说明原模型的目标函数值为

max z' = ∑
n

k = 1
( akxk + bkyk ) = + ∞

可知存在 akxk + bkyk = +∞，即 xk = +∞ 或 yk = +
∞，则对应的总工期也是 +∞，说明原网络G在任
何情况下都存在正回路，表示项目不存在可行

状态．
而对于模型 2，必然存在可行解． 另外，该模

型的最优解必然对应流量网络 G* 的最大流． 由
于 cs，2n+k+1 = ak － bk，c2k－1，t = ak，c2k，t = － bk，说明

若最大流 max v( f) = ∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则 fs，2n+k+1 =

ak － bk，f2k－1，t = ak，f2k，t = － bk，与模型 1相同，根
据最优解以及初始―对偶关系可求得原问题的最

优解;但如果 max v( f) ＜∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则必然不

满足所有 fs，2n+k+1 = ak － bk、f2k－1，t = ak和 f2k，t = －
bk，根据模型 1，说明无法求得原问题的最优解，项
目在任何时候都不可行．
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因此，要使模型 2 与模型 1 等价，需要对模型
2 的最优解进行判断，如下:

1) 如果模型 2 对应的最大流为 max v( f) =

∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则通过该模型的最优解，以及初始

―对偶关系，可求得原问题的最优解;

2) 如果模型 2 对应的最大流为 max v( f) ＜

∑
n

k = 1
( ak － bk ) ，则原问题无最优解，项目在任何时

候都不可行．

模型 2 就是 4． 1 节中式( 6) 和式( 7) 表示的

最小费用最大流模型，它与式( 4) 和式( 5) 表示

的最小费用模型满足初始―对偶关系．

5 应用举例

图 8 表示工序之间具有广义优先关系
( GPＲs) 的工程项目网络图，试求该项目的最小
费用． 其中 lk，mk 和 uk 分别表示工序 k 的最短工
期、最小费用工期和最长工期，ak 和 bk 分别表示

工序 k在工期［lk，mk］和( mk，uk］的边际费用率，

k = 1，2，…，8．

图 8 GPＲs网络

Fig． 8 GPＲs network

本文利用 4． 1 节方法，将该问题等效转化为
特殊的最小费用最大流问题，并求最优解，然后根

据初始―对偶关系以及上述最优解，得到原问题

的最优解．
步骤 1 按 4． 1 节中的 ( 1) 将图 8 所示的

GPＲs网络等效转化为费用流网络，如图 9 所示．
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图 9 费用流网络

Fig． 9 Cost flow network

步骤 2 求图 9所示费用流网络中起点到终
点的最小费用最大流，可用已有的任何相关算法

求解，具体过程从略，得最大流为

max v( f) = ∑
n

k = 1
( ak － bk ) = 28. 5

所以原问题存在可行解，进而求得各实弧( i，j) 的
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最佳流量 f*i，j，并通过初始―对偶关系，得到图8中
GPＲs网络各节点的最佳实现时间，t*0 = 0，t*1 =

0，t*2 = 2，t*3 = 2，t*4 = 9，t*5 = 2，t*6 = 5，t*7 = 8，

t*8 = 12，t*9 = 3，t*10 = 7，t*11 = 9，t*12 = 14，t*13 = 10，

t*14 = 16，t*15 = 11，t*16 = 13，t*17 = 16，从而得到各工

序的最佳工期，d1 = t*2 － t*1 = 2，d2 = t*4 － t*3 =

7，d3 = t*6 － t*5 = 3，d4 = t*8 － t*7 = 4，d5 = t*10 －

t*9 = 4，d6 = t*12 － t*11 = 5，d7 = t*14 － t*13 = 6，d8 =

t*16 － t*15 = 2，以及费用最小的总工期 T* = t*17 －

t*0 = 16．

6 结束语

项目调度是项目管理的重要核心，而调度的

过程本质上就是优化的过程，需要从一个起点开

始，逐步达到所要求的目的． 对于多数问题来说，
起点的选择至关重要，它很大程度上影响着优化

的过程和最终结果的最优性． 对于项目调度问
题，费用最省始终是其主要目的之一，因此优化过

程通常都以项目的最小费用作为起点，使得问题

最优解能够更快更有效地获得． 例如，对于经典
的时间―费用权衡问题，最直接有效的求解方法

就是先求出项目的最小费用及对应的工期，然后

用最小的压缩费用将总工期逐步缩短，直到达到

项目要求． 因此，求得项目最小费用是解决项目
调度问题的关键环节．
如果工序之间只有单一且特殊的严格优先关

系，只需令工序都选用费用最小的工期就可得到

项目最小费用． 但是当工序之间存在更普遍的广
义优先关系( GPＲs) 时，如果各工序仍选用费用最
小的工期，则很可能无法满足优先关系，导致项目

不可行，也就不存在优化． 优先关系取决于客观
条件，不可以改变，只能通过调整各工序的工期来

满足，因此求解 GPＲs 下的项目最小费用问题就
成为项目调度中必须面对的新问题． 由于 GPＲs
不论在含义上还是表示方法上都远比传统的严格

优先关系复杂，因此用普通方法求解该问题的难

度很大．
本文主要利用文献［10］提出的 GPＲs的网络

表示法，建立了 GPＲs下的项目最小费用模型，并
利用初始―对偶变换，将该模型等效转化为特殊

的最小费用最大流模型． 该模型可以运用已有的
相关算法求解，并且根据初始―对偶关系，利用该

模型的最优解能很容易求得初始模型的最优解，

即 GPＲs下的项目最小费用，进而可以研究如何
进一步求解 GPＲs 下的项目调度问题，提高求解
的效率和精度．
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An approach for the minimum cost problem of projects under generalized
precedence relations ( GPＲs)

SU Zhi-xiong，QI Jian-xun，WANG Qiang
School of Economics and Management，North China Electric Power University，Beijing 102206，China

Abstract: For project scheduling，when solving a cost problem，such as the time-cost tradeoff problem，we
need to obtain the minimum cost of the project as a starting point of the optimization process． If only a single
precedence relation exists between activities，we can obtain the minimum cost of a project by letting all activi-
ties choose their minimum cost durations． If generalized precedence relations ( GPＲs) exist between activities，
letting all activities choose their minimum cost durations may not meet the given precedence relations and re-
sult in a unfeasible project． Aiming at the minimum cost problem of projects under GPＲs，we found a mathe-
matical model，and then transform it into an equivalent and special minimum cost maximum flow model by u-
sing primal-dual theory． Thus，we can calculate the optimal solution of the special minimum cost maximum
flow model by using a current algorithm，and then obtain the minimum cost of a project under GPＲs based on
the primal-dual relation．
Key works: project scheduling; generalized precedence relations ( GPＲs) ; minimum costof project; mini-

mum cost maximum flow model; primal-dual
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