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摘要: 双边匹配问题一直是经济管理等领域研究的热点问题之一． 在基于完全偏好序信息的

双边匹配问题中，进一步考虑双边主体的最高可接受偏好序，更具有现实意义． 针对此类双边

匹配问题的研究，尚未受到重视，鉴于此，本文提出了一种严格双边匹配方法． 在文中，首先给

出了双边匹配的相关概念，然后描述了考虑最高可接受偏好序的基于完全偏好序信息的双边

匹配问题． 为解决该问题，给出了严格双边匹配的概念及其存在性理论，考虑到双边主体的满

意度和最低可接受满意度，构建了多目标优化模型; 使用线性加权法将多目标优化模型转化为

单目标优化模型，通过求解该单目标优化模型获得匹配结果; 最后，通过风险投资商与风险企

业的双边匹配实例分析说明了所提方法的可行性和有效性．
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0 引 言

在实际生活中，众多问题都涉及到某群体中

的主体需要与另一个群体中的主体相匹配的情

形，例如婚姻匹配问题［1］、电子中介中商品买卖

问题［2 － 3］、人力资源 管 理 中 员 工 与 岗 位 匹 配 问

题［4 － 5］、大学招生录取问题［6 － 7］等． 随着社会经济

的飞速发展，经济管理中的双边匹配问题引起了

更为广泛关注，例如二手房交易中买方与卖方匹

配问题［8］、风险投资活动中风险投资商与风险企

业匹配问题［9］． 因此，双边匹配问题具有广泛的

实际应用背景． 鉴于现实社会经济、管理等领域中

存在着大量的双边匹配问题，而合理有效的匹配

结果有利于提高组织经济活动、管理活动的效率，

有利于提高主体对其匹配主体的满意度． 因此，针

对双边匹配问题的研究具有重要的理论意义和实

际价值．
Gale 和 Shapley 针对大学录取和稳定婚姻指

派问题，从稳定指派的概念、存在性、Pareto 最优

性及求解算法等方面进行研究［10］，反映了双边匹

配的思想． 依据 Gale 和 Shapley 对大学与学生，男

士与女士之间的指派问题的提炼和分析，Ｒoth 明

确提出了双边匹配的概念［11］． 双边匹配是指如何

匹配两个不同有限集合中的主体，尽量使每个主

体匹配到满意的另一边主体． 双边匹配一般是通

过中介来进行［12］，这里中介通常是指撮合双边主

体进行匹配的个人、机构或决策系统． 此后，许多

学者将双边匹配问题进行扩展，针对不同的实际

问题，研究有针对性的决策分析方法，或从理论上

完善、补充和扩展了 Gale-Shapley 算法，或从不同

视角出发，试图采用经济博弈论、实验经济学等相

关理论与方法获得匹配结果［12 － 15］．

通常，在双边匹配过程中，需要考虑双边主体

的偏好序信息． 目前，针对基于偏好序信息的双边

匹配问题的研究受到了学者们的广泛关注． Teo
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等从最优欺骗策略的角度研究了男女婚姻匹配问

题［16］; Korkmaz 等运用 AHP 方法和改进的 Gale-
Shapley 算法将军事人员与工作任务进行匹配，同

时构建了双边匹配的决策支持系统［17］; Vate 和

John 基于图论的方法研究了男女婚姻匹配的特

征，建立了相应的线性规划模型来获得匹配结

果［18］; Lars 研究了一对一双边匹配问题中核的性

质及格的结构［19］; Knoblauch 研究了具有随机分

布偏好序的 Gale-Shapley 算法的性质［20］． 此外，

一些学者还从经济博弈的角度研究了双边匹配

问题［21 － 24］．
已有的研究为解决基于偏好序信息的双边匹

配问题提供了理论与方法层面的借鉴指导，同时

也扩大了双边匹配实际应用背景． 然而，需要指出

的是，已有的研究大多采用 Gale-Shapley 算法或

其扩展算法将双边主体进行匹配，基于稳定性的

Gale-Shapley 算法及其扩展算法是从部分主体集

合最优的角度提出的，使用这些算法只能得到部

分主体最优的双边匹配，而现实问题中，主体可能

对匹配主体含有最低可接受满意度的要求，在此

要求的基础上更关注于匹配的满意程度． 例如，在

一个 6 × 9 的婚姻匹配问题中，男士 A1 对其约会

对象含有最低可接受满意度的要求 ( 比如，男士

A1 的最大满意度为 1，男士 A1 要求匹配结果中对

其约会对象的满意度要大于 0． 5) ，在这个要求基

础上若匹配结果中男士 A1 对其约会对象的满意

度越高，则男士 A1 对该匹配结果也越满意． 另外，

若每个主体提出的最低可接受满意度都为其最大

满意度，则此时很可能不存在满足这个要求的匹

配结果． 因此，探讨如何测度每个主体的最低可接

受满意度，又如何确定每个主体的最低可接受满

意度，使得匹配结果中每个主体的最低可接受满

意度要求都被满足，在满足这个条件基础上又如

何提高匹配的满意程度具有重要的理论意义和实

际价值． 鉴于此，本文从双边主体满意度的角度出

发，通过引入严格双边匹配的概念，并分析其存在

性理论，提出一种基于完全偏好序信息的严格双

边匹配方法．

1 双边匹配

双边匹配问题涉及到两方主体，设甲方主体

集合为 A = { A1，A2，…，Am} ，m≥ 2，其中 Ai 表示

第 i 个甲方主体，i = 1，2，…，m; 乙方主体集合为

B = { B1，B2，…，Bn} ，n≥ 2，其中 Bj 表示第 j 个乙

方主体，j = 1，2，…，n; 不妨设 m≤ n，记 M = { 1，

2，…，m} ，N = { 1，2，…，n} ．
定义 1［25］ 设 μ ∶ A∪ B→ A∪ B 为一一映

射，若 Ai ∈ A，Bj ∈ B，满足:①μ( Ai ) ∈ B，

②μ( Bj ) ∈ A ∪ { Bj} ，③μ( Ai ) = Bj 当 且 仅 当

μ( Bj ) = Ai，则称 μ 为双边匹配．
注 1 定义 1 中，μ( Ai ) = Bj 表示 Ai 与 Bj 在

μ 中匹配，μ( Bj ) = Bj 表示 Bj 在 μ 中未匹配．
定义 2 若 μ( Ai ) = Bj，则称( Ai，Bj ) 为 μ －

匹配主体对．
依据定义 1 和定义 2 可知: 若( Ai，Bj ) 为 μ －

匹配主体对，则( Bj，Ai ) 也为 μ － 匹配主体对． 为

便于分析，若 μ( Bk ) = Bk，则仍记( Bk，Bk ) 为 μ －
匹配主体对． 因此，双边匹配 μ可表示为 μ = μt∪

μs，μt = { ( Ai，Bf( i) ) | i = 1，…，m} ，μs = { ( Bk，

Bk ) | k = { 1，…，n} \ { f( 1) ，…，f( m) } } ， 其 中

Bf( i) = μ( Ai ) ，f( i) ∈N，且i，i'∈ I，i≠ i'，有

f( i) ≠f( i') ．

2 考虑主体最高可接受偏好序的双

边匹配问题

针对考虑主体最高可接受偏好序的基于完全

偏好序信息的双边匹配问题，设 Ｒi = ( ri1，ri2，…，

rin ) 为甲方主体 Ai 给出的关于乙方主体集合 B 的

完全偏好序向量，其中 rij 表示甲方主体 Ai 把乙方

主体 Bj 排在第 rij 位，di 为甲方主体 Ai 通过中介协

商给出的最高可接受偏好序，rij，di ∈ N; 设 Tj =
( t1 j，t2 j，…，tnj )

T 为乙方主体 Bj 给出的关于甲方

主体集合 A 的完全偏好序向量，其中 tij 表示乙方

主体 Bj 把甲方主体 Ai 排在第 tij 位，hj 为乙方主体

Bj 通 过 中 介 协 商 给 出 的 最 高 可 接 受 偏 好 序，

tij，hj ∈M．
综上，本文需要解决的问题是: 如何依据甲方

主体 Ai 给出的完全偏好序向量 Ｒi 和最高可接受

偏好序 di，i = 1，2，…，m，乙方主体 Bj 给出的完全

偏好序向量 Tj 和最高可接受偏好序 hj，j = 1，2，
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…，n，运用何种决策方法，获得合理的匹配结果．
注 2 在本文中，合理的匹配结果是指每个

主体的满意度都在大于其最低可接受满意度的条

件下尽可能大．

3 严格双边匹配的相关概念

针对考虑的双边匹配问题，不失一般性，若甲

方主体 Ai 把乙方主体Bj 排在第一位，即 rij = 1，则

Ai 对 Bj 的满意度最高; 若甲方主体 Ai 把乙方主体

Bk 排在最后一位，即 rik = n，则 Ai 对 Bk 的满意度

最低． 为便于分析，满意度界定在区间［0，1］上，

进一步给出如下定义．
定义 3 设 αij 为甲方主体 Ai 对乙方主体 Bj

的满意度，βij 为乙方主体 Bj 对甲方主体 Ai 的满意

度，则满意度 αij 与 βij 可分别表示为

αij = l( rij ) ， i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 1)

βij = g( tij ) ， i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 2)

其中 l( x) 与 g( y) 为单调递减函数，0 ＜ f( n) ，

f( 1) ≤ 1，0 ＜ g( m) ，g( 1) ≤ 1．
注3 定义3 中，函数 l( x) 与 g( y) 具有多种

表示形式，但在现实中，偏好序与满意度之间通常

不具有线性递减关系． 例如在婚姻匹配问题中，某

男士对7位女士进行排序，该男士对排名第1与排

名第 2 的两位女士之间满意程度的差距，通常要

比排名第 6 和排名第 7 的两位女士之间的差距要

大． 基于此，可作进一步分析: 在男士( 或女士) 心

中，总是更关心自己能与最偏爱的异性相匹配，如

若不能匹配，则会感觉十分失望，即满意度会大幅

降低，尤其对排序靠后的异性，满意度虽然仍随着

序值的增加而降低，但差别会越来越小． 因此，考

虑到如上所述的双边主体心理感受，则 l″ ( x) ＞
0，g″ ( y) ＞ 0． 再者，考虑到每个主体都是个人理

性的［25－26］，若主体单身时的满意度为 0，则该主体

的最小满意度大于 0． 因此，为了使得满意度函数

l( x) 与 g( y) 不仅满足上述两条性质，而且方便计

算，本 文 给 出 如 下 形 式: l( x) = n + 1 － x( )n
2
，

g( y) = m + 1 － y( )m
2
，则式 ( 1) 和 ( 2) 分别 转

化为

αij = n + 1 － rij( )n

2

，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n
( 3)

βij = m + 1 － tij( )m

2

，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n
( 4)

例 1 对于 6 × 9 的双边匹配问题，若甲方主

体 A1 把乙方主体 B9 排在第 6 位，即 r19 = 6，则依

据式( 3) ，可得 α19 = 9 + 1 － 6( )9
2
= 0. 197 5; 若

乙方主体 B6 把甲方主体 A2 排在第 3 位，即 t62 =

3，则依据式( 4) ，可得 β62 =
6 +1 －3( )6

2
= 0. 444 4．

在本文中，最低可接受满意度被视为主体对

其匹配主体的最小满意度要求，是满意度类型中

的一种． 其测度方法仍然可采用间接满意度函数

方法，即依据双边主体的最高可接受偏好序，运用

满意度函数 l( x) 或 g( y) ，获得双边主体的最低可

接受满意度． 因此，本文给出如下最低可接受满意

度测度公式．
定义4 设γi 为甲方主体Ai 的最低可接受满

意度，η j 为乙方主体 Bj 的最低可接受满意度，则

γi 与 η j 分别表示为

γi = l( di ) ，i = 1，2，…，m ( 5)

η j = g( hj ) ，j = 1，2，…，n ( 6)

其中 l( x) 与 g( y) 为定义 3 中引入的函数．

注 4 若 l( x) = n + 1 － x( )n
2
，g( y) =

m + 1 － y( )m
2
，则式( 5) 和( 6) 分别转化为

γi = n + 1 － di( )n

2

，i = 1，2，…，m ( 7)

η j = m + 1 － hj( )m

2

，j = 1，2，…，n ( 8)

例2 对于9 × 11的双边匹配问题，若经中介

协商甲方主体A2 要求跟排在前6 位的乙方主体匹

配，即 d2 = 6，则 依 据 式 ( 7) ，可 得 γ2 =

11 + 1 － 6( )11
2
= 0. 297 5; 若经中介协商乙方主体
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B6 要求跟排在前 5 位的甲方主体匹配，即 h6 = 5，

则依据式( 8) ，可得η6 = 9 + 1 － 5( )9
2
= 0. 308 6．

定义5 对于双边匹配 μ( μ = μt∪ μs ) ，若在

匹配主体对( Ai，Bf( i) ) 中，Ai 对Bf( i) 的满意度大于

等于 γi，Bf( i) 对 Ai 的满 意 度 大 于 等 于 ηf( i) ，即

αi，f( i) ≥ γi，βi，f( i) ≥ ηf( i) ，i = 1，…，m，则称 μ 为严

格双边匹配．
注 5 定 义 5 中，Bf( i) = μ( Ai ) ，f( i) =

S( μ( Ai ) ) ∈ N，其 中 S( μ( Ai ) ) 为 取 下 标 函

数［27］，即若 μ( Ai ) = Bj，则 S( μ( Ai ) ) = j．

4 严格双边匹配的存在性

在提出严格双边匹配方法之前，须探讨严格

双边匹配的存在性． 依据定义 5 可知: 严格双边匹

配的存在性与最低可接受满意度 γi 和 η j 密切相

关，下面从这入手进行分析．
设 dmin 为关于所有甲方主体的共同最高可接

受偏好序，dmin = min{ di | i = 1，2，…，m} ，hmin 为

关于所有乙方主体的共同最高可接受偏好序，

hmin =min{ hj | j = 1，2，…，n} ，则依据式( 7) 和式

( 8) ，可设γmax = max{ γi | i = 1，2，…，m} ，ηmax =

max{ η j | j = 1，2，…，n} ．

定理 1 若 di = n，i∈M，hj = m，j∈ N
则基于完全偏好序向量 Ｒi 和 Tj，最高可接受偏好

序 di 和 hj 的双边匹配问题，严格双边匹配存在．
证明 由于 di = n，i∈ M，hj = m，j∈

N，则min
i

min
j

{ rij} = n = di，mini min
j

{ tij} = m =

hj ． 因此，依据式( 3) 和式( 4) ，式( 7) 和式( 8) ，可

得αij ≥γi，βij ≥ η j，i ∈ M，j ∈ N． 令 μ =
{ ( A1，B1 ) ，…，( Am，Bm ) ，( Bm+1，Bm+1 ) ，…，( Bn，

Bn ) } ，则 μ 为严格双边匹配． 证毕．
在最高可接受偏好序 di 和 hj 更小的情形下，

给出如下两阶段分析法来说明严格双边匹配的存

在性．
4． 1 确定共同最高可接受偏好序 dmin 和 hmin

设 d 为经中介协商所有甲方主体给出的统一

的最高可接受偏好序，d ∈［1，n］，h 为经中介协

商所有乙方主体给出的统一的最高可接受偏好

序，h∈［1，m］．
基 于 完 全 偏 好 序 向 量 Ｒi ( 1，2，…，m) 与

T j ( j = 1，2，…，n) ，分 别 建 立 完 全 偏 好 序 矩 阵

Ｒ =［rij］m×n 与 T = ［tij］m×n ． 依据式( 3) 和式( 4) ，

完全偏好序矩阵 Ｒ = ［rij］m×n 与 T = ［tij］m×n 转化

为完全满意度矩阵 A = ［αij］m×n 与 B = ［βij］m×n ．
依据式( 7) 和式( 8) ，最高可接受偏好序 d 与 h 转

化为最低可接受满意度 γ 与 η． 依据最低可接受

满意度 γ 与 η，完全满意度矩阵 A = ［αij］m×n 与

B =［βij］m×n 转化为 0 － 1 矩阵 Φ = ［φij］m×n 与

Ω =［ωij］m×n，其中 φij 与 ωij 分别表示为

φij =
1，αij≥γ，

0，αij ＜ γ{ ，
i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 9)

ωij =
1，βij≥η，

0，βij ＜ η{ ，
i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 10)

基于 0 － 1 矩阵 Φ 和 Ω，构建综合 0 － 1 矩阵 Δ =
［δij］m×n，其中

δij = φijωij =
1，φij = ωij = 1，

0，{
其它

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 11)

依据综合 0 － 1 矩阵 Δ，构建确定 dmin 和 hmin

的优化模型． 设 xij 为 0 － 1 变量，其中 xij = 0 表示

μ( Ai ) ≠ Bj，即 Ai 与 Bj 在 μ中未匹配，xij = 1 表示

μ( Ai ) = Bj，则可构建下列优化模型( 12)

max Z = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
δij xij ( 12a)

s． t． ∑
n

j = 1
xij = 1，i = 1，2，…，m ( 12b)

∑
m

i = 1
xij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 12c)

xij = 0 或 1，i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 12d)

模型( 12) 中，式( 12b) 的含义是每个甲方主体必

须且只能与一个乙方主体匹配; 式( 12c) 的含义

是每个乙方主体至多与一个甲方主体匹配．
定理 2 模型( 12) 存在最优解．
证明 由于模型( 12) 是含有 mn 个变量的

0 － 1 整数规划，则它最多产生2mn 个可行解． 显然
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xij = 1，j = i，
0，j≠ i{ ，

i = 1，2，…，m，j = 1，2，…，n，为

模型( 12) 的可行解，则模型( 12) 的可行域非空．
因此，由式( 12a) 确定的目标函数在某个可行解

上达到最大，即模型( 12) 存在最优解． 证毕．
定理 3 存在 d( d∈［1，n］) 与 h( h ∈［1，

m］) 使得 Z* = m，其中 Z* 为模型( 12) 的目标函

数最优值．
证明 若存在 d 与 h，其中 d∈［1，n］，h∈

［1，m － 1］，或 d∈［1，n － 1］，h∈［1，m］，使得模

型( 12) 的目标函数最优值 Z* = m，则结论成立．
否则 d = n，h = m，依据定理1 的证明过程可知，γ
= 0，η = 0． 依据式( 9) － 式( 11) ，可得 δij = 1，

i∈M，j∈ N． 因此，模型( 12) 转化为下列优

化模型( 13)

max Z = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
xij ( 13a)

s． t． ∑
n

j = 1
xij = 1，j = 1，2，…，m ( 13b)

∑
m

i = 1
xij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 13c)

xij = 0 或 1， ( 13d)

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n
求解模型( 13) ，可得 Z* = m． 综上，存在 d( d ∈
［1，n］) 与 h( h∈［1，m］) 使得 Z* = m． 证毕．

进一步地，下面给出确定共同最高可接受偏

好序 dmin 和 hmin 的算法．
算法 1
步骤 1 令 d = 1，h = 1，转步骤 2;

步骤2 建立并求解优化模型( 12) ; 若Z* ＜
m，则转步骤 3; 否则 Z* = m，转步骤 6;

步骤 3 令 d = d + 1，转步骤 4;

步骤4 建立并求解优化模型( 12) ; 若Z* ＜
m，则转步骤 5; 否则 Z* = m，转步骤 6;

步骤 5 令 h = h + 1，转步骤 2;

步骤 6 终止，输出“dmin = d，hmin = h ”．
基于上述分析可知: 通过算法 1，可确定 dmin

与 hmin，且依据 dmin 与 hmin 构建的优化模型( 12) 的

目标函数最优值 Z* = m．
定理 4 算法 1 至多经过 mn 次迭代收敛．
证明 根据定理3，可知存在 d( d∈［1，n］)

与 h( h∈［1，m］) 使得模型( 12) 的目标函数最优

值 Z* = m． 因此，根据终止条件，可知算法 1 至多

经过 mn 次迭代收敛． 证毕．
4． 2 严格双边匹配的存在性定理

依据最低可接受满意度 γi 与 η j，完全满意度

矩阵 A = ［αij］m×n 与B = ［βij］m×n 转化为0 － 1 矩

阵Φ' = ［φ'
ij］m×n 和Ω' = ［ω'

ij］m×n，其中φ'
ij 与ω'

ij 分

别表示为

φ'
ij =

1，αij ≥ γi，

0，αij ＜ γi
{ ，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 14)

ω'
ij =

1，βij ≥ ηj，

0，βij ＜ ηj
{ ，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 15)

基于矩阵 Φ' 和 Ω'，构建综合 0 － 1 矩阵 Δ' =
［δ'ij］m×n，其中

δ'ij = φ'
ijω

'
ij =

1，φ'
ij = ω'

ij = 1，

0，其它
{ ，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 16)

设 xij 为0 － 1 变量，其中 xij = 0 表示 μ( Ai ) ≠
Bj，xij = 1表示μ( Ai ) = Bj，则依据矩阵Δ'，可构建

下列优化模型( 17)

max F = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
δ'ij xij ( 17a)

s． t． ∑
n

j = 1
xij = 1，i = 1，2，…，m ( 17b)

∑
m

i = 1
xij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 17c)

xij = 0 或 1，i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 17d)

模型( 17) 中，式( 17b) 的含义是每个甲方主体必

须且只能与一个乙方主体匹配; 式( 17c) 的含义

是每个乙方主体至多与一个甲方主体匹配．
定理 5 模型( 17) 存在最优解．
证明 由于模型( 17) 是含有 mn 个变量的

0 － 1 整数规划，则它最多产生 2mn 个可行解． 显

然，xij =
1，j = i
0，j≠ i{ ，

i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n，

为模型( 17) 的可行解，则模型( 17) 的可行域非

空． 因此，由式( 17a) 确定的目标函数在某个可行

解上达到最大，即模型( 17) 存在最优解． 证毕．
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定理 6 严格双边匹配存在的充分必要条件

是模型( 17) 的目标函数最优值 F* = m．
证明 先证明必要性． 假设严格双边匹配存

在，则根据定义 5 可知，存在双边匹配 μ' 满足

αi，S( μ'( Ai) ) ≥ γi，βi，S( μ'( Ai) ) ≥ ηS( μ'( Ai) ) ，i = 1，…，m． 令

X' =［x'ij］m×n，其中 x'ij =
1，j = S( μ' ( Ai ) ) ，

0，j≠ S( μ' ( Ai
{ ) ) ，

i = 1，

2，…，m，则 X' 满足式( 17b) － ( 17d) ，且目标值 F' =
m． 由于模型( 17) 的目标函数系数矩阵 Δ' 中的元素

δ'ij 为0 － 1值，则根据式( 17b) － ( 17d) ，可知F≤m．

因此，F* = F' = m．
再证明充分性． 设模型( 17) 的目标函数最优

值 F* = m，X* = ［x*
ij ］m×n 为相应的解矩阵，μ*

为对应 于 X* 的 双 边 匹 配，则 根 据 式 ( 17b) －

( 17d) ，可知 x*
ij =

1，j = S( μ* ( Ai ) ) ，

0，j≠ S( μ* ( Ai
{ ) ) ，

i = 1，2，

…，m． 下面证明 δ'i，S( μ* ( Ai) ) = 1，i = 1，2，…，m． 假

设i0 = ( i0 ∈ M) ，使得 δ'i0，S( μ* ( Ai) ) ≠ 1，则根据

式( 17a) ，可得 F* ＜ m，与 F* = m 矛盾． 因此，

δi，S( μ* ( Ai) ) = 1，i = 1，2，…，m． 根据式( 16) ，可得

φ'
i，S( μ* ( Ai) ) = ω'

i，S( μ* ( Ai) ) = 1． 因此，αi，S( μ* ( Ai) ) ≥

γi，βi，S( μ* ( Ai) ) ≥ηS( μ* ( Ai) ) ，i = 1，2，…，m，即 μ* 为

满意双边匹配． 证毕．
考虑到模型( 17) 的目标函数值 F≤ m，根据

定理 6，可得下列推论．
推论 1 严格双边匹配不存在的充分必要条

件是模型( 17) 的目标函数最优值 F* ＜ m．
定理 7 对于任意的 di ∈［dmin，n］和 hj ∈

［hmin，m］，模型( 17) 的目标函数最优值 F* = m．
证明 由于 γmax ≥ γi，ηmax ≥ η j，因此，若

αij ≥γmax，则 αij ≥ γi ; 若 βij ≥ ηmax，则 βij ≥ η j ． 根

据式( 9) －式( 11) 及式( 14) －式( 16) ，可得 δij =
δ’ij，i∈ M，j∈ N． 因此，依据 dmin 与 hmin 构建

的模型( 12) 与模型( 17) 相同． 又因为依据 dmin 与

hmin 构建的模型( 12) 的目标函数最优值 Z* = m，

因 此，di ∈［dmin，n］ 和 h ∈［hmin，m］， 有

F* = m． 证毕．
依据定理 5 － 定理 7，可得下列定理．
定理 8 对于任意的 di ∈［dmin，n］和 hj ∈

［hmin，m］，严格双边匹配存在．
依据算法 1 和定理 8，下面给出确定最高可

接受偏好序 di 和 hj 的交互式算法．
算法 2
步骤1 通过算法1，确定共同最高可接受偏

好序 dmin 与 hmin ;

步骤 2 中介告知所有甲方主体严格双边匹配

在偏好序区间［dmin，n］上存在，告知所有乙方主体严

格双边匹配在偏好序区间［hmin，m］上存在;

步骤 3 甲方主体 Ai 针对偏好序区间［dmin，

n］结合自身偏好等情况，给出最高可接受偏好序

di ; 乙方主体 Bj 针对偏好序区间［hmin，m］结合自

身偏好等情况，给出最高可接受偏好序 hj ; 若某甲

方主体不接受偏好序区间［dmin，n］，或某乙方主

体不接受偏好序区间［hmin，m］，则剔除该主体，转

步骤 1．
依据定理 8 和算法 2，可得下列定理．
定理 9 基于偏好序向量 Ｒi 和 T j，以及最高

可接受偏好序 di 和 hj 的双边匹配问题，严格双边

匹配存在．

5 严格双边匹配方法

5． 1 决策模型的构建

基于完全偏好序向量 Ｒi ( i = 1，2，…，m) 与

T j ( j = 1，2，…，n) ，分别建立完全偏好序矩阵Ｒ =
［rij］m×n 与T = ［tij］m×n ． 依据式( 3) 和式( 4) ，完全

偏好序矩阵 Ｒ = ［rij］m×n 与 T = ［tij］m×n 转化为完

全满意度矩阵 A = ［αij］m×n 与 B = ［βij］m×n ． 依据

式( 7) 和式( 8) ，最高可接受偏好序 di 与 hj 转化

为最低可接受满意度 γi 与 η j ． 依据最低可接受满

意度 γi 与 η j，完全满意度矩阵 A = ［αij］m×n 与

B =［βij］m×n 转化为满意度截矩阵Θ = ［θij］m×n 与

Ψ =［ψij］m×n，其中 θij 与 ψij 分别表示为

θij =
αij，αij ≥ γi，

－ K，αij ＜γi
{ ，

i =1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 18)

ψij =
βij，βij ≥ ηj，

－ K，βij ＜ηj
{ ，

i =1，2，…，m; j =1，2，…，n

( 19)
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其中 K 为足够大的正数．
设 yij 为0 － 1 变量，其中 yij = 0 表示 μ( Ai ) ≠

Bj，yij = 1 表示 μ( Ai ) = Bj，则依据满意度截矩阵

Θ = ［θij］m×n 与Ψ = ［ψij］m×n，可构建如下多目标

优化模型( 20)

max FAi =∑
n

j =1
θij yij，i = 1，2，…，m ( 20a)

max FBj =∑
m

i =1
ψij yij，j = 1，2，…，n ( 20b)

s． t． ∑
n

j =1
yij = 1，j = 1，2，…，m ( 20c)

∑
m

i =1
yij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 20d)

yij = 0 或 1，i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 20e)

模型( 20) 中，式( 20a) 和( 20b) 为目标函数; 式

( 20a) 的含义是在严格双边匹配意义下最大化甲

方主体 Ai 关于乙方主体的满意度，式( 20b) 的含

义是在严格双边匹配意义下最大化乙方主体 Bj

关于甲方主体的满意度; 式( 20c) 的含义是每个

甲方主体必须且只能与一个乙方主体匹配; 式

( 20d) 的含义是每个乙方主体至多与一个甲方主

体匹配，若 m = n，则∑
m

i = 1
xij = 1．

通常，每边主体具有相等的优先权，因此，模

型( 20) 可转化为下列多目标优化模型( 21)

max FA = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
θij yij ( 21a)

max FB = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
ψij yij ( 21b)

s． t． ∑
n

j = 1
yij = 1，j = 1，2，…，m ( 21c)

∑
m

i = 1
yij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 21d)

yij = 0 或 1，i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n

( 21e)

模型( 21) 中，式( 21a) 和( 21b) 为目标函数;

式( 21a) 的含义是在严格双边匹配意义下最大化

所有甲方主体 Ai 关于乙方主体的满意度之和，式

( 21b) 的含义是在严格双边匹配意义下最大化所

有乙方主体 Bj 关于甲方主体的满意度之和．
模型( 21) 的目标函数中并没有体现出中介

的利益要求，这可以从以下角度解释:① 该中介

是公益型中介，不收取任何费用或对每个主体的

收费标准都一样，因而没有把中介的利益要求当

成一个目标函数形式;② 该中介是效益型中介，

但只对双边匹配方案中的匹配主体收取相同费

用，因此也没有把中介的利益要求当成一个目标

函数形式．
若考虑到效益型中介对匹配主体更精细的利

益要求，则可给出类似于定义 3 的分析，此时可考

虑中介对匹配主体收取与其最高可接受偏好序相

一致的费用，限于篇幅，这里省略．
5． 2 决策模型的求解

为了求 解 模 型 ( 21) ，考 虑 到 θij ∈［0，1］，

ψij ∈［0，1］，则采 用 线 性 加 权 法 将 式 ( 21a) 和

( 21b) 进行加权． 设 wA 和 wB 分别表示目标 FA 和

FB 的权重，满足 0 ＜ wA，wB ＜ 1，wA + wB = 1，则

模型( 21) 转化为如下单目标优化模型( 22)

max F = wA∑
m

i =1
∑

n

j =1
θij yij + wB∑

m

i =1
∑

n

j =1
ψij yij

= ∑
m

i =1
∑

n

j =1
fijyij ( 22a)

s． t． ∑
n

j =1
yij = 1，j = 1，2，…，m ( 22b)

∑
m

i =1
yij ≤ 1，j = 1，2，…，n ( 22c)

yij = 0 或1，i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n
( 22d)

其中 fij = wAθij + wBψij ． 在现实的双边匹配问题

中，wA 和 wB 可被分别视为甲方主体和乙方主体

的重要程度，通常由中介依据双边主体的地位来

考虑如何确定权重． 若认为双边主体在匹配过程

中处于平等地位，则有 wA = wB． 若认为双边主体

在匹配过程中的地位不同，即一方主体与另一方

主体相比在匹配过程中显得更重要，则有 wA ≠
wB，在这种情况下，可以采取通过比较两个目标

FA 和FB 的方式来确定权重． 例如，若目标FA 比目

标FB 更重要，且其重要程度为 θ，θ ＞ 1，则有wA =
θ

1 + θ 和 wB = 1
1 + θ

．

显然，模型( 22) 可转化为标准的指派问题模

型，这样可使用匈牙利法［28］ 进行求解． 当模型

( 22) 中的变量和约束条件个数较多时，可采用
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Lingo11． 0、Cplex9． 0、WinQSB2． 0 等软件，或采用

启发式方法，如遗传算法、禁忌搜索算法等进行求

解． 根据模型求解结果，可获得双边匹配方案．
定理 10 模型( 22) 存在最优解，且目标函

数最优值 F* ＞ 0．
证明 根据式( 18) 和( 19) ，可得

fij =
wAαij + wBβij，αij ≥ γi，βij ≥ η j，

－ K'，{
其它

其中 K' 为足够大的正数． 由于最高可接受偏好序

di 和 hj 是通过算法 2 确定的，则依据定理 9，可知

严格双边匹配存在． 根据定理 6，可知存在可行解

矩阵 Y' = ［y'
ij］m×n，其中

y'
ij =

1，j = S( μ' ( Ai ) ) ，

0，j≠ S( μ' ( Ai
{ ) )

使得 αi，S( μ'( Ai) ) ≥ γi，βi，S( μ'( Ai) ) ≥ ηS( μ'( Ai) ) ，i = 1，

2，…，m． 因此，

fij =
wAαij + wBβij ＞ 0，j = S( μ' ( Ai ) ) ，

－ K'{
其它

依据式( 22a) ，可得 F' = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
f 'ijy

'
ij ＞ 0． 因

此，可行解矩阵 Y' = ［y'
ij］m×n 对应的目标函数值

F' ＞ 0． 由于模型( 22) 是含有 mn 个变量的 0 － 1
整数规划，则它最多产生 2mn 个可行解． 因此，由

式( 22a) 确定的目标函数在可行域某点 / 某个可

行解上达到最大，即模型( 22) 存在最优解，且目

标函数最优值 F* ≥ F' ＞ 0． 证毕．
定理 11 模型( 22) 的最优解矩阵对应的双

边匹配方案为严格双边匹配．
证明 设模型( 22) 的最优解矩阵为 Y* =

［y*
ij ］m×n，目标函数最优值为 F* ，μ* 为对应于 Y*

的双边匹配方案． 依据式( 18) 和式( 19) ，可得

fij =
wAαij + wBβij，αij ≥ γi，βij ≥ η j，

－ K'，{
其它

其中 K' 为足够大的正数． 依据式( 22a) ，可得F =∑
m

i =1

∑
n

j =1
fijyij，F

* =∑
m

i =1
∑

n

j =1
fijy

*
ij ． 依据定义 5 可知，要证

μ* 为严格双边匹配，只需证明 αi，S( μ* ( Ai) ) ≥ γi，

βi，S( μ'( Ai) ) ≥ ηS( μ* ( Ai) ) ，i = 1，2，…，m． 下面用反证

法证明． 假设存在 i0 ( i0 ∈ M) 使得 αi0，S( μ* ( Ai0
) ) ＜

γi0
或 βi0，S( μ* ( Ai0

) ) ＜ ηS( μ* ( Ai0
) ) 成立． 不妨设 K' =

m，则 fi0，S( μ'( Ai0
) ) = － m． 进一步地，依据式( 22b) －

( 22d) ，有 F* ≤－ 1． 根据定理 10，可知 F* ≤－ 1
与 F* 为目标函数最优值矛盾． 因此 μ* 为严格双

边匹配． 证毕．
根据多目标规划理论可知，模型( 22) 的最优解

是模型( 21) 的有效解; 根据定理 11 可知，通过求解

模型( 22) 获得的双边匹配方案为严格双边匹配．
5． 3 决策方法的步骤

综上，考虑主体最高可接受偏好序的严格双

边匹配方法的步骤如下:

步骤 1 基于完全偏好序向量 Ｒi ( i = 1，2，

…，m) 与 T j ( j = 1，2，…，n) ，分别建立完全偏好

序矩阵Ｒ = ［rij］m×n 与T = ［tij］m×n ; 依据式( 3) 和

式( 4) ，完 全 偏 好 序 矩 阵 Ｒ = ［rij］m×n 与 T =

［tij］m×n 转 化 为 完 全 满 意 度 矩 阵 A = ［αij］m×n

与B =［βij］m×n ;

步骤2 使用算法1，确定共同最高可接受偏

好序 dmin 与 hmin ;

步骤3 使用算法2，确定最高可接受偏好序

di 和 hj ;

步骤 4 依据式( 7) 和式( 8) ，最高可接受偏

好序 di 和 hj 转化为最低可接受满意度 γi 和 η j ;

步骤 5 依据式( 18) 和式( 19) ，完全满意度

矩阵 A和 B转化为满意度截矩阵Θ = ［θij］m×n 和

Ψ =［ψij］m×n ;

步骤 6 依据满意度截矩阵 Θ与 Ψ，构建多

目标优化模型( 20) ;

步骤 7 将多目标优化模型( 20) 转化为多

目标优化模型( 21) ;

步骤 8 使用线性加权法将多目标优化模型

( 21) 转化为单目标优化模型( 22) ;

步骤 9 求解优化模型( 22) ，获得双边匹配

方案 μ* ．

6 算例分析

下面以风险投资活动中风险投资商与风险企

业的双边匹配问题为例，来说明严格双边匹配方

法的实用性和有效性．
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中国上海某投资中介( investment intermediary)
公司负责聚合风险投资商和风险企业双方的信

息，并对双方进行全面考察和客观评价，使双方形

成合理匹配． 该投资中介在某一时段收到了 6 个

风险投资商( A1，A2，…，A6 ) 和 9 个风险企业( B1，

B2，…，B9 ) 的信息． 根据收到的信息，风险投资商

对风险企业以及风险企业对风险投资商进行多指

标主观评价． 风险投资商 Ai 从投资回收期、年投

资回报率、所处行业、技术水平、规避风险能力、企
业家素质、市场的竞争状况、预期的市场增长、资

金需求额以及税收优惠政策等指标［29－30］ 对风险

企业集合 B = { B1，B2，…，B9 } 进行主观评价，进

而给出偏好序向量 Ｒi = ［ri1，ri2，…，ri9］，i = 1，

2，…，6，如表1 所示; 风险企业 Bj 从风险投资商的

实力、投资成功率、信誉、投资规模以及投资回报

率等指标［29－30］ 对风险投资商集合 A = { A1，A2，

…，A6 } 进行主观评价，进而给出偏好序向量 T j =
［t1 j，t2 j，…，t6 j］

T，j = 1，2，…，9，如表 2 所示．
为了解决风险投资商与风险企业的双边匹配

问题，下面详细说明使用该方法的计算过程．
步骤 1 基于完全偏好序向量 Ｒi ( i = 1，2，

…，6) 与T j ( j = 1，2，…，9) ，分别建立完全偏好序

矩阵 Ｒ = ［rij］6×9 与 T = ［tij］6×9 ; 依据式( 3) 和式

( 4) ，完全偏好序矩阵 Ｒ = ［rij］6×9 与 T = ［tij］6×9

转化为 完 全 满 意 度 矩 阵 A = ［αij］6×9 与 B =
［βij］6×9，如表 3 和表 4 所示．

表 1 风险投资商 Ai 给出的关于风险企业集合 B 的偏好序向量 Ｒi

Table 1 Preference ordinal vector Ｒi on venture business set B given by venture capitalist Ai

风险投资商 偏好序向量
风险企业

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 Ｒ1 3 9 2 7 6 8 4 1 5

A2 Ｒ2 2 8 4 6 7 1 5 9 3

A3 Ｒ3 7 3 6 5 2 9 8 4 1

A4 Ｒ4 5 9 1 8 6 3 4 2 7

A5 Ｒ5 2 1 5 9 8 7 3 6 4

A6 Ｒ6 9 5 7 2 3 6 1 8 4

表 2 风险企业 Bj 给出的关于风险投资商集合 A 的偏好序向量 Tj

Table 2 Preference ordinal vector Tj on venture capitalist set A given by venture business Bj

风险企业 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

偏好序向量 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9

风险投资商

A1 6 3 1 4 2 1 2 5 4

A2 4 2 5 3 6 3 6 1 2

A3 1 4 2 2 5 5 1 6 3

A4 3 6 4 1 3 6 4 2 5

A5 5 1 6 6 4 4 5 3 1

A6 2 5 3 5 1 2 3 4 6

表 3 满意度矩阵 A = ［αij］6×9

Table 3 Satisfaction degree matrix A = ［αij］6×9

αij B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 0． 604 9 0． 012 3 0． 790 1 0． 111 1 0． 197 5 0． 049 4 0． 444 4 1 0． 308 6

A2 0． 790 1 0． 049 4 0． 444 4 0． 197 5 0． 111 1 1 0． 308 6 0． 012 3 0． 604 9

A3 0． 111 1 0． 604 9 0． 197 5 0． 308 6 0． 790 1 0． 012 3 0． 049 4 0． 444 4 1

A4 0． 308 6 0． 012 3 1 0． 049 4 0． 197 5 0． 604 9 0． 444 4 0． 790 1 0． 111 1

A5 0． 790 1 1 0． 308 6 0． 012 3 0． 049 4 0． 111 1 0． 604 9 0． 197 5 0． 444 4

A6 0． 012 3 0． 308 6 0． 111 1 0． 790 1 0． 604 9 0． 197 5 1 0． 049 4 0． 444 4
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表 4 满意度矩阵 B = ［βij］6×9

Table 4 Satisfaction degree matrix B = ［βij］6×9

βij B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 0． 027 8 0． 444 4 1 0． 25 0． 694 4 1 0． 694 4 0． 111 1 0． 25

A2 0． 25 0． 694 4 0． 111 1 0． 444 4 0． 027 8 0． 444 4 0． 027 8 1 0． 604 9

A3 1 0． 25 0． 694 4 0． 694 4 0． 111 1 0． 111 1 1 0． 027 8 0． 444 4

A4 0． 444 4 0． 027 8 0． 25 1 0． 444 4 0． 027 8 0． 25 0． 694 4 0． 111 1

A5 0． 111 1 1 0． 027 8 0． 027 8 0． 25 0． 25 0． 111 1 0． 444 4 1

A6 0． 694 4 0． 111 1 0． 444 4 0． 111 1 1 0． 694 4 0． 444 4 0． 25 0． 027 8

步骤2 使用算法1，可得共同最高可接受偏

好序 dmin 与 hmin，即 dmin = 3，hmin = 3．
步骤3 使用算法2，确定最高可接受偏好序

di 和 hj ; 不妨假设所有的风险投资商都接受偏好

序区间［3，9］，并给出自身的最高可接受偏好序

di : d1 = 4，d2 = 3，d3 = d4 = d5 = d6 = 4; 所有的

风险企业都接受偏好序区间［3，9］，并给出自身

的最高可接受偏好序 hj : h1 = h2 = 4，h3 = h4 =

h5 = h6 = h7 = h8 = h9 = 3．
步骤 4 依据式( 7) 和式( 8) ，最高可接受偏好

序 di 和 hj 转化为最低可接受满意度 γi 和 ηj，即

γ1 =0. 444 4，γ2 = 0. 604 9，γ3 = γ4 = γ5 = γ6 =
0. 444 4，η1 =η2 =0. 25，η3 = η4 = … = η9 = 0. 444 4．

步骤 5 依据式( 18) 和式( 19) ，完全满意度

矩阵 A 和 B 转化为满意度截矩阵Θ = ［θij］6×9 和

Θ =［θij］6×9，如表 5 和表 6 所示．
表 5 满意度截矩阵Θ =［θij］6×9

Table 5 Satisfaction degree cut matrix Θ =［θij］6×9

θij B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 0． 604 9 － K 0． 790 1 － K － K 0． 444 4 1 － K

A2 0． 790 1 － K － K － K － K 1 － K － K 0． 604 9

A3 － K 0． 604 9 － K － K 0． 790 1 － K － K 0． 444 4 1

A4 － K － K 1 － K － K 0． 604 9 0． 444 4 0． 790 1 － K

A5 0． 790 1 1 － K － K － K － K 0． 604 9 － K 0． 444 4

A6 － K － K － K 0． 790 1 0． 604 9 － K 1 － K 0． 444 4

表 6 满意度截矩阵 Ψ = ［ψij］6×9

Table 6 Satisfaction degree cut matrix Ψ = ［ψij］6×9

ψij B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 － K 0． 444 4 1 － K 0． 694 4 1 0． 694 4 － K － K

A2 0． 25 0． 694 4 － K 0． 444 4 － K 0． 444 4 － K 1 0． 694 4

A3 1 0． 25 0． 694 4 0． 694 4 － K － K 1 － K 0． 444 4

A4 0． 444 4 － K － K 1 0． 444 4 － K － K 0． 694 4 － K

A5 － K 1 － K － K － K － K － K 0． 444 4 1

A6 0． 694 4 － K 0． 444 4 － K 1 0． 694 4 0． 444 4 － K － K

步骤 6 依据满意度截矩阵Θ与Ψ，构建如下

多目标优化模型

max FAi
= ∑

9

j = 1
θij yij，i = 1，2，…，6

max FBj
= ∑

6

i = 1
ψij yij，i = 1，2，…，9

s． t ∑
9

j = 1
yij = 1，i = 1，2，…，6

∑
6

i = 1
yij ≤ 1，j = 1，2，…，9

yij = 0 或 1，i = 1，2，…，6; j = 1，2，…，9
步骤 7 考虑到每边的主体具有相等的优先
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权，可将上述模型转化为如下多目标优化模型

max FA = ∑
6

i = 1
∑
9

j = 1
θij yij

max FB = ∑
6

i = 1
∑
9

j = 1
ψij yij

s． t ∑
9

j = 1
yij = 1，i = 1，2，…，6

∑
6

i = 1
yij ≤ 1，i = 1，2，…，9

yij = 0 或 1，i = 1，2，…，6; j = 1，2，…，9

步骤 8 不妨设 wA = wB = 0. 5，则多目标优

化模型转化为如下单目标优化模型

max F =0. 5∑
6

i =1
∑

9

j =1
θij yij +0. 5∑

6

i =1
∑

9

j =1
ψij yij

=∑
6

i =1
∑

9

j =1
fijyij

s． t ∑
9

j =1
yij = 1，i = 1，2，…，6

∑
6

i =1
yij ≤ 1，i = 1，2，…，9

yij = 0 或 1，i = 1，2，…，6; j = 1，2，…，9

其中 fij =0. 5θij +0. 5ψij，系数矩阵［fij］6×9 如表 7 所示．
表 7 系数矩阵［fij］6×9

Table 7 Coefficient matrix［fij］6 ×9

fij B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 － K' － K' 0． 895 1 － K' － K' － K' 0． 569 4 － K' － K'

A2 0． 520 1 － K' － K' － K' － K' 0． 722 2 － K' － K' 0． 649 7

A3 － K' 0． 427 5 － K' － K' － K' － K' － K' － K' 0． 722 2

A4 － K' － K' － K' － K' － K' － K' － K' 0． 742 3 － K'

A5 － K' 1 － K' － K' － K' － K' － K' － K' 0． 722 2

A6 － K' － K' － K' － K' 0． 802 5 － K' 0． 722 2 － K' － K'

步骤 9 通过 Lingo 11． 0 优化软件包编程求

解模型( 22) ，可得

Y* =［y*ij ］6×9 =

0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0

















0 0 0 0 1 0 0 0 0

因此，匹配结果为 μ* = μ*
t ∪ μ*

s ，其中 μ*
t =

{ ( A1，B3 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B8 ) ，( A5，

B2 ) ，( A6，B5 ) } ，μ*
s = { ( B1，B1 ) ，( B4，B4 ) ，( B7，

B7 ) } ; 即 A1 与 B3 匹配，A2 与 B6 匹配，A3 与 B9 匹

配，A4 与 B8 匹配，A5 与 B2 匹配，A6 与 B5 匹配，B1、
B4 和 B7 单身，且 r13 = 2，r26 = 1，r39 = 1，r48 = 2，

r52 = 1，r65 = 3; t13 = 1，t26 = 3，t39 = 3，t48 = 2，

t52 = 1，t65 = 1．
为进一步阐明本文提出方法的意义，给出如

下分析．
在本例中，若使用风险投资商最优的 G-S 算

法，则可得匹配结果为 μ'* = μ'*
t ∪ μ'*

S ，其中

μ'*
t = { ( A1，B8 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B3 ) ，

( A5，B2 ) ，( A6，B7 ) } ，μ'*
S = { ( B1，B1 ) ，( B4，B4 ) ，

( B5，B5 ) } ; 若使用风险企业最优的 G-S 算法，则

可得匹配结果为 μ″* = μ″*
t ∪ μ″*

S ，其中 μ″*
t =

{ ( A1，B3 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B8 ) ，( A5，

B2 ) ， ( A6，B7 ) } ，μ″*
S = { ( B1，B1 ) ， ( B4，B4 ) ，

( B5，B5 ) } ．
表 8 所示了这三种决策方法的匹配结果． 从

表 8 中可知: 1) 运用这三种决策方法获得的匹配

结果不同． 2) 与本文提出的方法相比，若使用风

险投资商最优的 G-S 算法，则 A1 与 B8 匹配，A4 与

B3 匹配，A6 与B7 匹配，此时 t18 = 5 ＜ h8 = 3，t43 =
4 ＜ h3 = 3，这就说明风险企业 B3 和 B8 对其匹配

主体的满意度小于其最低可接受满意度; 若使用

风险企业最优的 G-S 算法，则 A6 与 B7 匹配，虽然

此时 t67 = 3 = h7，但从表 7 可知，f65 = 0. 802 5 ＞
f67 = 0. 722 2． 综上，与已有的 G-S 等算法相比，使

用本文提出的方法获得的匹配为严格双边匹配，

即每个主体对其匹配主体的满意度都大于其最低

可接受满意度，而使用 G-S 等算法不能保证获得
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严格双边匹配结果; 此外，使用本文提出的方法可

以在满足最低可接受满意度要求下更大程度的提

高主体满意度，这就是本文提出方法的主要创新

点所在．
表 8 三种决策方法的匹配结果 μ*

Table 8 Matching result μ* of the three decision methods

双边匹配决策方法
匹配结果 μ* = μ*

t ∪ μ*
S

μ*
t μ*

s

本文提出的方法 { ( A1，B3 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B8 ) ，( A5，B2 ) ，( A6，B5 ) } { ( B1，B1 ) ，( B4，B4 ) ，( B5，B5 ) }

风险投资商最优的 G-S 算法 { ( A1，B8 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B3 ) ，( A5，B2 ) ，( A6，B7 ) } { ( B1，B1 ) ，( B4，B4 ) ，( B5，B5 ) }

风险企业最优的 G-S 算法 { ( A1，B3 ) ，( A2，B6 ) ，( A3，B9 ) ，( A4，B8 ) ，( A5，B2 ) ，( A6，B7 ) } { ( B1，B1 ) ，( B4，B4 ) ，( B5，B5 ) }

7 结束语

本文基于双边主体满意度的视角，研究了严

格双边匹配的相关概念及存在性理论，构建了求

解双边匹配问题的多目标优化模型，通过求解该

模型获得匹配结果，主要结论如下．
( 1) 本文给出的严格双边匹配的相关概念及

理论分析，丰富并发展了双边匹配的相关理论，为

进一步开展考虑主体最高可接受偏好序的双边匹

配相关理论研究奠定了良好基础．
( 2) 本文开发的确定最高可接受偏好序的

算法能够有效的测度主体对其匹配主体的最低

可接受满意度，可以使得匹配结果中所有主体

对其匹配主体的满意度都大于其最低可接受满

意度．
( 3) 本文提出的严格双边匹配方法，能够有

效的解决考虑主体最高可接受偏好序的基于完全

偏好序信息的双边匹配问题，丰富并发展了双边

匹配方法研究的相关成果，为进一步相关研究提

供了新思路．
( 4) 与已有的 G-S 等算法相比，本文提出的

方法最大优势在于其能够在满足主体最低可接受

满意度要求下更大程度的提高主体满意度．
因此，本文提出的新方法具有概念清晰、实用

有效等特点，有助于中介、企业或组织等对现实生

活中的双边匹配问题做出判断，对双边匹配理论、
方法与应用等方面研究具有较强的指导价值．
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Strict two-sided matching method based on complete preference ordinal in-
formation

FAN Zhi-ping1，YUE Qi1，2

1． School of Business Administration，Northeastern University，Shenyang 110819，China;

2． School of Information Management，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang 330013，China

Abstract: The two-sided matching problem has always been one of the hot issues discussed in the fields of e-
conomic management and so on． In the two-sided matching problems with complete preference ordinal informa-
tion，it is more significant to consider the highest acceptable preference ordinal of two-sided agents． However，
this kind of two-sided matching problem has not yet received great attention． Hence，a strict two-sided matc-
hing method is proposed． In this paper，the related concept on two-sided matching is firstly introduced，and
then the two-sided matching problem with the highest acceptable preference ordinal based on complete prefer-
ence ordinal information is described． In order to solve the problem，the concept and existence theory of strict
two-sided matching is given． Considering the satisfaction degree and the lowest acceptable satisfaction degree
of two-sided agents，a multi-objective optimization model is developed． By using linear weighted method，the
multi-objective optimization model is converted into a single objective model． The matching result is obtained
by solving the model． Finally，an illustrative example of two-sided matching between venture investors and
venture businesses is given to illustrate the feasibility and validity of the proposed method．
Key words: two-sided matching; preference ordinal; the highest acceptable preference ordinal; strict two-si-

ded matching; optimization model; matching result
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