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摘要: 针对乘客未来订票信息不可预知的单航班机票价格和舱位控制问题，从在线策略和竞

争分析角度，设计了最优的价格和座位在线联合控制策略． 假设乘客到达符合价值 LBH 模式，

除此之外不对未来需求进行任何假设，所给策略能够动态地决定机票出售价格，以及该价格下

的机票出售数量，该联合策略所获收益与已知未来准确需求信息情况下最优收益的比值总在

一定范围之内． 与已有研究相比，所给策略并不依赖“需求可预测”以及“风险中性”的假设，同

时能够通过合理定价有效辨别出不同乘客的类型，从而放松了参考文献关于乘客类型可以辨

析的假设．
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0 引 言

收益管理起源于 20 世纪 70 年代的美国航空

领域． 航空领域的收益管理是指航空公司通过运

用预测和优化等科学手段，对价格和座位进行适

时有效管理，使每一航段的每个座位以最好的价

格出售，从而实现企业整体收益最大化的管理方

法［1］． 收益管理在航空领域得到广泛应用，并取

得了不错的效果，后来逐渐推广到酒店、医疗、旅
游、铁路运输、汽车租赁、广播等服务行业［2］． 对

于航空公司来说，价格制定和座位分配是增加公

司收益的两个最为基本的控制手段． 根据文献

［3］的描述，深圳航空于 2009 年 7 月推出暑假学

生折扣票，而对普通乘客实行灵活定价，航空公司

需要同时处理好学生票和普通票的定价． 由于学

生订票信息的不可预知性，增加了舱位控制的难

度，航空公司不能仅为了提升客座率而盲目接受

学生订票，还要考虑折扣票是否增加了公司的整

体收益． 这就要求航空公司既要制定合适的折扣

程度，同时还要动态控制每个价格对应的舱位数

量． 这突出了价格和舱位联合控制的必要性．
然而，从理论角度研究价格和座位联合控制

的文献却比较少． 传统的收益管理方法一般假设

价格集合固定，每一价格对应不同的舱位等级，航

空公司只需要决定每个价格下的座位出售数量．
然而，航空票价差异不仅体现在舱位的不同上． 通

常而言，航空机票的价格差异体现在两个层面． 首

先，不同等级舱位的票价存在差异，例如头等舱和

经济舱的票价差异，这也是多数文献的研究假设;

其次，相同等级舱位的票价也存在差异，例如同为

经济舱的不同乘客预订时间不同，往往会导致不

同的机票价格，即便是相邻座位也经常出现“同

座不同价”的情况． 很多学者，例如 Belobaba［4］等

研究指出合理的座位分配策略能够有效增加航空

公司的收益． 但是，正如 Mc Gill 和 van Ｒyzin［5］所

指出的那样，不同类型的乘客需求关于价格的敏

感性并不相同，这增加了需求函数的复杂程度，同

时价格变化必定引起不同类型乘客的不同反应，

因此有必要同时考虑价格和座位两个变量．

① 收稿日期: 2012 － 03 － 25; 修订日期: 2012 － 09 － 17．
基金项目: 国家自然科学基金资助项目 ( 71071123; 60921003) ; 长江学者和创新团队发展计划资助项目( IＲT1173) ．
作者简介: 倪冠群( 1982—) ，男，山东乳山人，博士后． Email: guanqunni@ 163． com



此外，航空领域的收益管理受到各种因素的

影响，包括需求的随机性、票价的波动性、航班的

多样性、乘客的选择性、以及是否允许机票预定、
取消和超售等等［6］． 然而没有任何一个模型可以

考虑所有因素，研究者往往通过简化模型或者启

发式算法进行实际管理． 这些理论模型基本上基

于以下两个假设［6 － 8］: l) 需求是可以预测的; 2) 风

险中性的． 随着收益管理在其他领域的应用，更多

的特点需要考虑． 另外航空工业本身也是日新月

异的，这些都要求现代收益管理引进或者开辟新

的理论与方法，从而更好地指导实践．
基于这些原因，文章试图从在线策略与竞争

分析的角度，建立价格和座位联合控制模型，并希

望找到最优策略．

1 文献综述

尽管综合考虑价格和座位的研究很少，但是

值得指出的是 Weatherford［9］曾经提出价格和存

量分配联合决策的收益管理模型，并指出由于需

求受价格影响，综合模型中价格应成为决策变量．
但由于收益函数的表达式较复杂，该模型未能得

出精确解析解． Walczak 和 Brumelle［10］同时考虑

价格和存量决策，建立了半马尔科夫决策模型，他

们给出了最优控制策略． Feng 和 Xiao［11］假设顾

客都是同质的，给出了价格和存量同时决策的最

优动态控制策略． 最近，Chew 等［12］考虑乘客的特

殊到达规律，例如，在 LBH 模式下建立了一般的

离散动态定价模型，并设计了三种启发式算法，得

到了较好的近似结果． 国内，李晓花和萧柏春［13］

运用随机过程和最大凹向包络原理建立了单航班

价格和舱位统一决策模型，并给出了一个三阶段

求解方法． 李豪等［3］将顾客分为固定的和非固定

的，针对固定顾客采取舱位控制策略，而针对非固

定顾客则采取动态定价策略，取得了期望意义下

的最优控制策略．
收益管理领域的定价策略和报童模型中的产

品定价问题有密切联系． 大量文献关注了单周期

定价问题［14 － 17］． 假设需求符合泊松分布，Li［18］建

立了连续定价模型． 同样针对连续定价问题，Gal-
lego 和 van Ｒyzin［19］研究了不允许补货情况下的

易逝品定价模型，并在需求函数是指数函数的条

件下 取 得 最 优 解． 假 设 可 以 一 次 调 价，Feng 和

Gallego［20，21］研究了调价时机的选择模型，他们分

别针对一般需求函数和需求符合马尔科夫过程的

情形给出了最优解． Feng 和 Xiao［22，23］ 进一步把

“一次价格调整”扩展到“可多次调整”的一般问

题，同时还考虑了参与者的风险偏好． 在连续定价

模型下，Chatwin［24］考虑了价格只能在一个有限

价格集合中选取的问题，并分析了不同价格选取

策略与期望收益之间的关系．
收益管理领域的座位分配也称“存量分配”．

在该问题中，决策者面对一个乘客到达序列，每个

乘客属于不同的价值类型，决策者需要在每个乘

客订票时做出是否接受其订票请求的决策，从而

实现收益最大化． 这一特殊的收益管理问题得到

理论界的广泛研究． Littlewood［25］最早研究了只有

两 类 乘 客 且 乘 客 到 达 按 照 期 望 价 值 先 低 后 高

( LBH) 模 式 的 情 形． Belobaba［4］ 扩 展 了 Little-
wood［25］的模型，为多类型乘客情形设计了启发式

算法． 同样基于 LBH 模式，Brumelle 和 McGill［26］

研究了乘客需求独立假设下的动态售票策略，并

给出一个随机动态规划算法． Lee 和 Hersh［27］，以

及 Lautenbacher 和 Stidham［28］放松了关于 LBH 模

式的假设，将多类乘客情形下的动态售票问题描

述为马尔科夫决策过程( MDP) ，并给出了最优的

嵌套策略( nested policies) ．
考 虑 需 求 信 息 的 不 确 定 性，van Ｒyzin 和

McGill［29］较早地研究了多价格单程收益管理问

题，他们基于已售机票情况动态更新预售票数量，

制定了最优的嵌套策略． 与之类似，Huh 和 Ｒus-
mevichientong［30］从不同角度给出了最优的嵌套策

略． 这些研究都基于 LBH 假设，并且他们的目标

都是风险中性条件下的最大化期望收益． 结合实

际应用背景，更多的文献［31 － 33］都不同程度地放松

了需求信息完全以及风险中性的假设． Talluri 和

van Ｒyzin［34］假设乘客的需求随着票价类型的变

化而改变． 尽管他们的模型不需要假设每一乘客

类型符合某种概率分布，但是仍然需要明确乘客

的选 择 行 为 特 点 以 及 需 求 序 列 的 到 达 特 点．
McGill 和 van Ｒyzin［35］假设需求符合某种具有未

知参数的分布的情形，并采用随机优化技术，在动

态决策过程中估计未知参数． 尽管这两篇文献从
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不同角度研究了信息不完全的收益管理问题，但

是仍然是在期望意义下的优化问题．
Ball 和 Queyranne［36］首先从在线策略和竞争

分析的角度研究了单航班收益管理问题，他们设

计了一类静态的嵌套保障策略( nested protection-
level policies) ，该策略不依赖于需求预测以及风

险中性的假设． 同样基于竞争分析，倪冠群和徐寅

峰［37］在 Ball 和 Queyranne［36］的基础上，设计了一

类动态的在线座位控制策略． Lan 等［38］针对每类

乘客需求设置了上下限，从而扩展了 Ball 和 Qu-
eyranne［36］的研究，他们不仅以相对后悔值为目

标，同时也考虑了最小化最大绝对后悔值的情况，

都给出了最优策略．
由于在现实的决策过程中，航空公司必须同

时考虑价格和座位数量两个因素，统一决策价格

和座位分配成为增加收益的必要手段． 因此论文

在已有研究的基础上，从在线策略和竞争分析的

角度出发，建立价格和座位联合控制模型，试图给

出最优的控制策略，实现单个航班的收益最大化．
研究结果与以往研究的主要不同在于以下三点:

1) 建立了价格和舱位数量联合控制模型，并

从在线策略与竞争分析角度设计了最优的控制策

略，所给策略能够动态地决定机票出售价格，以及

该价格下的机票出售数量;

2) 与收益管理领域研究价格策略的文献相

比，文章并不假设订票需求和价格之间存在某种

函数关系，即放松了有关“需求—价格函数”的假

设，同时也不设置有限的价格集合，只给出可行价

格的上下界，该范围内的任意值都可能成为执行

价格;

3) 与文献 Ball 和 Queyranne［36］、Lan 等［38］不

同的是，文章综合考虑价格和座位两个决策变

量． 而两篇文献都假设价格为外生变量，从一定

角度讲，这些文献都假设乘客类型可以辨析，即

每位乘客订票的时候，航空公司都知道该乘客

的实际期望价值，因此不需要做出价格决策，只

需要决定是否出售机票的决策． 而这种情况在

现实中很难实现，这就要求航空公司通过其他

手段来分辨乘客类型． 论文放松了“乘客类型可

辨析”的假设，通过合理定价有效辨别出不同乘

客的类型．

2 问题描述及基本假设

设某航班的座位总数为 C，潜在乘客对该航

班机票的期望价值 v∈［v0，vm］． 乘客一个接一个

地逐次到达，且乘客的订票规律满足低期望价值

先到达的 LBH 模式［25］，除此之外，不对乘客需求

进行任何预先假设，包括订票乘客的具体期望价

值以及某期望价值下的潜在乘客数量． 在任意时

刻，航空公司只知道之前的乘客订票情况，而对未

来的订票情况不可预知，因此航空公司只能根据

已售机票情况对价格进行适当调整，并控制每个

价格下的机票销售数量． 考虑到策略的实际执行

过程中，航空公司并不能无限次地调整价格，因此

假设价格调整次数上限为 k． 那么航空公司要回

答下 述 两 个 问 题: 1) 第 i 个 价 格 应 该 为 多 少?

2) 何时 将价格由第 i － 1 个调整到第 i 个?从而实

现尽可能大的收益．
因为没有关于需求和价格之间关系的假设，

也不预先假设乘客订票符合某种分布规律，所以

决策者并不能从“期望意义”的角度出发设计最

优策略． 因此，与文献［36 － 38］一样，文章也是基

于在线策略和竞争分析，研究航空收益管理领域

价格和座位联合控制问题． 在线策略放松了以往

模型关于需求可预测和风险中性的假设． 该方法

特别适合处理序列决策问题，尤其是面对需求信

息是一个接一个逐次到达，决策者需要在每个需

求到达时刻就做出决策，而决策一旦做出就不能

改变的情形． 竞争分析是研究在线策略的有效方

法［39］． 竞争分析假定存在一个离线敌手，该敌手

可以预知完全信息，并且可以随意控制需求信息

的输入． 在线决策者通过和离线敌手进行零和博

弈，设计适当策略． 文献中通常用竞争比［39］ 来描

述在线策略的竞争性能． 下面解释竞争比的概念．
考虑一个收益最大化问题，定义 ΩA 为在线策略 A
所有可能面对的需求序列集合，如果对于 I ∈
ΩA，定义 ＲA ( I) 为在线策略 A 在序列 I 下的收益，

同时针对该序列 I，定义 ＲOPT ( I) 为信息完全条件

下最优离线策略的收益，那么在线策略 A 的竞争

比定义为 cA = inf
I∈ΩA

ＲA ( I)
ＲOPT( I)

． 如果一个策略的竞争比

为 c，就说该策略是 c － 竞争的． 如果存在某一策
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略 A* ，其竞争比 cA* = sup cA，那么就称策略 A*

为该问题的最优在线策略，而称 cA* 为该问题的

竞争比上界［40］． 实质上，策略的竞争比衡量的是

在线策略与最优离线策略的差距，竞争比越大越

好，因此可以用来评价某在线策略的优劣． 而竞争

比上界衡量的是所有在线策略可能达到的最大竞

争比，因此除了用来比较某在线策略的优劣外，还

可以用来刻画问题本身的特性．
本文一律用 P( V，Q) 的形式表示一个特定在

线策略，其中 V = ( v1，…，vk ) 表示价格向量，而

Q = ( q0，…，qk－1 ) 表示座位分配向量． 例如，对于

一个座位数为 180，机票最低定价( 期望价值) 为

v0 = 450，最高定价为 vm = 800 的航班而言，当调

价次数不超过 2 次时，如果制定策略 P( V，Q) ，其

中 V = ( 600，750) ，以及 Q = ( 100，50) ，就表示:

航空公司以 v0 = 450 的价格开始销售机票，如果

该价 格 下，售 出 机 票 量 达 到 100，那 么 价 格 从

v0 = 450 提高到 v1 = 600，否则不改变价格，如果

以新的价格售出机票量达到 50，那么就再次提价

为v2 = 750，并以价格 v2 = 750 销售剩余的机票

( 30) ． 在后文的“旺季假设”下，该例中所给策略

的竞争比为 0． 56，而最优策略应为 P* ( V* ，Q* ) ，

其中 V* = ( 545，660) ，以及 Q* = ( 133，23) ，其

最优竞争比为 0． 61．
需要补充说明的是，在第 3 部分，首先研究

“旺季”条件下的策略，所谓旺季，就是如果机票

价格为 v0，那么至少有 C 个乘客会购买该航班的

机票． 简明起见，后文称该假设为“旺季假设”． 在

第4 部分，放松了“旺季假设”，简要分析了一般情

况下的策略设计问题．

3 “旺季假设”下的最优在线策略

及竞争分析

3． 1 最优策略的可能范围

针对旺季问题，首先从在线策略与竞争分析

的角度，给出引理 1 和引理 2( 证明见附录) ，对包

含最优策略的策略集合进行限定，从而明确策略

制定的范围．
引理 1 对于“旺季假设”下的机票价格和

座位分配在线联合控制问题，初始价格必定等于

机票最低期望价值 v0，否则，任何确定性在线策略

的竞争比都不会大于 0．
引理 2 对于“旺季假设”下的机票价格和

座位分配在线联合控制问题，如果存在最优的在

线策略P( V，Q) ，其中对于某些 i ＜ j，有 vi ＞ vj，则

可以通过对价格向量 V = ( v1，…，vk ) 进行升序调

整，获得新的价格向量V' = ( v'1，…，v'k ) ，其中对于

i ＜ j，都有 v'i≤ v'j，那么所得新策略 P'( V'，Q) 仍

然是最优的在线策略．
引理 1 说明最优在线策略的初始价格必定为

v0，而引理2 说明只需要考虑“价格递增”策略． 接

下来的两节就在引理 1 和 2 所限定的策略集合内

寻找最优的在线策略．
3． 2 至多一次提价时的最优策略

此时 k = 1． 如果用 P1 ( V1，Q1 ) 表示 k = 1 时

的一般策略，那么首先给出一个最优的在线策略，

描述如下，最优性如定理 1 所示．

策略 P1 ( V1，Q1 ) ，具 有 V1 = ( v0v槡 m ) ，以 及

Q1 = ( C
2 － v0 / v槡 m

) : 初始价格为 v0，当以该价格

售出机票数量达到 q0 = C
2 － v0 / v槡 m

时，则提价为

v1 = v0v槡 m，并以此价格出售剩余机票．
定理 1 对于“旺季假设”下的机票价格和

座位分配在线联合控制问题，当提价次数上限

k = 1 时，在 线 策 略 P1 ( V1，Q1 ) ，其 中 V1 =

( v0v槡 m ) ，以及 Q1 = ( C
2 － v0 / v槡 m

) ，具有最优的

竞争比 c = 1
2 vm / v槡 0 － 1

．

要证明定理 1，需要证明引理 3，证明见附录．

引理 3 令 u1 = ax + y( n － x)
bn ，以及 u2 =

ax
yn，其中 0≤ x≤ n，以及0 ＜ a ＜ y≤ b． 如果定义

函数 f = min{ u1，u2 } ，那么有( x = n
2 槡－ a /b

，y =

槡ab) = arg max f．
定理 1 证明 考虑任意乘客订票序列 I，设

Ｒ' 为在线联合控制策略的收益，设 Ｒ* 为对应离

线最优收益．
对于任意在线策略 P( V，Q) ，其中 V = ( v1 ) ，
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以及 Q = ( q0 ) ，令 q1 为分配给期望价值为 v1 的机

票数量． 由于“旺季假设”，对于任意的 q0 ≤ C，都

能得到满足． 因此，在线决策者只可能面临两种情

况: ( 1) q1 = C － q0，以及( 2) q1 ＜ C － q0 ．
情况 1 q1 = C － q0 ． 此时，在线收益 Ｒ' =

v0q0 + v1 ( C － q0 ) ． 基于乘客到达符合 LBH 的假

设，离线敌手给出一个“最坏序列”: 先出现 C 个

期望价值为 v1 的需求，随后到来 C 个期望价值为

vm 的需求，离线最优收益为 Ｒ* = vmC，而在线收

益 Ｒ' 并没有改变． 因此，得到情况 1 时，在线收益

与对应离线最优收益的比值为

c1 = Ｒ'
Ｒ* =

v0q0 + v1 ( C － q0 )
vmC

( 1)

情况 2 q1 ＜ C － q0 ． 此时，可能出现两种子

情况: ( 2． 1) q1 = 0，以及( 2． 2) q1 ＞ 0．
子情况 2． 1 q1 = 0． 此时，在线收益为 Ｒ' =

v0q0 ． 同时说明任何乘客的期望价值都小于 v1 ． 离

线敌手给出一个“最坏序列”: 只到来 C 个乘客，

而这些乘客的期望价值都为( v1 － ε) ，其中 ε →
0 + ，离线最优收益为 Ｒ* = ( v1 － ε) C → v1C． 因

此，得到子情况 2． 1 时，在线收益与对应离线最优

收益的比值为

c21 = Ｒ'
Ｒ* →

v0q0
v1C

( 2)

子情况 2． 2 q1 ＞ 0． 此时，在线收益为 Ｒ' =
v0q0 + v1q1 ． 同时，由于 q1 ＜ C － q0，离线敌手给出

一个“最坏序列”: 首先到来 C 个期望价值为( v1 －

ε) 的乘客，其中 ε→ 0 + ，随后到来 q1 个期望价值

为 vm 的乘客，离线最优收益为 Ｒ* = vmq1 + ( v1 －
ε) ( C － q1 ) → v1C + ( vm － v1 ) q1 ． 因此，得到子情

况 2． 1 时，在线收益与对应离线最优收益的比

值为

c22 = Ｒ'
Ｒ* →

v0q0 + v1q1
v1C + ( vm － v1 ) q1

( 3)

首先分析情况2( q1 ＜ C － q0 ) 中两个比值 c21

和 c22 之 间 的 关 系． 如 果 各 参 数 满 足
v0q0
v1C

≤

v1q1
( vm － v1 ) q1

， 那 么 c21 ≤ c22 ． 否 则，
v0q0
v1C

＞

v1q1
( vm － v1 ) q1

，则得到关系 c21 ＞ c22 ． 显然地，比值

c22 =
v0q0 + v1q1

v1C + ( vm － v1 ) q1
随着 q1 的增大而单调递

减． 因此，当子情况 2． 2 时，离线敌手会设计一个

序列，使得 q1 尽量达到该情况下的上限值 ( C －
q0 ) ，从而使比值 c22 达到最小值． 如果离线敌手这样

选择的话，则刚好使得 c22 →
v0q0 +v1( C－q0)

vmC
= c1 ．

这说明，当提价次数不超过一次时，对于任意

在线策略，只可能面临两类“最坏序列”，分别产

生两个可能极差比值: c1 =
v0q0 +v1 ( C－q0 )

vmC
或者

c2 =
v0q0
v1C

． 因此，作为在线决策者，只要权衡这两

个比值，从而做出关于 q0 和 v1 的联合控制策略．
由于在线策略的目标是最大化竞争比，结合

引理 3，定理 1 得证．
3． 3 可多次提价时的最优策略

本节针对航空公司提价上限 k ＞ 1的情况，给

出价格和座位在线联合控制策略．
首先给出一个最优的在线策略，描述如下，最

优性如定理 2 所示．
策略 Pk ( Vk，Qk ) ，具有 Vk = ( v1，v2，…，vk ) ，

以 及 Qk = ( q0，q1，…，qk－1 ) : 其 中 q0 =
C

1 + k － k(
v0
vm

) 1 / ( k+1)

，而对于1≤ i≤ k － 1，有qi =

C

k + ［1 － (
v0
vm

) 1 / ( k+1) ］－1
时，以及对于1≤ i≤ k，有

vi = v( k+1－i) / ( k+1)
0 vi / ( k+1)

m ．
定理 2 对于“旺季假设”下的机票价格和

座位分配在线联合控制问题，当提价次数上限

k ＞ 1 时，在线策略 Pk ( Vk，Qk ) ，具有最优的竞争

比 c = 1

( 1 + k) (
vm
v0

) 1 / ( k+1) － k
．

要证明定理 2，需要证明引理 4，证明见附录．

引理 4 令 u1 =
ax0
y1n

，u2 =
ax0 + y1x1

y2n
，一般

地，对于2≤ i≤ k，有 ui =
ax0 +∑

i－1

j =1
yjxj

yin
以及uk+1 =
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ax0 +∑
k－1

j =1
yjxj + yk ( n －∑

k－1

j =0
xj )

bn ， 其 中 0≤xi≤n，

∑
k－1

j =0
xj≤n 以及 0 ＜ a ＜ y1 ＜ … ＜ yk ≤b． 如果定义函

数 f = min{ u1，…，uk，uk+1} ， (那 么 有 x0 =

n

1 +k－k( a
b ) 1 / ( k+1)

，xi =
n

k +［1 － ( a
b ) 1 / ( k+1) ］－1

，yi =

a ( k+1－i) / ( k+1) bi / ( k+1 )) = arg max f．

定理 2 证明 考虑任意订票序列 I，设 Ｒ' 为

在线联合控制策略的收益，设 Ｒ* 为对应离线最

优收益．
对于任意在线策略 Pk ( Vk，Qk ) ，其中 Vk =

( v1，…，vk ) ，以及 Qk = ( q0，…，qk－1 ) ，令 pi 为实际

出售给期望价值为 vi 的机票数量． 由于“旺季假

设”，对于任意的 q0 ≤ C，都能得到满足，即总有

p0 = q0 成立． 因此，以价格 v0 售出 q0 单位机票时，

在线决策者只可能面临两种情况: 1) p1 ＜ q1，以

及 2) p1 = q1 ．
情况 1 p1 ＜ q1 ． 此时，可能出现两个子情

况: ( 1． 1) p1 = 0，以及( 1． 2) 0 ＜ p1 ＜ q1 ．
子情况 1． 1 p1 = 0． 此时，在线收益 Ｒ' =

v0q0 ． 基于 LBH 的假设，表明所有乘客的期望价值

均小于 v1 ． 因此，离线敌手给出一个“最坏序列”:

只到来C个期望价值为( v1 － ε) 的需求，其中 ε→
0 + ，离线最优收益为 Ｒ* = ( v1 － ε) C→ v1C，而在

线收益 Ｒ' 并没有改变． 因此，得到子情况 1． 1 时，

在线收益与对应离线最优收益的比值为

c11 = Ｒ'
Ｒ* =

v0q0
v1C

( 4)

子情况 1． 2 0 ＜ p1 ＜ q1 ． 此时，在线收益为

Ｒ' = v0q0 + v1p1 ． 由于 p1 ＜ q1，离线敌手给出一个

“最坏序列”: 先到来 C 个乘客，而这些乘客的期

望价值都为( v1 － ε) ，其中 ε→ 0 + ，随后到来 p1 个

期望价值为 vm 的乘客，离线最优收益为 Ｒ* =
vmp1 + ( v1 － ε) ( C － p1 ) → v1C + ( vm － v1 ) p1 ． 因

此，得到子情况 1． 2 时，在线收益与对应离线最优

收益的比值为

c12 = Ｒ'
Ｒ* =

v0q0 + v1p1
v1C + ( vm － v1 ) p1

( 5)

考虑比值 c12 与 p1 的关系． 如果比值 c12 随着

p1 单调递增，那么离线敌手将会选择某一最坏序

列，使得 c12→
v0q0
v1C

= c11 ． 否则比值 c12 随着 p1 单调

递减，离线敌手将会选择某一序列，使得 p1 达到

其上限值 q1，从而使得比值 c12 尽可能小，而该情

形下，从在线策略与竞争分析的角度而言，子情况

1． 2 等价于下面的情况 2．
情况 2 p1 = q1 ． 该情况下，在线决策者只可

能 面 临 两 种 情 况: ( 2． 1) p2 ＜ q2， 以 及

( 2. 2) p2 = q2 ．
情况 2． 1 p2 ＜ q2 ． 此时，可能出现两个子情

况: ( 2． 1． 1) p2 = 0，以及( 2． 1． 2) 0 ＜ p2 ＜ q2 ．
子情况 2． 1． 1 p2 = 0． 此时，在线收益 Ｒ' =

v0q0 + v1q1 ． 基于 LBH 假设，表明所有乘客的期望

价值均小于 v2 ． 因此，离线敌手给出一个“最坏序

列”: 只到来 C 个期望价值为( v2 － ε) 的需求，其

中 ε→ 0 + ，离线最优收益为 Ｒ* = ( v2 － ε) C →
v2C，而在线收益 Ｒ' 并没有改变． 因此，得到子情

况 2． 1． 1 时，在线收益与对应离线最优收益的比

值为

c211 = Ｒ'
Ｒ* =

v0q0 + v1q1
v2C

( 6)

子情况 2． 1． 2 0 ＜ p2 ＜ q2 ． 此时，在线收益

为 Ｒ' = v0q0 + v1q1 + v2p2 ． 由于 p2 ＜ q2，离线敌手

给出一个“最坏序列”: 先到来 C 个乘客，而这些

乘客的期望价值都为( v2 － ε) ，其中 ε→ 0 + ，随后

到来 p2 个期望价值为 vm 的乘客，离线最优收益为

Ｒ* = vmp2 + ( v2 － ε) ( C － p2 ) → v2C + ( vm －
v2 ) p2 ． 因此，得到子情况 2． 1． 2 时，在线收益与对

应离线最优收益的比值为

c212 = Ｒ'
Ｒ* =

v0q0 + v1q1 + v2p2
v2C + ( vm － v2 ) p2

( 7)

与情况1． 2 的分析类似，基于 c212 和 p2 的关系

可知，比值 c212 的值要么趋近于 c211，要么等价于

下面的情况 2． 2．
情况 2． 2 p2 = q2 ． 该情况下，在线决策者只

可能 面 临 两 种 情 况: ( 2． 2． 1) p3 ＜ q3，以 及

( 2． 2． 2) p3 = q3 ．
情况 2． 2． 1 p3 ＜ q3 ． 此时，可能出现两个子情

况: 2．2．1．1) p3 = 0; 以及 2．2．1．2) 0 ＜ p3 ＜ q3 ．
类似于上面的分析，可以得到情况 2． 2． 1． 1
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以 及 情 况 2． 2． 1． 2 的 比 值 分 别 为 c2211 =
v0q0 +v1q1 +v2p2

v3C
和 c2212 =

v0q0 +v1q1 +v2q2 +v3p3
v3C + ( vm － v3) p3

． 而

且，比值 c2212 要么趋近于 c2211，要么等价于情况

p3 = q3 ． 进一步，可以分析出，在线决策者只会面

对( k + 1) 类“最坏情形”，分别对应一个收益比值

的极小值． 其中，当 1≤ i≤k 时，极小比值为 ci =

∑
i －1

j = 0
vjqj

viC
，而对于i≤ k－1，都有 pi = qi，且 pk ＞ 0，

则 出 现 第 ( k + 1) 个 极 小 值

ck+1 =
∑
k－1

j = 0
vjqj + vk ( C －∑

k－1

j = 0
qj )

vmC
．

由于在线策略的目标是最大化最小收益比

值，结合引理 4，定理 2 得证．
从所给策略的竞争比可以发现，竞争比的值

随着提价次数上限 k 单调递增，而随着比值 vm / v0
单调递减． 这给本文一定的现实指导． 当最大价格

折扣 v0 / vm 固定时，决策者可以通过增加提价次

数，从而获得较好的竞争性能．
3． 4 数值算例

竞争分析通过竞争比清楚揭示了“最坏需求

序列”时，在线策略与对应最优离线策略的差距．
从一定角度来讲，竞争比刻画了收益最大化问题

本身可能达到的“收益下界”，而实际需求序列并

不总是理论分析中的“最坏序列”，因此在实践

中，在线策略往往都会得到更好的效果，即比竞争

比大的收益比值． 为了清楚地理解这一点，给出具

体的数值算例如下．
算例 1 沿用前面给出的算例，设某航班座

位总数为 180，机票最低期望价格 v0 = 450，最高

价格 vm = 800． 假设订票乘客的价值到达序列为

( 450，500，550，650，700，800) ，满足 LBH 模式，表

1 给出了不同需求序列条件下的最优离线收益、
在线收益以及在线收益与对应离线收益的比值．
其中，Ｒ* 表示最优离线收益，Ｒi 和 ci 分别表示调

价次数为 i( = 1，2，3) 的最优在线收益和此时的

收益比值． 序列 j表示第 j个实际需求情况，每个序

列代表一次事件，以序列 1 为例，表示依次到达

208 个期望价值为 450 的需求、180 个期望价值为

500 的需求、183 个期望价值为 650 的需求、200 个

期望价值为 700 的需求、200 个期望价值为 800 的

需求． 该事件发生时，最优离线策略为定价 800，

出售全部座位，其收益为144 000． 而提价上限为1
时的最 优 在 线 策 略 为 V = ( 600) ，以 及 Q =
( 144) ，即首先以 450 的价格出售 144 个座位，然

后以 600 的价格出售剩余的 36 个座位，其收益为

86 400． 而当提价次数不超过2 次时的最优在线策

略为 V = ( 545，660) ，以及Q = ( 133，23) ，其收益

为 88 225． 而当提价次数不超过 3 次时的最优在

线策略为 V = ( 520，600，693) ，以及 Q = ( 129，

17，17) ，其收益为 88 871． 三个策略的收益与最优

离线收益的比值分别为 0． 59，0． 61 以及 0. 62． 根

据前面的分析可以算出，此时的收益比值恰好等

于各自策略的竞争比，也就是说序列 1 对于三个

策略而言，都是“最坏序列”． 其他序列的计算过

程类似，都是根据前面的竞争分析而来．
表 1 算例 1 及相关结果

Table 1 Ｒesults of numerical example 1

序

列

不同期望价值及对应需求量 收益值 收益比

450 500 550 650 700 800 Ｒ* Ｒ1 Ｒ2 Ｒ3 c1 c2 c3

1 208 180 183 198 200 200 144 000 86 400 88 225 88 871 0． 59 0． 61 0． 62

2 400 300 200 0 5 7 118 300 72 000 80 305 74 090 0． 61 0． 68 0． 63

3 18 12 5 100 50 60 128 500 86 400 88 225 88 871 0． 67 0． 69 0． 69

4 71 64 124 99 52 15 120 450 86 400 88 225 88 871 0． 72 0． 73 0． 74

5 30 30 30 30 30 30 109 500 86 400 88 225 88 871 0． 79 0． 80 0． 81

6 88 25 29 17 30 33 107 600 86 400 88 225 88 871 0． 80 0． 82 0． 83

7 368 0 25 2 6 1 85 750 70 200 77 005 72 290 0． 82 0． 90 0． 84

8 60 74 24 9 5 15 95 400 82 200 85 585 85 406 0． 86 0． 90 0． 90

9 200 0 0 0 0 0 81 000 64 800 59 850 58 050 0． 80 0． 74 0． 72

10 0 0 0 0 0 200 144 000 86 400 88 225 88 871 0． 59 0． 61 0． 62
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算例的结果除了说明“在实践中，在线策略

往往都会得到更好的效果”外，还有一些有价值

的启示．
首先，最坏序列可能属于不同类型 ( 例如序

列 1 和序列 10 都是最坏序列) ，这导致达到竞争

比时的具体措施不同，尽管收益结果相同． 例如，

当序列 1 发生时，是由于在线策略接受过多的低

价值订票，排斥了后续的高价值订票，从而减少收

益; 而当序列 10 发生时，是由于在线策略降低了

高价值乘客的票价，从而减少收益． 区别对待不同

情况，能够帮助实践管理者制定具有针对性的改

进措施．
其次，在绝大多数情况下，可调价次数越多，

越能改善在线策略的竞争性能，即能有效增大收

益比值，但是当某些极端情况出现时，例如只有较

低价值的订票时( 序列 9) ，反而是调价次数少的

收益比值大，这是因为在线策略为了预留机票给

后面可能到达的高价值乘客，调价次数越多，这种

预留功能越强，然而当没有高价值乘客时，这种预

留功能并不能发挥作用，反而调价次数少的 ( 预

留功能差的) 能够获得较大的收益比值．

4 一般问题的竞争分析

针对没有“旺季假设”的一般情况，作者发现

航空公司在线决策的竞争性能取决于乘客对机票

期望价值的具体数值． 下面以至多一次调价( k ≤
1) 为例具体研究一般问题的在线策略与竞争

分析．
首先根据引理 1 可知，一般问题的任何在线

策略的初始价格也必定等于 v0，否则在线策略的

竞争比依然不会大于 0．
由于没有“旺季假设”，所以无论在线策略决

定以价格 v0 出售多少机票数量，不妨设该数量为

n，都会出现一种“极端情形”: 订票的乘客的期望

价值都等于 vm，而且乘客数量 q≤ n． 那么在线策

略的收益为 Ｒ' = qv0，而离线最优收益为 Ｒ* =
qvm，因 此 在 线 收 益 与 离 线 最 优 收 益 的 比 值 为

v0 / vm，也就是最大折扣( 最小价格与最大价格之

比) ．

为了避免上述“极端情形”出现时导致较差

的竞争性能，在线决策者倾向于制定“较小”的 n
值，那么离线敌手就会设计另一个“极端情形”:

订票的乘客数至少为 C，而且乘客的期望价值都

等于 v0，很显然，此时的在线收益为 Ｒ' = nv0，离

线最优收益为 Ｒ* = Cv0，因此在线收益与离线最

优收益的比值为 n /C．
考虑到上述两种极端情形，在线决策者需要

衡量两种情形下的竞争比( v0 / vm 和 n /C) ． 根据竞

争分析的思路，令 v0 / vm = n /C，得到一般问题的

( 可能) 最优在线策略针对初始价格 v0 的座位分

配数量 n 应该等于 Cv0 / vm．
结合第 3． 2 节以及定理 1 的分析，在“旺季假

设”下， 最 优 在 线 策 略 的 竞 争 比 为 c =
1

2 vm / v槡 0 － 1
，由于 vm / v0 ＞ 1，显然存在 v0 / vm ＜

c = 1
2 vm / v槡 0 － 1

的关系． 从另一个角度来看，无

论 n 等于多少，只要满足 n≥ Cv0 / vm，任何在线策

略的竞争比都不会小于 v0 / vm． 这样的结果并不是

在线策略的“理想情况”，因为无论如何选择策

略，都不会使得竞争比大于 v0 / vm，如此一来，航空

公司只要任意选择策略，只要满足初始价格的订

票数量 n≥ Cv0 / vm，那么就会实现竞争比不小于

v0 / vm． 一句话，从在线策略与竞争分析角度，航空

公司只能控制初始定价以及初始订票数量，而且

竞争比只能为 v0 / vm，这并不能给实践者更好的指

导，这正是作者重点研究“旺季问题”的原因，同

时也说明“一般情形”下的在线策略与竞争分析

还有待进一步的研究．

5 结束语

在线策略和竞争分析是应对不确定需求信息

的有效理念和手段． 从该角度出发，文章主要分析

了单航班机票价格和座位分配联合控制问题． 针

对乘客数量足够多的“旺季问题”，所给策略能够

动态地调整机票出售价格以及每一价格下的机票

出售数量，该策略具有最优的竞争性能，而针对一

般问题，在线策略的竞争性能并不理想，说明问题
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本身的复杂性很大．
尽管“旺季假设”弱化了在线策略的一般适

用性，但是“旺季假设”本身却在现实中比较常

见，而且航空公司面对订票乘客较多的情况更加

需要做出必要的价格和座位控制策略，而在“淡

季”，即不满足“旺季假设”的情况下，航空公司往

往提供较大折扣的机票，吸引订票数量，这也是现

实中航空公司的常用做法． 一方面，较大折扣能够

吸引大量“经济型”乘客的订票，从而满足“旺季

假设”，那么本文所给策略就能有效处理; 另一方

面，折扣程度的增加也会导致所给策略的竞争比

减小，这就要求在线策略进一步考虑降价对订票

量增加的效果，也就是考虑乘客对价格的敏感性，

这些都是需要进一步研究的内容． 有时候在机票

销售“淡季”，需要订票的乘客往往属于“商务型”
乘客，因此航空公司根据这一特点，也会减少机票

折扣． 所以，究竟是通过机票打折来提高淡季客座

率，还是只接受商务型订票来增加淡季收益，需要

根据实际的市场需求才能做出合理的策略选择．
也就是说本文所建立的模型尽管符合一定的实际

现象，但是仍然属于理论探讨，需要综合考虑的因

素还有很多，希望能够起到抛砖引玉的作用．
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Competitive analysis of revenue management: Online joint pricing and book-
ing strategies

NI Guan-qun1，XU Yin-feng2，XU Jiu-ping1

1． Business School，Sichuan University，Chengdu 610065，China;

2． School of Management，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，China

Abstract: Taking into consideration the unpredictable booking information，we consider the joint ticket pricing
and booking problem in the airline industry from the perspective of online algorithms and competitive analysis．
Assuming that the process of the passengers meets the low-before-high manner and that the expected value of
passengers falls in a closed interval，we propose one optimal online joint policy for each case． Different from
previous approaches in this field，the proposed online policies eliminate both the demand forecast and risk-
neutrality assumption． The proposed policies can dynamically adjust price and allocate the tickets according to
the set of bookings previously offered at any point in time． The ratio between the revenue of online joint strate-
gy and the revenue of optimal offline strategy with perfect demand information is always in a certain range．
Compared with the existing research，the joint online strategies can identify the types of passengers effectively
which relaxes the assumption of knowing the type of passengers．
Key words: revenue management; pricing; seat inventory allocation; online strategy and competitive analysis

附录:

引理1 证明 如果某一策略 P 的初始价格不等于机票最低期望价值 v0，不妨设初始价格为 v'0 ． 由于所有乘客的期望

价值都满足 v∈［v0，vm］，考虑下面的极端例子: 乘客数量超过 C，且期望价值都等于 v'0 － ε，其中 ε→0 + ． 因此该策略 P 的

收益为 0，而离线最优收益为 C( v'0 － ε) ，根据竞争比［39］ 的概念可知，初始价格不等于 v0 的任何策略的竞争比都不会大于 0．

引理 1 得证．

引理 2 证明 对于最优策略 P( V，Q) ，不失一般性，假设 vi ＞ vi+1，其中 i≥ 1． 令 pi ( ≤ C) 为接受的价格等于 vi 的乘

客数( 已售出机票数) ． 如果 pi ＞ 0，那么令 vi+1 = vi，由于满足 LBH 的特点，调整后的收益并没有改变． 如果 pi = 0，那么

同样由于 LBH的特点，说明市场上不存在期望价值等于或者高于 vi 的乘客． 因此，令 vi = vi+1，而调整后的收益仍然不变．

基于这些分析，可以证明引理 2 在一般情况下( 对于i ＜ j，有 vi ＞ vj ) 的正确性．

引理 2 得证．

引理 3 证明 根据 u1 和 u2 的定义式，直接可以得到 u1 =
u2y( 1 － y /a) + y

b ，以及
u1

u2
= y( 1 － y /a)

b ＜ 0． 因此，u1 和
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u2 是反向相关的，也就是说，u1 = u2 是函数 f = min{ u1，u2 } 取得最大值的必要条件．

于是，令 u1 = u2 = u，得到 x = y2n
ab + y2 － ay

，u = ay
ab + y2 － ay

，以及
du
dy = a( ab － y2 )

( ab + y2 － ay) 2 ． 又因为 0 ＜ a ＜ y≤ b，

所以当 槡y = ab 时，u 取得最大值，等价于当 x = n
2 槡－ a /b

，以及 槡y = ab 时，函数 f = min{ u1，u2 } 取得最大值，最大值

为 u = 1
2 槡b /a － 1

．

引理 3 得证．

引理 4 证明 方便起见，令 y0 = a，以及 yk+1 = b． 根据 ui 的定义式，直接可以得到 x0 =
ny1u1

y0
，而对于 1≤ i≤ k －

1，有 xi =
n( yi+1ui+1 － yiui )

yi
，以及 uk+1 =

ykuk + yk ( 1 －
y1u1

y0
－∑

k－1

i = 1

yi+1uk+1 － yiui

yi
)

b ，和
uk+1

ui
= ( 1 －

yi

yi－1
)
yk

b ＜ 0． 因此，uk+1

和任意 ui 都是反向相关的，也就是说，对于任意 1 ≤ i≤ k，都有 uk+1 = ui 是函数 f = min{ u1，…，uk，uk+1 } 取得最大值的

必要条件．

于是，令 uk+1 = ui = u，得到 x0 =
ny1u
y0

，而对于1≤ i≤ k － 1，有 xi =
n( yi+1 － yi ) u

yi
，以及 u =

yk

b + yk［∑
k－1

i =0
( yi+1 /yi ) － k］

．

因此，对于 1≤ i≤ k － 1，有
du
dyi

=
y2k (

yi+1
y2i

－ 1
yi－1

)

{ b + yk［∑
k－1

i =0
( yi+1 /yi ) － k］} 2

，以及
du
dyk

=
b －

y2k
yk－1

{ b + yk［∑
k－1

i =0
( yi+1 /yi ) － k］} 2

．

又因为 0 ＜ a ＜ y1 ＜ … ＜ yk ≤ b，所以当 y2i = yi－1yi+1 时，u 取得最大值，等价于当 yi = a( k+1－i) / ( k+1) bi/ ( k+1) 时，f =

min{ u1，…，uk，uk+1 } 取得最大值为 u = 1

( 1 + k) ( b
a ) 1 / ( k+1) － k

． 而此时，可以计算出 x0 =
ny1u
a ，而对于 1≤ i≤ k － 1，有

xi = ［1 － ( a
b ) 1 / ( k+1) ］x0 ． 进一步，令 u1 = uk+1，可以得到 x0 = n

1 + k － k( a
b ) 1 / ( k+1)

，以及对于 1 ≤ i ≤ k － 1，有

xi = n

k +［1 － ( a
b ) 1 / ( k+1) ］－1

．

引理 4 得证．
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