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摘要: 在经典的 Karp在线租雪橇模型的基础上，提出并研究了存在市场利率的连续松弛多重
在线租赁问题． 首先，给出该问题的最优离线策略并分析最优离线费用与市场利率的关系．
其次，应用在线问题之竞争分析的方法考虑了该问题的最优在线策略: 针对离线对手可随时
停止使用资产或设备使得承租人陷于刚刚买入而又不再使用的高风险之中的在线特征，提出
了风险均衡策略; 根据在线算法竞争比分析和求解原理，给出了风险均衡策略的竞争比并证
明了这一竞争比是该问题的最优竞争比． 最后，对最优竞争比中相关变量的单调性进行了分
析，结果表明: 市场利率的引入和租赁对象的多单位化能够降低问题的竞争比，从而提高在
线租赁决策的效率．
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0 引 言

随着经济的高速发展，租赁业已逐渐成为拉

动内需的有效手段和“金钥匙”． 相关数据显示:
2009 年，我国融资租赁业务总量达到 3 700 亿元
人民币，比 2008 年增长了 138． 7% ; 2011 年年底
全部融资租赁合同余额为 9 300 亿元人民币，比
上年的 7 000 亿元增长 32． 9% ． 可谓中国融资租
赁行业发展迅速，同时，租赁业是国家商品流通

的主渠道之一，在刺激投资需求、推动信用消费、
拉动整个国民经济等方面发挥着独特的作用，逐

渐成为经济活动中常见的投资方式之一．
但是，现实世界变化万千，在租赁投资过程

中总是存在某些不可预测的因素，如果这些因素

对租赁投资决策影响很大，应该如何优化该问题

呢? 尤其是当租赁决策中越来越多地呈现出在线

特点时，这是急需解决的问题． 近年来，最优化
领域中兴起的一个新方向———在线问题与竞争算

法，能够对该类在线问题给予有效的刻画和满意

的解答［1 － 2］． 在线租赁算法源于 Karp［3］在理论计
算机科学领域提出的“租雪橇”问题: 该模型假设
某在线人要去滑雪场滑雪，但并不清楚自己会滑

多少天，在滑雪场他可以选择购买或租用雪橇的

策略，因此，决定何时采用何种策略就成为该在

线者决策的关键了． 在此问题中，假设租用一副
雪橇每天的租金为 c，购买一副雪橇的价格为 P
( P ＞ c，P /c = s) ． 一旦在线者买下一副雪橇就不
必再支付任何租赁费用了． Karp应用在线问题之
竞争分析的方法证明了该问题的最优策略: 在前

s － 1 天采取一直租赁的策略，之后若继续滑雪则
采取购买雪橇的策略，得到的最优竞争比是 2 －
1 / s．
随着人们研究的深入，逐渐发现在租赁市场

的投融资活动中，决策环境往往具有很强的在线

动态特征． 于是，学者们对经典的 Karp租雪橇模
型进行了改进和推广，结合实际融资租赁中伴随
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的随机性、利率、价格变动、交易成本、风险等市场
因素，给出更符合实际问题的最优在线策略，为

投资者决策提供一定的理论参考． 如 Karlin 等［4］

学者给出了在线租赁问题的随机性在线算法，并

进一步引入折旧［5］等市场因素，讨论此情形下的

在线租赁策略． El-Yaniv 和 Karp［6］建立了设备更
新模型，考察了资本市场上生产商更新设备的问

题，该模型可广泛地应用于供货商变更问题、菜
单成本问题、融资抵押问题等． Azar 等［7］考虑了
生产商面对未知的需求订单和市场不断出现生产

该商品的设备时，该采取何种策略更新生产设备

才能使得成本最小的问题． 之后，El-Yaniv 等［8］

和 Yang等［9］从实际经济决策角度出发，考虑了
当投资者进行租赁活动时所面临的不可忽视的重

要因素———利率，推广了传统的租雪橇问题进行
基于利率情形下的策略设计，并给出了最优的确

定性算法和最优随机性算法． 马卫民和陈国
青［10］、Irani 和 Ｒamanathan［11］以及 Bienkowski［12］

研究了购买价格波动而租赁费用不变、购买价格
和租赁费用变动等情形的在线租赁问题，并分别

给出了确定性算法和随机性算法及其竞争比．
Fujiwara和 Iwama［13］、Xu等［14］分别结合未来输入
具有连续性、离散性结构的概率信息研究了在线
租赁决策问题． 胡茂林［15］、王扬等［16］分别考虑了
可分资产、存在二手市场的在线租赁策略设计问
题． 进一步，学者们认为投资者往往不是规避风
险而是利用风险，有时有目的地增加风险以期望

如果预测成功将获得更高的收益． 如 al-Binali［17］

首先提出了著名的风险补偿模型． 接着，学者们
在此基础上引入折旧、利率等因素，给出对应的
确定性风险补偿模型［18 － 22］及其概率预期下的风

险补偿模型［23 － 24］． 另外，传统的租雪橇问题仅
仅考虑纯购买和纯租赁策略的形式，但实际投资

中除纯购买和纯租赁形式外的多种租赁策略也是

市场上的交易方式之一，如，张桂清等［25］、徐寅
峰等［26］和 Zhang等［27］在传统租赁模型基础上考
虑以较优惠的价格租赁多个单位时间的多租赁策

略． Lotker 等［28 － 29］从随机算法的角度对不确定

因素下的多选择策略进行了分析，给出随机算法

下的最优策略和竞争比． Fujiwara 等［30］从确定性角
度对该问题进行了分析，并给出问题的最优下界．
从已有的文献和资料可发现，以往的在线租

赁研究都是基于 Karp 模型下考虑所需设备或资
产是“完整”的个体的情形而进行的讨论，然而，
现实中投资者为从事某种生产经营活动而在线租

用或购买多单位资产或多件设备的现象屡见不

鲜，这时，经典的基于“单一完整”设备的 Karp 模
型还是否适用呢? 为此，先看一个简单的例子．
“一位父亲带着两个儿子去滑雪场练习滑
雪，滑雪场规定购买一副雪橇的价格是 10，而每
期租用一副雪橇的租金是 1，滑雪者一旦在某一
期买下了一副雪橇，则他以后再滑雪时不必再支

付租赁费用． 在滑雪场这位父亲可选择为他的两
个儿子租用两副雪橇或购买两副雪橇或租用一副

雪橇再购买一副雪橇等策略． 那么在不知道两个
儿子要练习多长时间的情况下，这位父亲应采取

怎样的租赁( 租或买) 策略最为划算?”
为了区别于 Karp的“单一雪橇”在线租赁模

型，称这种在线租用或购买两副或两副以上雪橇

的问题为多重在线租赁问题． 对于上面这个两副
雪橇的多重在线租赁问题，人们自然想到 Karp
的单个雪橇的最优租赁策略，即是把两副雪橇都

租用到第 9 期结束，若第 10 期两个儿子还需要
继续练习时，就购买两副雪橇，竞争比是 2 －
1 /10 = 1． 9． 然而这并不是最优的策略． 事实上，
若这位父亲采取在前 6 期每期都租用两副雪橇，
而在第 7 期开始买下一幅雪橇，再租用一副雪橇
直到第 9 期结束，当到了第 10 期再买下一副雪
橇的策略，则可得到 1． 75 的竞争比． 这表明多重
在线租赁问题与单一雪橇的在线租赁问题相比已

发生了质的变化． 另外，关于 Karp的单一雪橇在
线租赁问题的相关变形和推广研究表明，市场利

率的引入虽然使得在线租赁问题的模型复杂化，

但考虑存在市场利率情况下的在线策略的竞争比

比无利率情况时更小，从而使得在线问题更贴近

于现实，决策效果更好．
基于以上考虑，本文主要从竞争分析的角度讨

论存在市场利率的连续松弛多重在线租赁问题．

1 竞争比定义及问题描述

1． 1 竞争比定义
在在线投资决策中，投资者往往对未来的输
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入信息是逐步获知的，只有在每个阶段的开始才

能获取当期的输入，而在此时，投资者又必须在

没有后续信息支持的情况下立即给出输出． 在这
个过程当中，在线算法的设计是关键，即问题的

目标是对于任意输入序列为 I = ( σ1，σ2，…，
σn ) ，要设计怎样的策略才能使得实时决策输出

结果 O = ( O1，O2，…，On ) 对应的策略花费和最

优离线策略花费的比值尽可能的小． 通常运用竞
争比概念来分析这个实时输出结果的优劣，存在

可供在线者决策选择的策略集O和离线者发出的
不确定的输入序列集 I，在线者在 O 集中的在线
算法 ALG所花费用表示为 CostALG ( I) ，离线者在
I 集中的最优算法 OPT 所花费用表示为
CostOPT ( I) ，如果存在与输入 I无关的常数 α和 β
满足

CostALG ( I) ≤ αCostOPT ( I) + β ( 1)
就称在线算法 ALG 是 α － 竞争的( 或竞争比为
α) ． 如果 β = 0，称算法 ALG是严格 α － 竞争的．
根据这一定义，一个在线算法的竞争为 α，就是
说对任意可变的输入，这个在线算法均能保证费

用不会超过最优离线费用的 α倍．
从上述竞争比定义可以看出，竞争比分析框

架模型实质上是在线者和离线者的博弈决策模

型． 在博弈中，在线者首先选择在线算法并告知
离线对手，然后离线对手选择合适的输入． 离线
对手的收益就是费用比值，即在线费用和最优离

线费用的比值． 离线对手的目标是选择合适的输
入使得费用比值尽可能的大，而在线决策者恰恰

相反，它的目标是选择最优的在线算法使得费用

比值尽可能的小．
1． 2 问题描述
假设某投资者需要租用或购买某种连续性资

产 m单位，每单位资产在每个租用期的租金是 c，
买进 1 个单位资产的费用是 P． 但由于某些因素
限制，投资者并不清楚知道自己需使用该资产的

时间段，即使用时间 T: T1，T2，…，Tn 是由长度 n
不确定的租用时间段构成的输入序列． 设金融市
场上名义利率为 η，折算成每个租用期的利率为
i，即第 1 期每单位资产租金是 c，每单位资产购买
价格为 P; 第 2 期每单位资产的租金 c( 折算成租

赁初期) 的折现值是
c

1 + i，每单位资产的购买价

格 P( 折算成租赁初期) 的折现值是 P
1 + i;… ; 第

n期每单位资产租金的折现值是 c
1( )+ i n－1，每单

位资产购买价的折现值是
P

1( )+ i n－1 ． 在每一期

的开始，投资者需要做出对这 m单位总资产是全
额租用还是全额买下或者是买下一部分( 可以是

小数或分数) 再租用一部分的决策． 一旦他在某
一期买下一部分资产，则以后再需用那部分资产

时就不必再支付任何租赁费用了． 问题的关键是
投资者面对不确定的时间段 n，到底应采取怎样
的策略才能使得投资决策的费用尽可能的小?

称上述问题为存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题． 这里像文献［8］等其它讨论单一

雪橇在线租赁问题的文献一样，也假定
P
c = s ≥

2 是正整数，而且 c
P ＞ i

1 + i，即1 － i( s － 1) ＞ 0．

2 最优离线策略

在本节中，考虑存在市场利率的连续松弛多

重在线租赁问题的最优离线策略．
这一问题所对应的离线问题是租赁时间序列

T1，T2，…，Tn的长度 n是已知的． 显然，对于任意
已知的 n，最优离线决策必然根据下列两种情况
之一做出: 1) 总是租用m单位总资产; 2) 把m单
位总资产租用 t次然后买入，其中 0≤ t≤ n － 1．

1) 对于 i ＞ 0，将 m单位总资产租用 n期的
租用费的折现值为

v1 ( n) = ∑
n－1

j = 0

cm
( 1 + i) j

= cm ( 1 + i) n － 1
i ( 1 + i) n－1

2) 对于 i ＞ 0，将m单位总资产先租用 t期然
后买入的总花费的折现值为

v2 ( n) = u( t)

= cm ( 1 + i) t － 1
i ( 1 + i) t －1

+ mP
( 1 + i) t

( 2)

在式( 2) 中利用假设 c
P ＞ i

1 + i可知，最优离线

算法OPT决不会把m单位总资产租用一段时间后再
买入，否则就有 v2( n) ＞ mP，其中 mP是投资者在
活动一开始就购买m单位总资产所花费用．
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令 s* 是租用 m单位总资产所花租用费的折
现值累计达到一开始就购买m单位总资产所花费
用 mP的总租用期数． 即，s* 是关于 n 的方程
cm［( 1 + i) n － 1］

i ( 1 + i) n－1
= mP的根，也就是说

( 1 + i) s* －1 = 1

1 － i P
c －( )1

利用
P
c = s，则

s* = 1 － ln［1 － i( s － 1) ］
ln( 1 + i)

通过上面的分析可见，对于任意已知的 n，
如果用 VOPT ( n) 表示最优离线策略的花费，可得
到下面的定理 1．
定理 1 对于存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题，最优离线策略是: 当 n ＜ s* 时一
直租用 m单位总资产; 当 n≥ s* 时在租赁活动的

开始就直接买入m单位总资产，而且其最优费用为

VOPT ( n) =
cm ( 1 + i) n － 1

i ( 1 + i) n－1
， n ＜ s*

mP， n≥ s
{

*

( 3)

定理 1 表明 s* 是决策者根据已知的使用时
间段 n在活动的开始就作出是租用还是购买 m单
位资产的阈值，称其为关键时间． 关于关键时间
s* ，有下面的定理 2．
定理 2 对于存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题，关键时间

s* = 1 － ln［1 － i( s － 1) ］
ln( 1 + i) ( 4)

是 i( i ＞ 0) 的单调增加连续函数，并且
lim
i→0

s* = s

证明 由式( 4) ，显然 s* 是 i( i ＞ 0) 的连续
函数． 为证明其单调增加性，把式( 4) 两边对 i求
导，得

ds*
di = ( s － 1) ( 1 + i) ln( 1 + i) +［1 － i( s － 1) ］ln［1 － i( s － 1) ］

( 1 + i) ［1 － i( s － 1) ］ln2 ( 1 + i)
( 5)

显然
ds*
di 的符号取决于式( 5) 右边分子的符号，而其分子

( s － 1) ( 1 + i) ln( 1 + i) +［1 － i( s － 1) ］ln［1 － i( s － 1) ］
= s ln( 1 + i) －［1 － i( s － 1) ］ln( 1 + i) +［1 － i( s － 1) ］ln［1 － i( s － 1) ］

= s ln( 1 + i) －［1 － i( s － 1) ］ln 1 + i
1 － i( s － 1) = ln 1 + is( )s

s
－ ln 1 + is

1 － i( s － 1( ))
1－i( s－1)

= ln
1 + is( )s

s

1 + is
1 － i( s － 1( ))

1－i( s－1) ( 6)

令 f( x) = 1 +( )y
x

x
，x ＞ 0，y ＞ 0，则由对数不等

式
1

1
h + 1

＜ ln( 1 + h) ＜ h( h ＞ 0) 有

f' ( x) = 1 +( )y
x

x

ln 1 +( )y
x

－ y[ ]x + y
＞

1 +( )y
x

x 1
1
y /x + 1

－ y[ ]x + y = 0

可见 f( x) 是增函数． 又由于在式( 6) 中 s≥2，1 －

i( s － 1) ＞ 0，且 s ＞ 1 － i( s － 1) ，所以

1 + is( )s
s

1 + is
1 － i( s － 1( ))

1－i( s－1) ＞ 1

从而由式( 5) 和( 6) 可知ds
*

di ＞ 0，因此 s* 是

i( i ＞ 0) 的单调增函数．
又由洛比达法则有

lim
i→0

s* = 1 － lim
i→0

( ln［1 － i( s － 1) ］) '

( ln( 1 + i) ) '

= 1 + lim
i→0

( s － 1) ( 1 + i)
1 － i( s － 1) = s 证毕．
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定理 2表明，当 i ＞ 0时，s* ＞ s． 即当存在市
场利率 i时，投资者作出购买 m单位资产的时间
比无市场利率的决策时间有所推迟． 且当市场利
率 i逐渐减小趋于 0 时，两种情形下的决策时间
无限地接近，这也进一步说明了市场中存在的利

率因素对投资者的决策有着重要的影响．

3 最优在线策略

在这一节，给出存在市场利率的连续松弛多

重在线租赁问题的风险均衡策略并分析其竞争

比． 本文涉及的风险含义与传统风险有所区别，
风险均衡策略是指设计一个策略使得一直租赁和

1 次性购买之间所花费用尽可能地均衡，如果不
均衡就有可能导致事后总费用的增加，即承担的

风险增大． 比如，在一次投资活动中，投资者从
开始就选择 1 次性购买资产的策略，那么当只租
1 次而后续活动终止时，损失是 P － 1，但如果选
择一直租赁的策略，则不存在损失． 为了分析问
题方便，在下面的讨论中，不妨假定 s* 是正
整数．
风险均衡策略( SBＲ) 对于存在市场利率

i，每单位资产每个租用期的租金是 c，每单位资
产的购买价格是 P，资产总需求量为 m单位的连
续松弛多重在线租赁问题:

1) 在前 s* 个租用期每个 Tj 的开始，若投资

者仍需用这 m单位资产，则考虑可买入资产的最

大允许数额 mj，其余所需资产 m －∑
j

l = 1
ml 均采取

租用，使得即使到了第 j + 1期投资者不再需用这些
资产时仍能保证以目标竞争比 α均衡地分散风险;

2) 在前 s* 期考虑可买入资产的最大允许数
额 mj 的同时，前 s* 期买进资产的总量应等于投

资者所需用的资产总量，即∑
s*

j = 1
mj = m，以免在

s* + 1 期及以后投资者还需用这种资产时还有未
买进的资产并对其再付租赁费．
根据定义的风险均衡策略，可得到定理 3．

定理 3 对于存在市场利率的连续松弛多重
在线租赁问题，设风险均衡策略的目标竞争比是

α，则在前 s* 期 T1，T2，…，Ts，当需用时每期买进

的资产值是

mj = cm( α － 1) Pj－1

( P － c) j
( 7)

式中 1 ≤ j≤ s* ．
证明 用数学归纳法证明该命题．
当 j = 1时，即在第1期 T1的开始，若投资者

需租用或买进这种资产 m个单位，根据风险均衡
策略，为了保证目标竞争比 α，以防止在第 2 期
T2 及以后都不再需用这种资产的风险，则投资者

在最大买进量m1下的所有在线花费为Pm1 + c( m
－ m1 ) ，最优离线花费为 cm，而且必须满足

α =
Pm1 + c( m － m1 )

cm
于是可得

m1 = cm( α － 1) 1
P － c

即命题对于 j = 1 成立．
现假定命题对于任意的 j ＜ k成立，即当 j ＜

k≤ s* 时

mj = cm( α － 1) Pj－1

( P － c) j
( 8)

当 j = k时，即在第 k期 Tk的开始，投资者需

继续租用或买进这种资产 m个单位，根据风险均
衡策略，为了保证目标竞争比 α，以防止在第 k +
1 期 Tk+1 及以后都不再需用这种资产的风险，则

投资者在最大买进量 mk 下的所有在线花费的折

现值为

Pm1 + c( m － m1) +
Pm2 + c( m － m1 － m2)

1 + i +

… +
Pmk + c( m － m1 － m2 －… － mk )

( 1 + i) k－1

最优离线花费的折现值为 cm + cm
1 + i + … +

cm
( 1 + i) k－1

，而且必须满足

α =
Pm1 + c( m － m1 ) +

Pm2 + c( m － m1 － m2 )
1 + i + … +

Pmk + c( m － m1 － m2 － … － mk )

( 1 + i) k－1

cm + cm
1 + i + … + cm

( 1 + i) k－1
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整理可得

mk ( P － c) =［cm( α － 1) － m1( P － c) ］( 1 + i) k－1 +［cm( α － 1) + cm1 － m2( P － c) ］( 1 + i) k－2 +
［cm( α － 1) + cm1 + cm2 － m3( P － c) ］( 1 + i) k－3 +…

[
+

cm( α － 1) + c∑
k－2

j =1
mj － mk－1( P － c ]) ( 1 + i) [+ cm( α － 1) + c∑

k－1

j =1
m ]j

把式( 8) 中的每个mj 代入上式右边化简得

mk ( P－c) = cm( α－1 { [) 1 － 1
P － c( P － c ]) ( 1 + i) k－1 [+ 1 + c 1

P － c － P
( P － c) 2
( P － c ]) ( 1 + i) k－2

[
+

1 + c∑
2

j =1

P j－1

( P － c) j
－ P2

( P － c) 3
( P － c ]) ( 1 + i) k－3 +…

[

+

1 + c∑
k－2

j =1

P j－1

( P － c) j
－ P k－2

( P － c) k－1
( P － c ]) ( 1 + i) [+ 1 + c∑

k－1

j =1

P j－1

( P － c) ] }j

把上式右边每个求和∑ 按公比为 P
P － c 的等比

数列求和化简可得

mk ( P － c) = cm( α － 1) Pk－1

( P － c) k－1

从而

mk = cm( α － 1) Pk－1

( P － c) k

由归纳法原理知命题对一切 1 ≤ j ≤ s* 的自然 j
成立． 证毕．

由定理3中的式( 7) 易知，
mj+1

mj
= P
P － c ＞ 1．

这表明无论离线对手在哪一期终止租赁活动，只

要每期在需要时买进的资产值等比均衡地增加，

就能实现或达到一个恒定的竞争比 α．
定理 4 对于存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题，风险均衡策略的竞争比是

α = Ps*

Ps* － ( P － c) s*
( 9)

证明 由于投资者对这种资产的需用总量

为 m，根据风险均衡策略可知

∑
s*

j = 1
mj = m ( 10)

把式( 7) 中的诸 mj 代入式( 10) ，得

c( α － 1)∑
s*

j = 1

P j－1

( P － c) j
= 1 ( 11)

把式( 11) 中的和式按公比为 P
P － c的等比数列求

和，整理可解得

α = Ps*

Ps* － ( P － c) s*
证毕．

定理 4 表明，风险均衡策略的竞争比是关键
时间 s* 的单调减函数，而关键时间 s* 是市场利
率 i的单调增函数，因此这一策略的竞争比是市
场利率 i的单调减函数，即市场利率 i越高，竞争
比越小． 特别地，当市场利率 i = 0 时，s = s* ，

竞争比等于
Ps

Ps － ( P － c) s
，且

Ps*

Ps* － ( P － c) s*
＜ Ps

Ps － ( P － c) s
( 12)

即考虑市场利率时能够获得比无利率时更小的竞

争比． 也就是说考虑市场利率时，投资者按风险
均衡策略进行租赁( 租和买) 能够节约投资成本．
另外，由 P = cs，有

Ps

Ps － ( P － c) s
= 1 + 1

1 + 1
s －( )1

s
－ 1

＜ 1 + 1

1 + s
s － 1 － 1

= 2 － 1
s ( 13)

与
Ps

Ps － ( P － c) s
= 1

1 － 1 － 1( )s
s

≤ e
e － 1 ≈ 1． 582 ( 14)

这表明，有、无利率两种情况下连续松弛多重在线
租赁问题具有比 Karp“单一完整”设备的在线租
赁模型更小的竞争比，而且两种情况的上界都是
e

e － 1 ≈ 1． 582．

推论 1 对于存在市场利率的连续松弛多重
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在线租赁问题，其
1) 风险均衡策略每期买入的资产额是

mj = Pj－1 ( P － c) s* －j

Ps* － ( P － c) s*
cm ( 15)

2) 风险均衡策略每期的租用资产额是

rj = Ps* － P j ( P － c) s* －j

Ps* － ( P － c) s*
m ( 16)

式中 1 ≤ j≤ s* ．
由推论 1 可知，对于存在市场利率的连续松

弛多重在线租赁问题，投资者只要在租赁活动的

每一期按照式( 15) 和( 16) 买入和租用资产，就
能确保在线投资成本控制在事后离线最优成本的

由定理 4 给出的竞争比倍数以内．
事实上，对该问题给出的风险均衡策略是最

优的． 为了证明风险均衡策略的最优性，先给出
并证明下面的引理 1．
引理 1 对于存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题，设任一在线策略ALG各期购买资
产额的序列为m'

1，m
'
2，…，m

'
n，则到第 j( 0 ＜ j≤ n)

期结束时，策略 ALG的花费的折现值为

VALG( j) = c ∑
j －1

l =0

m
( 1 + i) l

+ s － 1
( 1 + i) j －1∑

j

l =1
m'

l －［1 － i( s － 1) ］ m'
1

1 + i +
m'

1 + m'
2

( 1 + i) 2
+… +

∑
j －1

l =1
m'

l

( 1 + i) j －
[ ]{ }1

证明 事实上，利用 P = cs有

VALG( j) = Pm'
1 +

Pm'
2

1 + i +… +
Pm'

j

( 1 + i) j －1
+ c( m － m'

1) +
c( m － m'

1 － m'
2)

1 + i +… +
c m －∑

j

l =1
m( )'l

( 1 + i) j －1

= c ∑
j －1

l =0

m
( 1+i) l

+( s－1) m'
1 +
( s－1) m'

2

1+i +…+
( s－1) m'

j－1

( 1 + i) j －2
+
( s－1) m'

j

( 1 + i) j －1
－

m'
1

1 + i －
m'

1 + m'
2

( 1 + i) 2
－…－

∑
j －1

l =1
m'

l

( 1 + i) j －
{ }1

( 17)
改记

( s－1) m'
1 = ( s－1) ［( 1 + i) j －1 －1+1］

( 1 + i) j －1
m'

1 =
( s－1)
( 1 + i) j －1

m'
1 +

i( s－1) ［( 1 + i) j －2 +( 1 + i) j －3 +… + ( 1 + i) + 1］
( 1 + i) j －1

m'
1

= ( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
1 + i( s － 1)

1 + i m'
1 + i( s － 1)
( 1 + i) 2

m'
1 +… + i( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
1 ( 18)

同理可得

( s － 1) m'
2

1 + i = ( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
2 + i( s － 1)
( 1 + i) 2

m'
2 + i( s － 1)
( 1 + i) 3

m'
2 + … + i( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
2 ( 19)

……
( s － 1) m'

j－1

( 1 + i) j －2
= ( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
j－1 + i( s － 1)
( 1 + i) j －1

m'
j－1 ( 20)

把式( 18) 、( 19) 和 ( 20) 代入式( 17) ，整理得

VALG( j) = c ∑
j －1

l =0

m
( 1 + i) l

+ s － 1
( 1 + i) j －1∑

j

l =1
m'

l －［1 － i( s － 1) ］ m'
1

1 + i +
m'

1 + m'
2

( 1 + i) 2
+… +

∑
j －1

l =1
m'

l

( 1 + i) j －
[ ]{ }1

证毕．
定理5 对于存在市场利率的连续松弛多重

在线租赁问题，风险均衡策略 SBＲ是最优策略．
证明 设 ALG是任意一个不同于 SBＲ的确

定性算法． 下面证明算法ALG只能得到比风险均
衡策略的竞争比 α更大的竞争比．
令 m1，m2，…，ms* 是实现 SBＲ的竞争比 α时

前 s* 期各期买入的资产值． 在第 1期，面对资产
使用者提出的要租用或者买进m单位总资产的任
务，设 ALG 买进的资产额为 m'

1，则两种算法

ALG和 SBＲ在第1期的租用资产额分别为m － m'
1

和 m － m1 ． 如果 m'
1 ＞ m1，则令资产使用者停止

使用资产，则由引理 1 有
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α'
1 － α =

VALG( 1)
cm －

VSBＲ( 1)
cm

=
c{m + ( s － 1) m'

1}
cm －

c{m + ( s － 1) m1}
cm

=
( m'

1 － m1) ( s － 1)
m ＞ 0

如果 m'
1 ≤ m1，则令资产使用者在第二期继

续使用m个单位总资产． 设ALG买进的资产额为
m'

2，则两种算法ALG和 SBＲ在第2期的租用资产

额分别为m － m'
1 － m'

2和m － m1 － m2 ． 如果m'
1 ＜

m1 且 m'
1 + m'

2 ≥ m1 + m2，或者如果 m'
1 = m1 而

且 m'
1 + m'

2 ＞ m1 + m2，则令资产使用者停止使用

资产，于是有

α'
2 －α =

VALG( 1)

cm + cm
1 + i

－
VSBＲ( 1)

cm + cm
1 + i

= c

cm+ cm
1+i

m+ m
1+i +

s－1
1+i( m

'
1 +m

'
2) －［1－i( s－1) ］

m'
1

1{ }+i
－ m+ m

1+i +
s － 1
1 + i( m1 +m2) －［1－i( s－1) ］

m1

1{ }( )+i

=
( m'

1 + m'
2 － m1 － m2) ( s － 1) +［1 － i( s － 1) ］( m1 － m'

1)
( 1 + i) m + m ＞ 0

如果 m'
1 + m'

2 ≤ m1 + m2，则令资产使用者在第 3 期继续使用 m个单位总资产．

一般地，对于所有的 j ＜ s* ，到了第 j期结束的时候，如果ALG的总买入额∑
j

l = 1
m'

l≤∑
j

l = 1
ml，则令资

产使用者继续使用 m个单位总资产，否则就有

α'
j －α =

VALG( j)

cm + cm
1 + i +… + cm

( 1 + i) j －1
－

VSBＲ( j)

cm + cm
1 + i +… + cm

( 1 + i) j －1

= c

cm+ cm1+i+…+ cm
( 1 + i) j－1

∑
j－1

l =0

m
( 1 + i) l{ + s－1
( 1+i) j－1∑

j

l =1
m'

l －［1－i( s－1) ］ m'
1

1+i+
m'

1 +m
'
2

( 1+i) 2
+…+
∑
j－1

l =1
m'

l

( 1+i) j－
[ ]


 }1

－

c ∑
j－1

l =0

m
( 1 + i) l

+ s － 1
( 1 + i) j－1∑

j

l =1
ml －［1 － i( s － 1) ］

m1

1 + i +
m1 + m2

( 1 + i) 2
+… + ∑

j－1

l =1
ml

( 1 + i) j－
][ }{ 


1

= 1

m∑
j －1

l =0
( 1 + i)

{
l
( s － 1 () ∑

j －1

l =1
m'

l －∑
j －1

l =1
m )l +［1 － i( s － 1) ］×

[ ( 1 + i) j －2( m1 － m'
1) + ( 1 + i) j －3( m1 + m2 － m'

1 － m'
2) +… (+ ∑

j －1

l =1
ml －∑

j －1

l =1
m ) ] }'

l ＞ 0

然而，当资产使用者使用 m 个单位总资产

持续到第 s* 期结束的时候，由于ALG与 SBＲ不

同，则有

m'
1 ＜ m1

m'
1 + m'

2 ＜ m1 + m2



m'
1 + m'

2 +… + m'
s ＜ m1 + m2 +… + ms

( 21)

或者存在 1≤ k≤ s使得

m'
1 = m1

m'
1 + m'

2 = m1 + m2



m'
1 + m'

2 +… + m'
k = m1 + m2 +… + mk

m'
1 + m'

2 +… + m'
k+1 ＜ m1 + m2 +… + mk+1



m'
1 + m'

2 +… + m'
s ＜ m1 + m2 +… + ms

( 22)
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这意味着在第 s* 期结束时ALG还有m － m'
1 －

m'
2 －… － m'

s* 单位资产没有买进，而 SBＲ已将所
需用的 m单位资产全部买进，即 m1 + m2 + … +

ms * = m，ms * +1 = 0． 现在令投资者从 s* + 1期

开始将无限期地需用这 m 单位资产，则这时对
ALG来说最划算的租赁方式是在第 s* + 1 期将
m'

s* +1 = m － m'
1 － m'

2 －… － m'
s* 单位资产全部买

进． 于是由引理 1 有

α'
s* +1 =

VALG( s
* + 1)

Pm =
∑
s*

l =0

m
( 1 + i) l

+ s－1
( 1 + i) s*∑

s* +1

l =1
m'

l －［1 － i( s － 1) ］ m'
1

1 + i +
m'

1 + m'
2

( 1 + i) 2
+… +

∑
s*

l =1
m'

l

( 1 + i) s
[ ]*

sm
与

α =
VSBＲ( s

* )
Pm =

VSBＲ( s
* + 1)

Pm =
∑
s*

l =0

m
( 1+i) l

+ s－1
( 1+i) j －1∑

s* +1

l=1
ml －［1－i( s－1) ］ m1

1+i +
m1 +m2

( 1+i) 2
+…+

∑
s*

l =1
ml

( 1 + i) s
[ ]*

sm
由于

∑
s*

l = 1
ml = ∑

s* +1

l = 1
ml = ∑

s* +1

l = 1
m'

l = m

从而由式( 21) 和式( 22) 可知

α'
s* +1 － α = 1 － i( s － 1)

sm
m1 － m'

1

1 + i +
m1 + m2 － m'

1 － m'
2

( 1 + i) 2
+ … +

∑
s*

l = 1
ml －∑

s*

l = 1
m'

l

( 1 + i) s
[ ]*

＞ 0

综合以上分析可知，算法 ALG只能得到比 α
更大的竞争比． 证毕．
定理 5 说明，在定理 4 中给出的风险均衡策

略的竞争比是该问题的最优竞争比; 推论 1 中给
出的每期买入和租用的资产额是该问题每期的最

佳购买额和最佳租用额． 从而在现实租赁过程中，
在线投资者只要运用推论 1中最佳购买值和最佳租
用值公式进行投资就能使得花费的总成本最小．

4 结束语

本文研究的融入市场利率因素的连续松弛多

重在线租赁问题，是在 Karp 的“单一雪橇”在线
租赁问题理论研究的基础上向实际应用的推广．
租赁对象的多单位化与市场利率的引入虽然使在

线租赁问题的模型复杂化，但使得问题更贴近于

现实，同时也获得了更小的竞争比，在线决策效

果更好． 本文的研究结果，一方面可直接应用于
现实中存在市场利率的在线租用或购买多单位连

续性资产( 每一期都可以选择租用一部分再购买

一部分) 的在线租赁问题，另一方面是进一步研

究存在市场利率的多重在线租赁问题离散情况的

基础． 因此关于离散情况的研究，也是非常值得
继续深入研究的课题．
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Multiple online leasing problem of continuous relaxation with market
interest rate

HU Mao-lin1，XU Wei-jun2，LIU You-zhu2

1． School of Mathematical Science，Huaiyin Normal University，Huai’an 223300，China;
2． School of Business and Management，South China University of Technology，Guangzhou 510641，China

Abstract: Based on the study of Karp’s ski rental model for the classical online leasing problem，this paper
considers the multiple online leasing model for continuous relaxation problem with market interest rate． Firstly，
we investigate the optimal offline strategy and show the relationship between the optimal offline cost and market
interest rate． Then，based on the online characteristics that offline adversary might stop using assets at anytime
so that online players may encounter a high-risk situation like no longer using assets shortly after purchasing，
we propose a balancing risk strategy and obtain its optimal competitive ratio by using online algorithm and com-
petitive analysis． Meanwhile，we prove that the competitive ratio of the balancing risk strategy is the optimal
ratio for this problem． At last，the monotonicity of relevant variables in the optimal competitive ratio is dis-
cussed，and the result shows that the competitive performance of online strategy improves significantly with the
factor of market interest rate and multi-unit asset，thereby enhancing the online rental decision-making effi-
ciency．
Key words: multiple online leasing problem; continuous relaxation; market interest rate; balancing risk strat-

egy; competitive ratio
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