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交叉销售产品的报童模型与博弈分析
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摘要: 当产品间存在互补关联关系时，会出现交叉销售: 顾客在购买一种产品的同时也会以一

定可能性购买另一种关联产品; 反过来，某产品也会因其关联产品的缺货而失去交叉销售机

会． 本文考虑交叉销售，首先建立带缺货惩罚的单周期多产品集中决策报童模型，推导其最优

订货量的一阶必要条件，并给出最优解的上下界． 考虑多个报童独立竞争决策，建立交叉销售

产品的报童博弈模型，证明该博弈是超模博弈，并给出了一阶博弈均衡条件以及均衡解的唯一

性条件和上下界． 分析了集中决策和分散博弈决策的差异，给出了博弈模型中需求相关系数对

期望利润的影响规律． 通过计算研究讨论了交叉销售系数、需求相关系数以及缺货惩罚成本对

订货量和期望收益的影响．
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0 引 言

单周期报童决策问题已经有了广泛研究，比

如带约束的报童问题、考虑行为决策的报童问题、
供应链报童模型、以及需求具有外部性的多产品

报童问题等［1 － 6］． 需求具有外部性的多产品报童

模型大多关注替代品的集中决策库存问题［7 － 10］，

也有学者通过博弈理论分析了竞争决策下的替代

品报童问题［11 － 13］． 所谓替代品，是指如果一种产

品缺货，则顾客就可能选购另一种类似产品作为

初始选择的替代． 因此，替代品的需求会彼此抵

消，文献［12］称之为“负外部性”．
而当产品之间蕴含某种互补关联关系时，往

往会发生交叉销售． 所谓交叉销售，是指顾客在购

买一种商品的同时，可能会附加选购与其相关的

另一种产品［14］; 或者一些产品由于某种内在的联

系而被同时购买［15，16］，这也称为互补需求，或“正

外部性”需求［12］． 文献［17 － 19］指出，如果一个

交叉销售组合中的某产品缺货，那么该销售组合

模式会被破坏而导致交叉销售机会的丧失，因此

与之相关联产品的需求就会降低．
交叉销售的研究和应用多出现在市场营销、

数据挖掘等领域． 在企业运作管理领域的研究多

集中在呼叫中心 ( call center ) 的 交 叉 销 售 管 理

上［20 － 22］，而有关交叉销售产品库存决策问题的研

究还不多见． Xiao 等在库存分类中考虑了交叉销

售，提出了基于损失收益的库存分 类 方 法［23］．
Zhang 等通过 EOQ 模型研究了存在交叉销售关

系的两产品，在无限计划期下的确定性需求联合

补货问题［24］． Zhang 又进一步将其模型推广到考

虑多产品交叉销售的库存联合补货问题［25］． 程岩

研究了在已知关联规则和库存水平的情况下，如

何动态选择交叉销售产品组合以及确定合理的价

格，赢得最大收益［26］． 朱国玮和周利通过分析潜

在消费者的个性化特征和需求，提出了主动向顾

客推荐商品的混合推荐算法，帮助他们找到所需
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产品，实现交叉销售［27］．
虽然交叉销售可能存在于多产品之间，但

Netessine 指出，以两产品之间的关联关系进行交

叉销售管理，符合很多企业的营销实践［28］． 另外，

文献［29］研究了需求具有时间序列关联关系的

按单生产( make-to-order) 订单选择问题，其中假

设若在某时刻满足某个订单的需求，则该订单会

以一定的概率在未来引致新订单的到达，这是一

种动态交叉销售效果．
值得注意的是，如果产品需求存在正相关或

互补关系，那么在实践上就可将这类产品打包形

成捆绑销售( bundling) ，其促销的效果也属于一

种交叉销售． 然而，捆绑销售是将多产品的组合当

做一个整体，在实质上相当于一个新的产品，且产

品组合与被捆绑的单产品之间一般是竞争替代关

系［28 ，30］，并不是互补关联关系．
与本文主题较为密切的工作是文献［12］关

于产品具有正外部性的库存博弈问题的研究． 文

献［12］的模型隐含着一个很强的假设，即: 需要

知道每种产品在没有交叉销售时的独立的“原

始”需求． 然而，在多产品销售的实践上，容易获

得的信息往往是包含交叉销售在内的总需求而非

独立“原始”需求． 因此，本文假设产品的总需求

已知，而非“原始”需求已知，这与文献［12］完全

不同．
另外，虽然缺货惩罚已经广泛引入到了库存

问题当中，但是在产品需求具有外部性的库存决

策中考虑缺货惩罚的研究还不是很多． 文献［13］

的报童博弈模型考虑了缺货惩罚，但研究的是替

代品问题． 文献［24］提出的交叉销售产品的联合

补货问题考虑了所谓“goodwill loss”，可看做是一

种缺货惩罚，但其模型是确定性的，并不涉及报童

问题．
本文研究交叉销售产品的报童决策，针对考

虑缺货惩罚的交叉销售产品集中决策报童模型，

推导了其一阶最优性必要条件，并给出了最优解

的上下界． 针对分散竞争决策，推导了报童博弈的

纯策略纳什均衡条件，给出了纯策略均衡解存在

的唯一性条件和均衡订货量的上下界． 研究了交

叉销售产品报童博弈模型的超模性质，给出了集

中决策订货量大于分散决策订货量的前提条件．
证明了在联合正态分布需求下，若交叉销售产品

间的需求相关系数变大，那么它们的博弈均衡利

润会得到提升． 最后，通过算例分析了各决策参数

对决策结果的影响．

1 有效需求模型

设有 n 个产品，其中产品 i 和产品 j( i，j = 1，

…，n) 因交叉销售而相互关联，它们的总需求分

别为 Di 和 Dj． 所谓总需求是指所有产品都不缺货

时各产品的需求，因而包含了因交叉销售所引致

的那部分需求． 如果产品 j 缺货，那么类似{ i，j} 组

合的交叉销售模式将被破坏，从而导致产品 i 的

实际需求相对于其总需求 Di 有所减少． 设单位产

品 j 缺货所导致的产品 i 的需求减少量为 rji，称为

交叉销售系数． 定义 x+ = max( x，0) ，那么产品 i
的有效需求为

De
i = Di －∑

j≠i
rji ( Dj － Qj )

+ ( 1)

其中，交叉销售系数 rji 可通过基于损失规则“i→
◇j”的数据挖掘技术获得［19，23］: 客户因产品 j 缺

货而不会去购买产品 i 的概率可以计算为: con
f( i→◇j) = N( { i，j} ) /N( j) ，其中 N( x) 表示包

含产品或产品集 x 的交易记录数． 交叉销售系数

rji 就等于 con f( i→◇j) 和包含产品集{ i，j} 的交

易记录中产品 i 的平均数量之乘积．
式( 1) 考虑的交叉销售关系是最简单的两产

品间的交叉销售． 这类交叉销售在一些产品数量

较少的环境中是广泛存在的，如自动售货机; 或

者，也可见于需求关系比较简单的电子产品市场，

例如，“数码相机→备用电池”，“数码相机 → 存

储棒”等交叉销售关系．
因为 De

i 是实际有效需求，因此其每个样本点

都必然大于零，对应的必要条件之一就是当所有

Qj≠i = 0 时，E［De
i］ ＞ 0 成立，这等价于下述假设:

假设1 μi －∑
j≠i

rjiμ j ＞ 0，对所有 i都成立，其

中 μi 是产品 i 的期望需求．
令 pi 表示产品价格，ci 表示单位成本，si 表示

单件产品残值，则下述假设 2 和假设 3 是合理的．
假设 2 pi ＞ ci ＞ si，对所有 i 都成立．
假设 3 rii = 0，对所有 i 都成立．
此外，在 Pr(·) 和 f(·) 分别表示概率累积函
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数和概率密度函数．

2 集中决策报童模型

假设单件产品 i 的缺货会导致 βi 的惩罚成

本，则 n 个产品的总期望收益可以表示为

πc =E∑
n

i =1
［pimin( Qi，D

e
i ) －ciQi + si ( Qi － De

i )
+ －

βi ( D
e
i － Qi )

+］ ( 2a)

注意到 min( Qi，D
e
i ) = Qi － ( Qi － De

i )
+ ，通过简单

的代数运算，上式变换为

πc = E∑
n

i =1
［( ui － βi ) D

e
i － ui ( D

e
i － Qi )

+ －

oi ( Qi － De
i )

+］ ( 2b)

其中 ui = pi － ci + βi，oi = ci － si，分别表示产品

的单位缺货成本和超储成本．
注记 1 上述利润函数不一定是凹函数．
注记 2 从实际经济意义的角度出发，需要

ui ＞ ∑
j≠i

β j rij 成立． 本文将∑
j≠i

β j rij 称为外溢因子．

上述不等式右边表示产品 i 缺货 1 个单位而

造成的其他 n － 1 种产品缺货惩罚的减少，称为外

溢效应． 如果这个外溢效应大于产品 i 自己的单

位缺货成本，那么产品 i 就应该越缺货越好，但这

并不符合产品的正常特征． 所以，在实际经济意义

上，应该有 ui ＞ ∑
j≠i

β j rij ．

定理 1 交叉销售产品集中决策报童模型最

优解的一阶必要条件为

Pr( De
i ＜Q

c
i ) －∑

j≠i

uj + oj
ui + oi

rij·Pr( D
e
j ＜ Qc

j ，Di ＞Q
c
j ) +

∑
j≠i

βj

ui + oi
rij·Pr( Di ＞ Qc

i ) =
ui

ui + oi
( 3)

即

Pr( Di ＜ Qc
i ) +

ui + oi
ui －∑

j≠i
βj rij + oi

×

Pr( De
i ＜ Qc

i ＜ Di ) －

∑
j≠i

uj + oj
ui －∑

j≠i
βj rij + oi

rij·Pr( De
j ＜ Qc

j ，Di ＞ Qc
i )

=
ui －∑

j≠i
βj rij

ui －∑
j≠i
βj rij + Oi

( 4)

其中 i = 1，…，n，Qc
i 表示集中决策时，产品 i 的最

优订货量．
证明 式( 2b) 第一项的一阶导数为［11，13］:

E∑
i
De

i

Qi
= ∑

j≠i
rij·Pr( Di ＞ Qi ) ． 引入 De

i 的分布

Pr( De
i ) ，则第二项类似有 

Qi
∑

i
E( De

i － Qi )
+ = －

Pr( De
i ＞ Qi ) +∑

j≠i
rijPr( D

e
j ＞ Qj，Di ＞ Qi ) ． 同理，

第三项有 
Qi
∑

i
E( Qi － De

i )
+ = Pr( De

i ＜ Qi ) －

∑
j≠i

rijPr( D
e
j ＜ Qj，Di ＞ Qi ) ． 令π

c

Qi
= 0，得最优解

的一阶必要条件如式 ( 3) ，将 Pr( De
i ＜ Qi ) =

Pr( Di ＜ Qi ) + Pr( De
i ＜ Qi ＜ Di ) 代入，即可得式

( 4) ． 证毕．
式( 4) 第一项是单产品报童问题的解; 第二

项表示其他产品缺货导致产品 i 的有效需求 De
i 减

小而使 Qc
i 变小; 第三项说明产品 i 缺货会导致其

他产品的有效需求 De
j 减小而影响总收益，所以产

品 i 有动机提高订货量． 进一步，若存在缺货惩

罚，则产品 i 缺货而导致的外溢效应会放大其他

产品缺货对产品 i的影响，也同时放大了产品 i缺

货对其他产品的影响: 因为外溢因子∑
j≠i

β j rij 减

小了式( 4 ) 左边第二项、第三项的分母． 此外，这

种外溢效应还减小了产品 i 在集中决策下的最

优服务水平: 即外溢因子减小了式( 4 ) 等号右边

的值．
定理 2 集中决策下产品 i 的最优订货量的

下界Qc
i 和上界Qc

i 分别由式( 5) 和式( 6) 给出

Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qc
i ) =

ui －∑
j≠i
βj rij

ui + oi
，

i = 1，…，n ( 5)

Pr( Di ＜ Qc
i ) = ui

ui + oi
+∑

j≠i

uj + oj － βj

ui + oi
r( )ij /

1 +∑
j≠i

uj + oj － βj

ui + oi
r( )ij ，

i = 1，…，n ( 6)

证明 对任一个具体的样本值 Di ( ω) ，i =

1，…，n，有∑
j≠i

rjiDj ( ω) ≥∑
j≠i

rji ( Dj ( ω) － Qj )
+ ，其
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中 ω 表 示 一 个 随 机 路 径． 因 此 Di ( ω) －

∑
j≠i

rjiDj ( ω) ≤Di ( ω) －∑
j≠i

rji ( Dj ( ω) － Qj )
+ 对所

有样本点都成立，于是 Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qc
i ) ≥

Pr( De
i ＜ Qc

i ) ． 进一步有

Pr( Di－∑
j≠i

rjiDj ＜Q
c
i ) +∑

j≠i

βj

ui + oi
rijPr( Di ＞

Qc
i ) ≥ Pr( De

i ＜ Qc
i ) +∑

j≠i

βj

ui + oi
rijPr( Di ＞ Qc

i ) ．

再结合式( 3) ，有

Pr( De
i ＜ Qc

i ) +∑
j≠i

βj

ui + oi
rijPr( Di ＞ Qc

i ) ≥
ui

ui + oi

Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qc
i ) +∑

j≠i

βj

ui + oi
rijPr( Di ＞ Dc

i ) ≥
ui

ui + oi

Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qc
i ) －∑

j≠i

βj

ui + oi
rijPr( Di ＜ Dc

i ) ≥
ui －∑

j≠i
βj rij

ui + oi

Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qc
i ) ≥

ui －∑
j≠i
βj rij

ui + oi
所以下界可由式( 5) 给出．

又 Pr( De
j ＜ Qc

j ，Di ＞ Qc
i ) ≤ Pr( Di ＞ Qc

i ) 以

及 De
i ( ω) ＜ Di ( ω) Pr( De

i ＜ Qc
i ) ≥ Pr( Di ＜

Qc
i ) ，故可放松式( 3)

Pr( Di ＜ Qc
i ) －∑

j≠i

uj + oj

ui + oi
rijPr( Di ＞ Qc

i ) +∑
j≠i

β j

ui + oi
rijPr( Di ＞ Qc

i ) ≤
ui

ui + oi

Pr( Di ＜ Qc
i ) －∑

j≠i

uj + oj － β j

ui + oi
rij·Pr( Di ＞ Qc

i ) ≤
ui

ui + oi

Pr( Di ＜ Qc
i ) ≤

ui

ui + oi
+∑

j≠i

uj + oj － β j

ui + oi
r( )ij 1 +∑

j≠i

uj + oj － β j

ui + oi
r( )ij ＜ 1

于是上界可由式( 6) 给出． 证毕．

3 竞争环境下的报童博弈

3． 1 模型与均衡分析

假设所有报童各自独立决策订货量，但报童 i
的决策因交叉销售而受到其他 n － 1 个报童的影

响，这样就形成了一个非合作博弈( Ai，π
d
i ，i = 1，

…，n) 问题，其中Ai∈［0，M］( M是一个充分大的

正数) 是每个参与者的可行策略空间，πd
i 为参与

者 i 的利润． 其他参与者的订货量简记为 Q－i，则

产品 i 的有效需求为 Di ( Q－i ) ． 参与者 i 的期望收

益可以表示为

πd
i ( Qi，Q－i ) = E［pimin( Qi，D

e
i ) － ciQi +

si ( Qi － De
i )

+ － βi ( D
e
i － Qi )

+］

并可改写为

πd
i ( Qi，Q－i ) = E［( ui － βi ) D

e
i － ui ( D

e
i － Qi )

+ －

oi ( Qi － De
i )

+］

对于分散决策报童模型，当其他产品的订货

量已知为 Q－i 时，产品 i 的最优反应函数为 Qd
i =

arg maxπi ( Qi，Q
d
－i ) ，以下简记为 Qd

i ≡ Br( Q－i ) ．

易知
2πd

i

Q2
i

= － ( ui + oi ) · fDe
i ( Qi ) ＜ 0，因 此

πd
i ( Qi，Q－i ) 是关于 Qi 的凹函数，于是有定理 3．

定理 3 就交叉销售产品的报童博弈问题而

言，下述命题成立:

( 1) 该博弈是超模博弈;

( 2) 该博弈的纯策略纳什均衡由以下一阶条

件给出

Pr( De
i ＜ Qd

i ) = Pr( Di ＜ Qd
i ) + Pr( De

i ＜

Qd
i ＜ Di ) =

ui

ui + oi
，i = 1，…，n ( 7)
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证明 1) 首先，Ai ( i = 1，…，n) 的可行策略

空间构成一个格 S = { x | x∈ Ｒn，x≥ 0} ［12］，且 S

是 Ｒn 的次格( Sublattice) ［31］． 由于 Ai∈［0，M］是

一个连续实区间，且 De
i 是连续的，因此 πd

i 连续;

又已知 πd
i 在给定 Q－i 下是关于 Qi 的一元函数，所

以 πd
i 是关于 Qi 的超模函数．

接 着 证 明 πd
i 对 Q－i 的 增 差 异 性， 即

2πd
i / ( QiQj ) ＞ 0． 因为样本点 De

i ( ω) 关于 Qj

是递增的，这表明Pr( De
i ＜ Qi ) 关于Qj 递减，所以

Pr( De
i ＜ Qi ) /Qj ＜ 0． 易知，πd

i /Qi = ui －
( ui +oi ) Pr( D

e
i ＜Qi ) ． 于是得证 2πd

i / ( QiQj ) ＞
0，即πd

i 关于 Q－i 具有增差异性． 根据文献［31］关

于超模博弈的定义可知，该博弈是超模的．
2) 令 πd

i /Qi = 0，得到纯策略纳什均衡的

一阶条件: Pr( De
i ＜ Qd

i ) =
ui

ui + oi
，可进一步写为

Pr( Di ＜ Qd
i ) + Pr( De

i ＜ Qd
i ＜ Di ) =

ui

ui + oi
，即式

( 7) ． 证毕．
相比集中决策库存模型，竞争情形下的均衡

条件式( 7) 缺少了式( 4) 中的第三项． 在竞争情

形下，各产品只考虑自身收益最大化，因而均衡订

货量偏离了集中决策的最优订货量．

将式( 7) 改写为 Pr( De
i ＜ Q

d
i ) =

pi － ci + βi

pi － si + βi
=

1 －
ci － si

pi － si + βi
． 可以看到，当缺货惩罚 βi 增大时，

等式右边增大，因而 Qd
i 有增大的倾向． 但另一方

面，Qd
i 增大导致 Qe

j 增大，因而使得 Qd
j 变大，通过

相同的传递方式导致 De
i 变大从而使得 Qd

i 更大．
所以，随着缺货惩罚增大，分散竞争决策的均衡订

货量是增大的． 定理 4 进一步给出了均衡解的唯

一性条件．

定理 4 如果交叉销售系数满足:∑
j
rji ＜ 1

对任意 i 都成立，或∑
i
rji ＜ 1 对任意 j 都成立，则

报童博弈存在唯一的纯策略纳什均衡．
证明 报 童 i 的 博 弈 均 衡 订 货 量 Qd

i =
Br( Q－i ) ，i = 1，…，n，是一个Ｒn→Ｒn映射． 若需证

明 Qd
i ，i = 1，…，n 具有唯一均衡解，就需要证明

这个映射是可缩映射． 而当映射的 Jacobian 矩阵

是收敛的，也即其谱半径不超过 1 时，该映射是可

缩映射． 运用隐函数求导，式( 7) 的均衡条件对应

的最优反应函数构成 Ｒn→ Ｒn映射，其 Jacobian 矩

阵 Jn×n 元素为［11］

Jij = － 2πd
i

QiQj
/
2πd

i

2Q( )
i

= －
rji fDei | Dj ＞ Qj

( Qi ) Pr( Dj ＞ Qj )

fDei
( Qi )

，

同时令 Jii = 0
由矩阵理论，矩阵 J 的谱半径满足: ρ( J) ≤

‖J‖1 = max
j ∑i | Jij |≤ max

j ∑i rji，并且 ρ( J) ≤

‖J‖1 =maxi ∑j | Jij |≤max
i ∑j rji ． 因此当∑

j
rji ＜

1 对任意 i都成立，或∑
i
rji ＜ 1 对任意 j都成立时，

Jacobian 矩阵 J 的谱半径小于 1，从而矩阵是收敛

的． 此时映射 Ｒn→ Ｒn是可缩映射，因而博弈存在

唯一的纳什均衡． 证毕．
定理 5 产品 i 的博弈均衡订货量的下界Qd

i

和上界Qd
i 分别由以下两式给出

Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qd
i ) =

ui

ui + oi
，

i = 1，…，n ( 8)

Pr( Di ＜ Qd
i ) =

ui

ui + oi
，i = 1，…，n ( 9)

证明 由Pr( Di －∑
j≠i

rjiDj ＜ Qd
i ) ≥Pr( De

i ＜

Qd
i ) 和式( 7) 得Pr( Di －∑

j≠i
rjiDj ＜ Qd

i ) ≥
ui

ui + oi
;

另外，Pr( Di ＜ Qd
i ) ≤ Pr( De

i ＜ Qd
i ) =

ui

ui + oi
，因

此式( 8) 、( 9) 成立． 证毕．
关于随机需求的相关系数 ρij 和期望收益 πd

i

间的关系，由下述定理 6 给出．
定理 6 设需求服从联合正态分布，且所有

产品的订货量给定． 那么，若产品 i 和 j 的需求相

关系数 ρij 增大，则这两个产品的期望均衡收益变

大，而其他产品的期望均衡收益变小． 即: 当 ρ1ij 变

大为 ρ2ij 时，有 πd
k ( ρ

1
ij ) ≤ πd

k ( ρ
2
ij ) for k = i，j，以及

πd
k ( ρ

1
ij ) ≥ πd

k ( ρ
2
ij ) for k≠ i，j．
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证明 首先证明产品 i 的期望收益 πd
i 关于

{ Di，Dj} ( 给定其他产品需求为 D－i，－j ) 是超模的．

求 πd
i 关于{ Di，Dj} 的联合偏导

2πd
i

DiDj
= 
Dj

［－

βi + ( ui + oi ) Pr( D
e
i ＜ Qi) ］ = ( ui + oi ) ×

Pr( De
i ＜ Qi )
Dj

． 当 Dj 变大时，De
i 变小( 注意，订货

量 是 给 定 的 ) ，则 Pr( De
i ＜ Qi ) 变 大，说 明

Pr( De
i ＜ Qi )
Dj

＞ 0，即
2πi

DiDj
＞ 0． 所以 πd

i 关于

{ Di，Dj} 是超模的． 同理，产品 j 的期望收益 πd
i 关

于{ Di，Dj} 也是超模的．
再证明πd

k 关于 D－k 是次模的． 取利润函数πd
k

关于产品 p( ≠ k) ，q( ≠ k) ，的需求{ Dp，Dq} 的

偏导

2πd
k

DpDq
= 
Dq

［βkrpkPr( Dp ＞ Qp ) －

( uk + ok ) rpk·Pr( De
k ＜ Qk，Dp ＞ Qp) ］

= － ( uk + ok ) rpk·
Pr( De

k ＜ Qk，Dp ＞ Qp )
Dp

≤0

根据文献［32］，对于服从联合正态分布的 n
维随机向量 D1 和 D2 ( 注，上标“2”不表示平方) ，

当相关系数矩阵满足∑
1

≤∑
2

，则对于任何的超

模函数 f(·) 都有 Ef( D1 ) ≤ Ef( D2 ) ． 因此，当 ρ1ij
变大为 ρ2ij 时，由于 πd

i 和 πd
j 是超模的，所以有

πd
k ( ρ

1
ij ) ≤ πd

k ( ρ
2
ij ) for k = i，j; 而 πd

k 关于 D－k 是次

模的，因此 － πd
k 关于 D－k 是超模的，所以有 －

πd
k ( ρ

1
ij ) ≤－ πd

k ( ρ
2
ij ) ，即 πd

k ( ρ
1
ij ) ≥ πd

k ( ρ
2
ij ) for k≠

i，j． 定理得证． 证毕．
3． 2 与集中决策报童模型的比较

在替代品报童模型中，分散决策的订货量必

然大于集中决策的订货量． 但在交叉销售环境下，

结论相反，见下述定理 7．
定理 7 设集中决策下有唯一最优订货量

Qc
i ，分散决策下均衡订货量为 Qd

i ． 若对所有 Qc
i ，有

Pr( De
i ( Q－i ) ＜ Qc

i ) ≥ βi / ( ui + oi ) 成立，那么对所

有产品来说，其各自的集中决策订货量大于分散

决策订货量，即 Qc
i ≥ Qd

i ，i = 1，…，n．
证明 用反证法． 记博弈决策下最大均衡解

为 Qd
i ． 若 Qc

i ≥ Qd
i 并不是对所有的 i 都成立，那么

可将产品集 N = { 1，…，n} 分为两部分，即集合

A ∶ { i | Qc
i ＜ Qd

i } 和集合 B ∶ { i | Qc
i ≥ Qd

i } ． 下面

首先证明满足定理 7 的条件时，B ≠ ，然后证明

A = ． 为方便，De
i ( Q

d
－i ) 和 De

i ( Q
c
－i ) 分别简记为

Ded
i 和 Dec

i ．
1) 假设 B = ，也即 A = N，那么对所有 i 都

有 Qc
i ＜ Qd

i ． 产品 i 的期望收益可表示为

πi ( Qi，Q－i ) = E［( ui － βi ) D
e
i ( Q－i ) －

ui ( D
e
i ( Q－i ) － Qi )

+ － oi ( Qi － De
i ( Q－i ) ) +］．

由于 πi 关于 De
i 连续，而 πi /D

e
i = － βi +

( ui +oi ) ·Pr( De
i ＜ Qi ) ． 因此当给定 Qi 时，若

Pr( De
i ( Q－i ) ＜ Qi ) ≥ βi / ( ui + oi ) 成 立，那 么

πi /D
e
i ≥ 0，于是 πi 关于 De

i 递增．
由假设可知 Qc

－i ＜ Qd
－i，所以对随机需求的每

个样本路径 ω，Dec
i ( ω) 都小于 Ded

i ( ω) ． 又因为在

分散决策下，产品 i 的期望收益为 πi ( Q
d
i ，Q

d
－i ) =

maxQiπi ( Qi，Q
d
－i ) ． 所以对给定区间内的 Qi 都有

πi ( Qi，Q
c
－i ) ＜ πi ( Qi，Q

d
－i ) ≤πi ( Q

d
i ，Q

d
－i ) ． 因此当

Qc
i 满足 Pr( De

i ( Q－i ) ＜ Qc
i ) ≥ βi / ( ui + oi ) ，有

πi ( Q
c
i ，Q

c
－i ) ＜ πi ( Q

c
i ，Q

d
－i ) ＜ πi ( Q

d
i ，Q

d
－i ) ．

如果对 所 有 i，上 述 条 件 都 满 足，那 么 有

π( Qc ) ＜ ∑
i
πi ( Q

d ) ． 这说明竞争环境下的总期

望收益大于集中决策下的最优总期望收益，这就

出现了矛盾． 因此，B≠ ．
2) 假设 A≠ ． 构造一个新的博弈: 集合 B 中

的产品固定地选择订货量Q槇dB = Qc
B，同时集合 A 中

的产品各自选择最优订货量Q槇dA ． 这相当于只是关

于集合 A 中产品的一个新的博弈，且仍然是超模

的． 集合 A 中产品 i 的期望收益可表示为 槇πi ( Qi，

QA \ { i} ) ． 那 么 在 给 定 QA \ { i} 的 情 况 下，槇πi ( Qi，

QA \ { i} ) 对任何 Qi 和 槇Qd
B 都是差异递增的． 因此，博

弈的最优解 槇Qd
A 和 槇Qd

B 也具有差异递增性质． 根据

文献［31］的定理 4． 2． 2，该博弈最优解的上界Qd
A

关于 Q槇dB 递 增． 又 因 为 Q槇dB = Qc
B ＞ Qd

B，所 以

Qd
A ＞ Qd

A ＞ Qc
A．

进一步，若 i ∈ A，则 πc
i ( Q

c
A，Qc

B) = πc
i ( Q

c
i ，

Qc
A \{ i} ，Qc

B) ，其 中Qc
－i = ( Qc

A \{ i} ，Qc
B) ． 为 方 便，将

πc
i ( Q

c
A，Qc

B) 简记为πc
i ; 同样，记πd

i = πd
i ( Q

d
A，Qd

B) =
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πd
i ( Q

d
i ，Q

d
A \{ i} ，Qc

B) ，其中Qd
－i = ( Qd

A \ { i} ，Qc
B ) ． 因为

Qd
－i ＞ Qc

－i，，所以当 Qc
i 满足 Pr( De

i ( Q－i ) ＜ Qc
i ) ≥

βi / ( ui + oi ) 时，有 πc
i ( Q

c
i ，Q

c
－i ) ＜ πd

i ( Q
c
i ，Q

d
－i ) ＜

πd
i ( Q

d
i ，Q

d
－i ) ，因此，∑

i∈A
πd

i ＞ ∑
i∈A

πc
i ．

同理可得，i ∈ B 时，有 πd
i ≥ πc

i ，于是，∑
i∈B

πd
i ＞∑

i∈B
πc

i ． 所以，πc ( Qc ) ＜∑
i
πd

i ( Q
c ) ，与 Qc 是

集中决策下的最优订货量矛盾，因此只能有 A =
，即意味着 B = N． 定理得证． 证毕．

可以看出，若缺货惩罚 βi 足够小，则定理7 更

容易成立，即集中决策订货量总是大于竞争决策

订货量． 这是因为在很小的缺货惩罚下，任何产品

销量增加导致的销售毛利的增量会大于其缺货惩

罚的增量，所以此时通过集中决策提高所有产品

的订货量对总体将是有利的．

4 模型求解

4． 1 有效需求近似

基于一阶条件求解订货量需要计算有效需求

的概率值 Pr( De
i ＜ Qi ) 和 Pr( De

j ＜ Qj，Di ＞ Qi ) ，

其中的多重积分将引起计算上的困难． 考虑用有

效需求 De
i 的近似估计，以避免多重积分［13］． 为

此，令 γi ( Qi ) = E［min( Di，Qi) ］/E［Di］代表产

品 i 的期望服务水平． 对于正态分布，有

γi ( Qi ) = E［Di － ( Di － Qi )
+］/E［Di］

= ( μiPr( Di ＜Qi ) +QiPr( Di≥Qi ) －
σ2

i fDi
( Qi ) ) /μi ( 10)

产品 i 的有效需求 De
i 可由新的随机变量 D̂e

i 来

估计

De
i ≈ D̂e

i = Di －∑
j≠i

rjiDj{ 1 － γ j ( Qj ) } ( 11)

易知 D̂e
i 是 De

i 的无偏估计并且也服从正态分布．
其期望和方差可分别由下面两式计算

μ̂e
i = μi －∑

j≠i
rjiμ j{ 1 － γ j ) ( 12)

( σ̂e
i )

2 = σ2
i +∑

j≠i
［rjiσj ( 1 － γj) ］2 －

2∑
j≠i
ρji rjiσiσj ( 1 － γj ) + 2ρjk rjkσjσk ×

( 1 － γj ) ( 1 － γk ) ( 13)

其中 ρ ji 表示产品 j 和产品 i 的需求相关系数．
4． 2 求解算法

1) 集中决策模型的逐点搜索算法

集中决策报童模型的目标函数并不一定是凹

的，为了得到全局最优解，本文在定理 2 给出的最

优订货量的上下界之间，采用逐点搜索的方法求

解． 所设定的搜索精度为 1，每一订货量{ Qi} 1，…，n

下，产品有效需求的期望和方差由式( 12) 、( 13)

确定，从而可计算并确定最优的总期望收益．
2) 博弈模型的迭代求解算法

分散决策的库存博弈问题可采取迭代算法来

获得均衡订货量［13，31］． 给定每个产品的初始订货

量 Q0
i = F－1

Di
［ui / ( ui + oi) ］． 在其他产品订货量已

知时，产品的有效需求可由式( 12) 、( 13) 确定，然

后由式( 7) 计算博弈订货量 Qk
i = F－1

D̂e
i
［ui / ( ui +

oi) ］． 在新的订货量下，重复上述过程，直到一阶

均衡条件的误差足够小 ( 本文设定容许误差为

0. 1) ，对 应 的 博 弈 订 货 量 就 作 为 近 似 均 衡 订

货量．

5 计算研究

5． 1 算例概况

本文的算例中，假设各产品的随机需求服从

联合正态分布，考察下述参数对决策结果的影响:

交叉销售系数、需求相关系数和缺货惩罚成本． 所

设计的算例包括两产品和三产品的情况，其中参

数取值包括对称( 所有产品的对应参数都相同)

和非对称( 各产品参数不同) 两种情形． 另外，在

所有算例中，令∑
j
rji ＜ 1 和∑

i
rji ＜ 1，从而保证

分 散 竞 争 决 策 下 各 产 品 有 唯 一 的 博 弈 均 衡 订

货量．
5． 2 计算结果

1) 交叉销售的影响

图 1 上半部分展示了一组两产品问题的订货

量比 较，算 例 参 数 分 别 为 { μ1，σ1，u1，o1，β1 } =
{ 100，50，250，150，30} 和 { μ2，σ2，u2，o2，β2 } =
{ 100，20，50，40，20} ，其 中 交 叉 销 售 系 数 r21 =
0. 1，r12 以 0． 1 的步长从 0 变化到 1． 图 1 的下半部

分，r12 = 0． 3，r21 以 0． 1 的步长从 0 变化到 1．
当 rij = 0 时，两模型的订货量是一致的． 但随
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着 rij 增大，可以看到 Qd
1 和 Qd

2 总是关于 r12 或者 r21
递减的． 但是 Qc

1 关于 r12 或者 r21 递增，而 Qc
2 关于

r21 递增，关于 r12 递减． 各算例的共同规律为:

现象 1 集中决策最优订货量 Qc
i 关于 rij 递

增，但对 rji 并不一定具有递增关系; 而竞争决策

的均衡订货量 Qd
i 总是关于 rij 或 rji 递增．

图 1 订货量 vs． 交叉销售系数

Fig． 1 Order quantities vs． cross-selling coeffients

图 2 给出了图 1 中各算例的期望收益． 该图

说明，每个产品不管是集中决策下的最优期望收

益还是分散决策下的均衡期望收益，关于交叉销

售系数是递减的．
现象 2 在集中决策和分散决策的报童问题

中，交叉销售关系会降低期望收益．

图 2 期望收益 vs． 交叉销售系数

Fig． 2 Expected profits vs． cross-selling coefficients

上述现象符合式( 12) 的理论推断: 交叉销售

系数越大，有效需求的不确定性( 方差) 越大，即

在需求期望值一定的情况下，需求不确定性变大，

因此会导致利润降低．
2) 需求相关性

图 3 以一个对称三产品问题给出了订货量和

期望收益与需求相关系数的关系，其中{ μi，σi，

ui，oi，βi} = { 200，100，300，50，30} ，rij = r = 0. 2，

0. 5，0. 8． 这里变动产品 1 和产品 2 的需求相关系

数 ρ12，观察各产品订货量、期望收益的变化．
产品 1 和产品 2 的需求相关性变大使他们的

订货量降低而期望收益变大，但是产品 3 的期望

收益却变小了． 这验证了定理 6 的结论，归纳为现

象 3．
现象 3 需求相关系数增大将使所有产品的

订货量减小; 而对于分散决策问题，某两个产品需

求相关系数增大，则这两个产品的期望收益变大，

但其他产品( 当 n ＞ 2 时) 的期望收益将减小．
3) 缺货惩罚

图 4 给出了在不同缺货惩罚成本下，订货量

和期望收益与交叉销售系数之间的关系． 其中

{ μi，σi，pi，ci，si} = { 200，200，400，130，80} ，βi =
β = 30，60，120，rij = r以0． 1 的步长从0 变化到1．
图 4 的观察结果归纳为现象 4．
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现象 4 如果缺货惩罚成本变大，那么集中

决策和分散决策的报童都通过增加订货量以降低

缺货成本，但集中决策通过共担风险总能获得比

分散决策更大的收益．

图 3 对称三产品的订货量和期望收益 vs． 需求相关系数

Fig． 3 Order quantities and expected profits vs． demand correlation coefficients of triple symmetry products

图 4 不同缺货惩罚下订货量和期望收益 vs． 交叉销售系数

Fig． 4 Order quantities and expected profits vs． cross-selling coefficients unuder different shortage penalities

6 结束语

本文考虑缺货惩罚，研究了交叉销售产品报

童问题的集中决策和分散博弈决策模型，推导了

集中决策最优解的一阶必要条件以及竞争决策下

的纯策略纳什均衡条件，并给出了解的上下界，讨

论了两种模型的解的关系． 通过算例研究印证了

所得到的理论结果，并进一步给出了交叉销售、需
求相关性和缺货惩罚对交叉销售产品报童模型集

中决策和分散竞争决策的影响．
后续研究工作可以考虑如下几点: ( 1) 在市

场营销和经济学上，假设产品需求是价格的函数

符合实际情况． 已经有学者研究了需求受价格影

响的替代品报童博弈问题［33］，但在交叉销售环境

下，价格依赖型需求的报童决策问题还需要做更

进一步的研究． ( 2) 交叉销售产品的集中决策总

利润优于分散竞争决策的总利润，那么促成不同

产品之间的合作销售，在实践上有重要意义． 但若

交叉销售的产品由不同主体经营，则各经营主体

将必然关心合作销售的超额利润如何分配，这就

形成了一个值得研究的合作博弈问题． ( 3) 文献

［34］研究了正态分布情况下不考虑缺货惩罚时

交叉销售产品集中决策报童模型的求解算法． 但

是对本文提出的考虑缺货惩罚、以及任意随机需

求分布下决策模型的求解算法问题，还需要给予

进一步的关注．
最后，本文所建立的模型，适用于产品之间存

在静态两两交叉销售关系时的决策． 对于更一般

的交叉销售，如产品集之间存在交叉销售关系，以

及跨时间段的动态交叉销售效果，本文的研究还

没有涉及，这或可成为以后的研究方向之一．
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Newsvendor model and game analysis of cross-selling products

ZHOU Jia-qi，ZHANG Ｒen-qian*

School of Economics and Management，Beihang University，Beijing 100191，China

Abstract: Cross-selling emerges when complementary associations exist among products: A customer who has
purchased a product may be willing to purchase another associated product with a certain probability; other-
wise，the cross-selling opportunity of a stocked product can also dimish because of the shortage of its associat-
ed products． In this paper，a single-period multi-product centralized newsvendor model considering cross-sell-
ing and shortage penalty is formulated． The first-order necessary conditions and the upper and lower bounds of
the optimal order quantity are given． For multiple newsvendors who make decisions individually and competi-
tively，the newsvendor non-cooperative game of cross-selling product is modeled，which is proved supermodu-
lar． The first-order conditions，the uniqueness conditions and the bounds of the Nash equilibrium are devel-
oped． The difference between the decisions of the two models is presented and the analysis shows how the cor-
relation of demand influences the expected profit． Finally，a computational study is conducted to observe the im-
pacts of cross-selling，demand correlation，and shortage penalty on the order quantities and expected profits．
Key words: cross-selling; newsvendor model; newsvendor game; Nash equilibrium
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