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摘要: 为衡量基于价格合同的逆向供应链运作效率，将非合作代价( PoA) 概念引入逆向供应

链． 考虑废旧产品供应的不确定性，分析了推式和拉式两种结构的两级和多级逆向供应链在分

散决策时效率损失的上界． 研究表明，逆向供应链并非正向供应链的简单逆过程，这是由于逆

向供应链的不确定性主要来自上游端，从而需要考虑废旧产品供应不足导致的缺货风险; 推式

与拉式两种结构下具有一致的 PoA，即分散决策下的效率损失与谁来承担风险无关． 此外，逆

向供应链级数的递增会加剧供应链效率损失，但逆向供应链级数一定时 PoA 趋于定值．
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0 引 言

随着资源和环境问题日益严重，以资源再生

利用、物料增值和成本节约为目的的逆向供应链

( reverse supply chain) 受到了社会各界的广泛关

注． 为此，许多学者从不同角度研究了逆向供应链

决策问题［1 － 5］，但不争的事实是，在分散决策下供

应链上各主体的“自利”行为将产生双重边际效

应( double marginalization) ，从而导致供应链效率

损失［6，7］，尤其是采用价格合同 ( price-only con-
tracts) 情形． 尽管采用复杂的契约进行协调是减

少供应链效率损失的重要途径［8，9］，但这些复杂

契约的实施具有较高的谈判成本和道德风险，而

价格合同由于简单易用，且管理成本低，因而在实

际运营管理中仍被广泛采用［10］． 那么，能否确定

出基于价格合同的供应链在分散决策下的效率损

失上界，从而准确地衡量其双重边际效应呢?

Koutsoupias 和 Papadimitriou［11］在研究由于用

户的非合作行为而导致整个系统出现效率损失

时，提出了非合作代价 ( price of anarchy，PoA) 的

概念． PoA 问题的研究对非合作系统的效率分析

和政策设计有重要价值，近年来已成为交通网络、

网络资 源 分 配、网 络 定 价 等 领 域 的 研 究 热 点．
Perakis和 Ｒoels［10］首次将 PoA 概念引入供应链领

域，并将其定义为集中决策供应链与分散决策供

应链在最差均衡下的收益比． 在此基础上，研究了

需求函数具有递增广义失效率 ( increasing gener-
alized failure rate，IGFＲ) 时，多种不同供应链结构

下制造商和零售商基于价格合同进行分散决策时

的效率损失． 之后，Du 等［12］考虑需求函数为已知

区间上的任意随机分布但不具有 IGFＲ 性质，分

析了推式供应链结构下的 PoA 值，结果表明价格

合同在需求不确定性较低时可以保证供应链效

率． 刘天亮等［13］假设需求函数是凸的、需求弹性

是关于销售价格的非减函数，基于 PoA 概念研究

了分权供应链在运作效率和社会福利方面的损失

问题．

① 收稿日期: 2013 － 07 － 02; 修订日期: 2014 － 12 － 27．
基金项目: 国家自然科学青年基金资助项目( 71103149) ; 国家自然科学基金重大资助项目( 71490722) ; 教育部新世纪优秀人才支持计划

资助项目( NCET － 10 － 0706) ．
作者简介: 马祖军( 1974—) ，男，浙江开化人，博士，教授，博士生导师． Email: zjma@ swjtu． edu． cn



对于两级的正向供应链，在销售价格固定、随
机需求的情形下，双重边际效应导致供应链效率

损失上界的极小值约为 42%［10］． 而在逆向供应

链中，废旧产品在供应时间、数量、质量上的多重

不确定性可能使问题变得更复杂［14］． 然而，目前

尚未发现针对逆向供应链中 PoA 的研究． 人们不

禁要问: 逆向供应链只是正向供应链的简单逆过

程吗? 如何量化逆向供应链在分散决策下的效率

损失? 逆向供应链中双重边际效应的强度如何?

为此，本 文 在 文 献［10］的 基 础 上，首 次 将

PoA 概念引入逆向供应链． 针对采用价格合同的

逆向供应链，考虑回收市场上废旧产品供应的不

确定性，通过 PoA 值的计算分别确定了推式和拉

式两种结构的两级和多级逆向供应链在分散决策

时效率损失的上界，并通过数值分析对所得结论

进行了验证，从而定量分析了双重边际效应对逆

向供应链的影响程度．

1 问题描述

考虑图 1 所示由 1 个回收商和 1 个处理商组

成的两级逆向供应链系统． 设回收商以单位回收

价格 A 向消费者回收某种废旧产品，并以价格 w
转给专业处理商进行处理． 处理商的单位处理成

本为 c，处理后的再生产品每件售价为 p． 令 r =
p － c，表示再生利用单位废旧产品所产生的收益．

图 1 逆向供应链系统

Fig． 1 Ｒeverse supply chain system

设市场上的废旧产品供应量为 Ｒ，服从连续

并严格递增的累积分布函数 F( x) ，其概率密度函

数为 f( x) ，而 F( x) = 1 － F( x) 为互补分布函数．
假设分布函数具有 IGFＲ 性质( 正态分布、均匀分

布、指数分布、伽马分布、韦布尔分布、帕累托分布

等许多分布都满足这一性质) ，以保证供应链博

弈解的唯一性［10，15］． 定义 h( x) = f( x)

F( x)
为失效

率，g( x) = xh( x) 为 广 义 失 效 率． 令 l( x) =

h( x) ∫
x

0
F( ξ) dξ

F( x)
，当分布函数具有 IGFＲ 性质时，

l( x) 为递增函数［1 5］．
在正向供应链中，由于市场供需难以完全匹

配，会引发产品库存积压或缺货风险［1 6］． 而在逆

向供应链中，同样存在供需不匹配的问题: 由于在

废旧产品供应量尚不明确之前就需要确定废旧产

品的计划回收处理量 Q，若 Q 大于市场上的废旧

产品供应量 Ｒ，将导致缺货风险; 反之，则会出现

回收处理计划不足，造成机会损失． 在此假设废旧

产品缺货成本为 h，而机会损失不计．
令上标 c 和 d 分别表示集中决策与分散决策

情形． 在分散决策下，逆向供应链上各方均以自身

利润最大化为目标，因而最优回收处理量 Qd通常

不等于 Qc，从 而 引 发 双 重 边 际 效 应． 在 此 引 入

PoA 概念，以量化分散决策下逆向供应链效率损

失的上界．
定义 逆向供应链的 PoA 是指集中决策与

分散决策在最差均衡状态下的收益比，即

PoA = sup
F∈Φ

mE［min{ Qc* ，Ｒ} ］－ hE［Qc* － Ｒ］+

mE［min{ Qd* ，Ｒ} ］－ hE［Qd* － Ｒ］+

其中 Φ 表示具有 IGFＲ 性质的所有非负分布函数

集合; m = r － A，表示废旧产品回收产生的边际

利润．

2 集中式决策

为衡量分散决策下逆向供应链运作效率损失

的上界，首先分析集中决策下逆向供应链的运作

效率作为比较基准．
在集中决策下，好似由单一决策者负责整个

逆向供应链的运作，使得供应链整体的利润最大

化，即目标函数为

max
Qc≥0

πc = ( r－A) E［min{ Qc，Ｒ} ］－hE［Qc －Ｒ］+

= － ( m + h) ∫
Qc

0
F( x) dx + mQc ( 1)

将式( 1) 对 Qc 求一阶偏导可得

Qc* = F－1 ( t) ( 2)

其中 t = h
m + h 表示废旧产品缺货成本对边际利

润的影响率．

由于 2πc ( Qc )
( Qc ) 2 = － ( m + h) f( Qc ) ＜ 0，故
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Qc* 即为最优回收处理量．

3 分散式决策

在分散决策下，逆向供应链成员根据相互间

的主从关系在完全信息条件下进行 Stackelberg 博

弈． 主导方( leader) 提供价格合同给跟从方( follo-
wer) ，跟从方可选择接受或拒绝 ( take-it-or-leave-
it) ． 据此确定供应链上下游之间废旧产品的交易

价格 w 和最优交易量 Qd* ．
文献［10］和［16］指出，可根据谁来承担因产

品供过于求导致的库存积压风险，将正向供应链

结构分为推式和拉式两种类型: 由供应链下游方

承担产品库存积压风险时，为推式 ( push) 结构;

反之为拉式( pull) 结构． 类似地，逆向供应链也分

为推式和拉式结构［17 － 19］，可根据谁来承担因废旧

产品供应不足导致的缺货风险来区分: 由供应链

下游方承担废旧产品供应缺货风险时，为推式结

构; 反之为拉式结构．
为此，可将分散决策下两级逆向供应链的

Stackelberg 博弈过程描述如下( 博弈的最后两步

取决于推式还是拉式结构) :

1) 主导方确定废旧产品交易价格 w，并提供

该价格合同给跟从方．
2) 若跟从方的期望利润大于其底线收益( 假

设为 零 ) ，则 接 受 该 价 格 合 同; 否 则，无 法 达 成

交易．
3) 处理商拟定废旧产品的计划处理量．
对于推式供应链:

4) 废旧产品的供应量 Ｒ 实现．
5) 回收商根据废旧产品供应情况确定回收

量． 若废旧产品供应不足，处理商承担缺货风险;

反之，不考虑机会损失．
对于拉式供应链:

4) 回收商确定计划回收量．
5) 废旧产品的供应量 Ｒ 实现． 若废旧产品供

应不足，回收商承担缺货风险; 反之，不考虑机会

损失．
下面分别考虑推式和拉式结构下的逆向供应

链决策问题，且先考虑两级逆向供应链情形，之后

再扩展到多级逆向供应链情形．

3． 1 推式逆向供应链

3． 1． 1 回收商主导

当回收商在逆向供应链中占主导地位时，由

其决定废旧产品的交易价格 w，而处理商则确定

废旧产品的计划交易量 Qd，并承担废旧产品供应

不确定性导致的缺货风险．
处理商的利润函数为

πd
D = ( r－w) E［min{ Qd，Ｒ} ］－hE［Qd －Ｒ］+ ( 3)

回收商的利润函数为

πd
C = ( w － A) E［min{ Qd，Ｒ} ］ ( 4)

因此，回收商的决策模型为

max
w

πd
C = ( w － A) E［min{ Qd，Ｒ} ］

s． t． Qd = arg max
x

πd
D ( x)

πd
D ≥ 0

( 5)

采用逆向归纳法求解，将式 ( 3 ) 对 Qd 求导

可得

F( Qd* ) = h
r － w + h ( 6)

将式( 6) 带入式( 4) ，再对 w 求导，整理可得

l( Qd* ) = ( r － A + h) F( Qd* ) － h
h

= ( m+h) F( Qd* ) －h
h =F( Qd* )

t － 1

( 7)

命题 1 在两级推式逆向供应链中，基于价

格合同的非合作代价为

PoA = e － 1
其中 e 为自然对数的底数，约等于2． 718 282．
3． 1． 2 处理商主导

此时由处理商决定废旧产品的交易价格 w，

而回收商确定废旧产品的计划交易量 Qd ． 废旧

产品供 应 不 确 定 性 导 致 的 缺 货 风 险 由 处 理 商

承担．
处理商的决策模型为

max
w

πd
D = ( r－w) E［min{ Qd，Ｒ} ］－hE［Qd －Ｒ］+

s． t． Qd = arg max
x

πd
C( x) ( 8)

πd
C ≥ 0

由于处理商既是合同主导方，又承担缺货风险，

为了规避风险，处理商的最优定价应为 w = A． 此时，

供应链绩效表现与集中决策时一致，即 PoA =1．
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3． 1． 3 多级推式逆向供应链

现实生活中的废旧产品( 如 WEEE) 回收渠

道复杂多样，可能要经过多级回收商交易才能

最终到达处理商． 为此，考虑回收商主导的多级

推式逆向供应链，链上的每一级成员都提供价

格合同给其下级成员． 为凸显双重边际效应的

影响，假设中间商交易既不产生额外成本，亦不

增值．
引理 1 当废旧产品供应量的概率分布满足

IGFＲ 性质时，n 级推式逆向供应链中最优的废旧产

品交易量 Qd* 满足 F( Qd* ) ≥ t［1 + l( Qd* ) ］n－1 ．
命题 2 在 n 级推式逆向供应链中，基于价

格合同的非合作代价为

PoA = en－1 － 1
n － 1

由命题 2 可知，当 n = 3 时，PoA = 3． 19; 当n = 4时，

PoA = 6． 36．
3． 2 拉式逆向供应链

3． 2． 1 处理商主导

当处理商在逆向供应链中占主导地位时，由

其决定废旧产品的交易价格 w，而回收商确定废

旧产品的计划交易量 Q，并承担废旧产品供应不

确定性导致的缺货风险．
处理商的利润函数为

πd
D = ( r － w) E［min{ Qd，Ｒ} ］ ( 9)

回收商的利润函数为

πd
C = ( w － A) E［min{ Qd，Ｒ} ］－hE［Qd －Ｒ］+

( 10)

因此，处理商的决策模型为

max
w

πd
D = ( r － w) E［min{ Qd，Ｒ} ］

s． t． Qd = arg max
x

πd
C ( x)

πd
C ≥ 0

( 11)

同理，采用逆向归纳法可求得

F( Qd* ) = h
w － A + h ( 12)

l( Qd* ) = ( r － A + h) F( Qd* ) － h
h

= ( m + h) F( Qd* ) － h
h ( 13)

命题 3 在两级拉式逆向供应链中，基于价

格合同的非合作代价为

PoA = e － 1
其中 e 为自然对数的底数．
3． 2． 2 回收商主导

此时由回收商决定废旧产品的交易价格 w，

而处理商则确定废旧产品的计划交易量 Qd ． 废旧

产 品 供 应 不 确 定 性 导 致 的 缺 货 风 险 由 回 收 商

承担．
回收商决策模型为

max
w

πd
C = ( w－A) E［min{ Qd，Ｒ} ］－hE［Qd －Ｒ］+

s． t． Qd = arg max
x

πd
D( x) ( 14)

πd
D ≥ 0

由于回收商既是合同主导方，又承担缺货风险，为规

避风险，回收商最优定价应为 w = r． 供应链绩效表现

也与集中决策一致，即 PoA =1．
3． 2． 3 多级拉式逆向供应链

类似地，考虑处理商主导的多级拉式逆向供应

链情形，供应链上的每一级成员都提供价格合同给

其上一级成员． 同样假设中间商交易既不产生额外

成本，亦不增值．

引理 2 当废旧产品供应量的概率分布满足

IGFＲ 性质时，n 级拉式逆向供应链中最优的废旧产

品交易量 Qd* 满足 F( Qd* ) ≥ t［1 + l( Qd* ) ］n－1 ．

命题 4 在 n 级拉式逆向供应链中，基于价格

合同的非合作代价为

PoA = en－1 － 1
n － 1

3． 3 推式 /拉式逆向供应链的运作效率比较

表 1 比较了推式和拉式两种结构下逆向供应链

的运作效率．
表1 推式 /拉式逆向供应链的运作效率比较

Table 1 Efficiency of reverse supply chains with push or pull configuration

逆向供应链结构 PoA 分散决策的效率损失 1 － 1( )PoA
( % )

n

推式

拉式

2 1． 72 42

3 3． 19 69

4 6． 36 84

2 1． 72 42

3 3． 19 69

4 6． 36 84
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可以看出，在逆向供应链中无论是推式还是

拉式结构，其非合作代价 PoA 是一致的． 这说明

在逆向供应链中，不管由谁来承担废旧产品供应

不确定性导致的缺货风险，都不会引起 PoA 的变

化，即两种结构的逆向供应链在分散决策下的效

率损失相同．

此外，逆向供应链的 PoA 在供应链级数一定

时趋于定值，与模型中的成本收益参数 ( 如回收

价格、边际利润率、缺货成本等) 和数量参数 ( 如

计划交易量) 的取值均无关． 但随着中间交易环

节的增加，逆向供应链的绩效将越来越差，效率损

失呈递 增 趋 势: 两 级 情 形 为 42%，三 级 情 形 为

69%，四级情形为 84% ．

4 数值分析

PoA 描述的是供应链绩效的最差均衡表现，

即当废旧产品供应不确定性服从具有 IGFＲ 性质

的概率分布时的非合作代价． 为了验证前文结论，

不失一般性，在此以两级逆向供应链为代表，讨论

废旧产品供应不确定性 分 别 满 足 Gamma 分 布

f( x) = x ( α－1) e ( －x /λ)

Γ( α) λ( )α 和 均 匀 分 布 ( X ～ U( 0，

b) ) 时( 二者均具有 IGFＲ 性质［1 5］) ，供应链绩效

的变化情况，并与前文计算所得 PoA 进行比较． 表

2 给出了废旧产品供应服从 Gamma 分布时两级逆向

供应链的绩效表现．
表 2 Gamma 分布随机供应下两级逆向供应链的绩效分析

Table 2 Performance of a two-stage reverse supply chain with stochastic supply which has a Gamma distribution

1 － t PoA
πc* /πd* Qc* /Qd*

α∈ ( 0． 05，0． 5) α∈ ( 0． 5，5) α∈ ( 5，50) α∈ ( 0． 05，0． 5) α∈ ( 0． 5，5) α∈ ( 5，50)

0． 8

0． 6

0． 4

0． 2

1． 72

1． 29 1． 18 1． 10 2． 33 1． 83 1． 36

1． 31 1． 21 1． 14 2． 35 1． 80 1． 34

1． 36 1． 24 1． 18 2． 41 1． 77 1． 32

1． 39 1． 27 1． 19 2． 45 1． 75 1． 31

注: 由于供应链效率与 Gamma 分布尺度参数 λ 无关［1 5］，在此仅调整形状参数 α ，其取值范围与文献［10］一致． 表中各行数值

为 α 在每个区间随机取值 20 次计算所得有效值的平均值．

可 以 看 出，前 文 求 得 的 PoA 值 明 显 高 于

Gamma分布随机供应下逆向供应链在集中决策与

分散决策下的效益比 πc* /πd* ( 差距范围约在

20% ～40%之间) ，且 πc* /πd* 随期望回收率 1 －
t 的减小而增大，即分散决策下的供应链绩效随之

变差． 有趣的是，虽然集中决策与分散决策下最优

回收处理量的差值是引发双重边际效应的主要原

因，但其比值因受到 Gamma 分布形状参数 α 的影

响，并不一定与 πc* /πd* 具有相同的变化趋势

( 例如当 α∈ ( 0． 5，5) 且 1 － t 递减时，πc* /πd*

递增，而 Qc* /Qd* 递减) ．
表 3 给出了废旧产品供应服从均匀分布时两

级逆向供应链的绩效表现． 此时，逆向供应链在集

中决策与分散决策下的效益比 πc* /πd* 也明显小

于 PoA 值( 差距范围约在 35% ～ 42% 之间) ，且

πc* /πd* 也随期望回收率 1 － t 的减小而增大; 集

中 /分散决策下的最优回收处理量之比 Qc* /Qd*

与 πc* /πd* 呈同向变化．

表 3 均匀分布随机供应下两级逆向供应链的绩效分析

Table 3 Performance of a two-stage reverse supply chain with stochastic
supply which has a uniform distribution

1 － t PoA πc* /πd* Qc* /Qd*

0． 8
0． 6
0． 4
0． 2

1． 72

1． 11 1． 45
1． 18 1． 63
1． 24 1． 78
1． 29 1． 94

注: 表中各行数值为参数 b 在区间( 0，100) 中随机取值 20 次

计算所得有效值，结果都一致，即与参数 b 无关．

图 2 不同分布函数随机供应下逆向供应链集中 /分散决策的效益比

Fig． 2 Ｒatio of the performance of the centralized reverse supply chain over
the decentralized system with stochastic supply of different distributions
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图 2 给出了废旧产品供应服从不同随机分布

时两级逆向供应链在集中 /分散决策下的效益比

与 PoA 值随预计回收率 1 － t 的变化情况 ( 其中

Gamma分布是取参数 α ∈ ( 0． 05，0． 5) 时的计算

结果) ．

5 结束语

本文针对基于价格合同的逆向供应链运作效

率问题，引入 PoA 概念，并考虑废旧产品供应不

确定性导致的缺货风险，研究了推式和拉式两种

结构的逆向供应链在两级和多级情形下由于分散

决策所引发的效率损失上界，得到如下结论:

( 1) 逆向供应链并非正向供应链的简单逆过

程，主要表现在:

1) 不管是正向供应链，还是逆向供应链，供

需不匹配都将导致供应链成员面临一定的风险，

但在正向供应链中，源于产品需求的不确定性，导

致的是产品库存积压风险或缺货风险; 而在逆向

供应链中，主要面临废旧产品供应的不确定性，由

此引发废旧产品供应不足的缺货风险或供应过剩

的机会损失．
2) 在正向供应链中，拉式结构与推式结构相

比具有较小的效率损失［10］． 但在逆向供应链中，

两种结构均受到废旧产品供应量的约束，具有一

致的 PoA，即在分散决策下的效率损失相同．
( 2) 逆向供应链在分散决策下的效率损失不

可避免，且随着供应链级数的增加，效率损失呈递

增趋势( 如两级情形下 PoA 为 1. 72，即效率损失

为 42% ; 三级情形下 PoA 为 3. 19，即效率损失为

69% ; 四 级 情 形 下 PoA 为 6. 36，即 效 率 损 失 为

84% ) ． 但在供应链级数一定时，PoA 趋于一个定值．
( 3) 由于价格合同下的自由市场竞争受到个

体利益最大化的驱动，逆向供应链中风险承担方

的个体决策( 废旧产品回收处理量) 在废旧产品

供应限制下通常趋于保守，导致市场上可回收的

废旧产品得不到充分的回收利用． 因此，需要政府

对逆向供应链成员给予经济或政策上的扶持与帮

助，以实现社会福利最大化．
本文研究的是串行逆向供应链的非合作代

价，进一步的研究可考虑更复杂的供应链结构，比

如研究单边竞争甚至多边竞争的情形． 也可研究

闭环供应链的非合作代价，并同时考虑产品需求

的不确定性和废旧产品供应的不确定性． 此外，还

可考虑信息是否对称、不确定性分布为线性或非

线性等情形．
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Quantifying the price of anarchy in reverse supply chains

MA Zu-jun1，YE Yu-sen2，DAI Ying1

1． Institute for Logistics and Emergency Management，School of Economics and Management，Southwest Jiao-
tong University，Chengdu 610031，China;

2． School of Transportation and Logistics，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031，China

Abstract: The price of anarchy ( PoA) is introduced to quantify the efficiency of reverse supply chains that
use price-only contracts． Considering the uncertainty existing in the supply of used products，the upper bounds
of efficiency losses in a decentralized reverse supply chain are derived for different configurations: push or pull
with two or more stages． The results show that a reverse supply chain is not just the reverse of a forward supply
chain，because the uncertainty in a reverse supply chain comes mainly from the supply side，and it is necessa-
ry to take into account the out-of-stock risk due to the insufficient supply of used products． The PoA in a de-
centralized supply chain proves to be constant for both push and pull configurations． That is，who bears the
risk has no effect on the loss of efficiency． Besides，the efficiency generally drops with the number of interme-
diaries in a reverse supply chain． For a reverse supply chain with fixed stages，however，the value of PoA
turns out to be constant．
Key words: reverse supply chain; loss of efficiency; price of anarchy; double marginalization
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附录

命题 1 的证明

令 ρ = mE［min{ Qc* ，Ｒ} ］－ hE［Qc* － Ｒ］+

mE［min{ Qd* ，Ｒ} ］－ hE［Qd* － Ｒ］+
，则

ρ =
∫
Qd*

0
F( x) dx + ∫

Qc*

Qd*
F( x) dx － tQc*

∫
Qd*

0
F( x) dx － tQd*

( A1)

在所有具有 IGFＲ 性质的概率分布中，帕累托分布

F( x) =
1， 当 0 ≤ x≤ xmin
xkminx

－k， 当 x ＞ x{
min

因其广义失效率为

常数，即 g( x) = k ，故常用于求解上界问题［15］． 为此，可

用 Qd* 为 分 段 点 的 分 段 帕 累 托 分 布 来 描 述 最 差 均 衡

比［11］，即

F( x) =
x－α ( Qd* ) α，当 Qd* ( ) 1 /α ≤ x ＜ Qd*

x－k ( Qd* ) k，当 x≥ Qd{ *

其中 α→ 0 ．

令 F( Qd* ) = ，g( Qd* ) = k ，则 当 x ＜ Qd* 时，

∫
Qd

*

0
F( x) dx =Qd* ; 当 x≥Qd* 时，F( x) =x－k ( Qd* ) k［10］．

将其代入式( A1) ，可得

ρ =
 + 

1 － k
Qc*

Qd( )*

1－k

－[ ]1 － t Qc*

Qd( )*

－ t + 

= k
1 － k

t ( )t
1 /k

－ 

 － t ( A2)

根据定义有

l( Qd* ) =
h( Qd* ) ∫

Qd
*

0
F( x) dx

F( Qd* )
=

k
Qd*

Qd* 


= k

代入式( 7 ) 可得 
t = 1 + k ． 再代入式 ( A2 ) ，可得 ρ =

( 1 + k)
1
k － ( 1 + k)
1 － k ． 由于 ρ 关于参数 k 单调递减，故当

k→ 0 时取得上界，即

PoA = sup
F∈Φ

ρ = e － 1

命题 1 得证．
引理 1 的证明

当 n = 2 时，即两级情形，前文已证明满足．
当 n = i 时，先假设第 i － 1 级中间商的废旧产品交易

量满足不等式 F( Qd ) ≥ h
r － w + h ［1 + l( Qd) ］i－2 ，再采

用逆向归纳法求解其上游企业的利润最大化时废旧产品

的交易价格 w ，即

max
w

πd
Up = ( w － A) E［min{ Qd，Ｒ} ］

s． t． F( Qd ) ≥ h
r － w + h［1 + l( Qd) ］i－2

对供应链上游企业而言，最高的废旧产品交易价格应

为 w = r + h 1 － ［1 + l( Qd) ］i－2

F( Qd( ))
，将其代入 πd

Up 并对 Qd

求导． 因 l( Q) 是 Qd 的单调增函数，易得到 F( Qd* ) ≥
h

r － A + h［1 + l( Qd* ) ］i－1 = t［1 + l( Qd* ) ］i－1 ．

引理 1 得证．
命题 2 的证明

根据命题 1 和引理 1 可知  = t ( 1 + k) n－1 ，代入式

( A2) 可得 ρ = k
1 － k

( 1 + k)
n－1
k － ( 1 + k) n－1

( 1 + k) n－1 － 1
． 由于 ρ 关于

参数 k 单调递减，当 k→ 0 时，ρ 趋于上确界
en－1 － 1
n － 1 ．

命题 2 得证．
命题 3 的证明

根据定义有

l( Qd* ) =
h( Qd* ) ∫

Qd
*

0
F( x) dx

F( Qd* )
=

k
Qd*

Qd* 


= k

代入式( 13) 可得 
t = 1 + k ． 再代入式( A2) ，可以推得当

且仅当 k→ 0 时，ρ 取得上确界 PoA = sup
F∈Φ

ρ = e － 1 ．

命题 3 得证．
引理 2 的证明

当 n = 2 时，即两级情形，前文已证明满足．
当 n = i 时，先假设第 i － 1 级中间商的废旧产品交易

量满足不等式 F( Qd ) ≥ h
w － A + h［1 + l( Qd) ］i－2 ，再采

用逆向归纳法求解其下游企业的利润最大化时废旧产品

的交易价格 w，即

max
w

πd
Down = ( r － w) E［min{ Qd，Ｒ} ］

s． t． F( Qd ) ≥ h
w － A + h［1 + l( Qd) ］i－2

对供应链下游企业而言，最高的废旧产品交易价格应

为 w = A － h( 1 － ［1 + l( Qd) ］i－2

F( Qd )
) ，将其代入 πd

Down 并对

Qd 求导． 因 l( Q) 是 Qd 的单调增函数，易得到 F( Qd* ) ≥
h

r － A + h［1 + l( Qd* ) ］i－1 = t［1 + l( Qd* ) ］i－1 ．

引理 2 得证．
命题 4 的证明

根据命题 3 和引理 2 可知  = t ( 1 + k) n－1 ，代入式

( A2) ，可 以 推 得 当 且 仅 当 k → 0 时，ρ 趋 于 上 确 界

en－1 － 1
n － 1 ．

命题 4 得证．
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