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摘要: 在随机需求环境下考虑带有能力约束的多产品报童问题． 为了对多产品的需求进行预

测，并度量其需求间的关系，本文首先建立了多元马氏需求模型． 其次，在该模型的理论基础

上，提出了带有能力约束的多元马氏需求报童模型，进而给出多产品的最优订购策略解． 最后，

利用期望需求状态的概率值及其截尾概率分析了模型最优解的性质． 模型的结论表明，在能力

约束的条件下，最优订购量关于左截尾概率单调递减，关于右截尾概率单调递增，而期望需求

状态的概率值对最优订购量具有双重的特殊影响．
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0 引 言

Whitin［1］是较早研究报童模型的学者之一，

他提出的模型在库存优化管理领域里得到了空前

的应用和拓展，但随着现代供应链管理所提倡的

具有革命性的 QＲD( quickly respond to demand) 理

念的提出［2］，经典报童模型的整个理论体系受到

了极大的冲击和挑战． QＲD 供应理念要求供应商

对市场的需求做出迅速的响应，这种响应方式建

立在正确的订购策略基础之上，并以需求预测为

前提条件，这对需求的预测提出了更高的要求． 然

而，在能力约束的条件下，以需求预测为基础的经

典报童模型［3］，得出来的最优订购策略存在不足

之处，即在给定需求的分布函数的条件下，最优订

购策略只跟能力、单位缺货成本和过剩费用等非

随机因素有关，该模型忽略了需求状态的概率值

及其左、右截尾概率对模型最优解的影响． 同样，

在处理多产品的最优化问题时，传统的多产品报

童模型也忽略了各产品需求间的关联性． 因此，在

随机需求环境下，其模型的理论设计有待于进一

步完善．
近年来，报童模型作为优化库存订购决策的

重要理 论 工 具，仍 是 理 论 研 究 的 热 点 之 一． 姚

忠［4］在风险约束下运用报童库存模型建立了供

应链决策模型，分析了退货策略对单周期供应链

的协调性． 黄松等［5，6］则考虑了战略顾客行为因

素并引入了理性预期均衡分析，建立了相应的模

型并得到战略顾客双方静态博弈时的理性预计均

衡解． 李毅学等［7］考虑了统一授信模式的特征及

成本收益结构，借鉴贸易融资中“主体 + 债项”的

风险评估思路，构建融资约束下的报童模型，分析

风险中性的借款企业的再订购决策，并通过借款

企业和物流企业的 Stackelberg 动态博弈，分析下

侧风险规避的物流企业的质押率决策． 谷水亮和

鞠彦兵［8］结合资金因素建立了多产品的报童模

型，并通过费用函数最小化的实现来寻求满足约

束条件的最优订购量． 朱赛花等［9］研究了在资源

和预算约束条件下允许外购的多产品报童问题，

在非零延迟时间外购情况下建立了以求总体花费
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最小值为目标函数的优化模型． 周艳菊等［10］考虑

了需求不确定条件下的两产品订货问题，在前景

理论的框架下分析、推导了随机市场需求下零售

商对两产品订货的价值函数、主观概率与决策权

重 函 数，并 建 立 了 两 产 品 报 童 的 订 货 模 型．
Chen［11］在资源约束的条件下，研究了报童问题的

Stackelberg-Nash 均衡策略，并从理论上证明了其

存在 性 和 唯 一 性． 在 风 险 约 束 条 件 下，Choi 和

Ｒuszczyński［12］利用指数效函数对多产品报童模

型的风险规避性进行了系统的分析． 基于预算约

束的条件，Shi 和 Zhang［13］联合定价和折扣因子提

出了多产品报童模型． Zhang 和 Du［14］在能力的约

束条件和假设不同产品的需求相互独立的情况

下，引入产品外包的思想考虑了报童问题，并给出

模型的最优解及其性质． 在服务和损失约束条件

下，Jammernegg 和 Kischka［15，16］ 研究了风险偏好

及价格敏感下的报童模型． Murray 等［17］在资源能

力约束的条件下，建立了基于价格敏感的多产品

报童模型，并利用整数规划方法给出模型的最优

解． 由于带约束条件的多产品报童模型求解过程

比较复杂，从而引起一些学者致力于对其求解方

法的研究． Zhang 和 Hua［18］通过组合方法对带有

预算约束条件的多产品模型进行求解，而 Abdel
和 Otegbeye［19］则利用可分离规划和对偶方法对

相应模型的求解方法进行研究． 虽然以上对多产

品报童模型的研究成果进一步完善了报童模型的

理论，但是这些理论成果有个共同点就是基于各

产品需求间的独立性． 然而，在随机需求的环境

下，由于顾客的需求具有多样性、偏好性和转移

性等显著特点，导致多产品的需求之间发生相

互转移，从而产生需求间的关联性． 显然，在这

种情形下各产品的需求间不具有独立性． 因此，

需进一步发展新的理论工具来解决此类库存优

化问题．
Ching 等［20］在传统马氏理论的基础上提出了

更一般化的马氏链，即多元马尔可夫模型，并建立

了多产品的需求状态预测模型． 虽然利用多元马

尔可夫模型可以解决多产品需求状态间的关系和

需求状态预测问题，但需求状态毕竟不是需求量，

两者是不同的概念． 现代库存优化控制理论基本

上都是以需求量的预测为基础，而不是需求状态，

因此该模型的理论成果与经典报童模型不具有兼

容性． 事实上，所谓需求状态就是决策者根据产

品需求量的大小对其进行等级划分，如实践过程

中常将其划分为淡季、一般、中等、较好和旺季等

五个需求状态 ( 具体的定义详见文献［21］的第

6． 3． 2节) ． 可见，需求状态和需求量具有属性之

别，即前者为产品需求的定性描述，而后者则为定

量描述． Ching 等提出的预测模型只给出产品的

需求在未来的某个周期所处的状态，如处于淡季

或旺季状态，即只给出模糊的需求程度，却未指出

产品未来的具体需求量． 经典报童模型则建立在

随机需求变量 x 的密度函数 f( x) 的基础之上，其

中变量 x 表示产品的需求量，而非需求状态． 因

此，两者不具有兼容性． 为了克服这个技术难点，

本文首先将需求量进行状态划分作为理论的切入

点，再利用需求量的密度函数作为状态依赖的假

设条件，转化期望需求状态为期望需求量，进而在

建立多元马氏需求模型的理论基础上，提出带有

能力约束的多元马氏需求报童模型，并基于该模

型研究多产品的最优订购策略问题． 同时，利用期

望需求状态的概率值及其截尾概率分析该模型最

优解的性质．

1 模型构建

1． 1 模型描述、符号说明和假设

需求的多样性、转移性是现代消费最显著的

特性之一，消费者在产品的品牌、质量、价格和实

用性等诸多方面具有不同的需求偏好性． 供应商

为了顺应这种趋势以保持其在市场竞争中的优

势，往往致力于沿着商品的多元化方向进行研发

和拓展． 在这样的市场环境下，当消费者面临多种

选择时，在一定的时间段有可能因为选择了 A 系

列产品，而不会再选择其它系列的产品，或者在某

个时期内选择 A 产品，而在下个阶段选择消费 B
产品，从而导致顾客需求在不同产品间发生转移．
可见，需求转移是消费市场客观存在的一种普遍

的经济现象． 在能力约束条件下，当多种产品的顾

客需求在不同产品之间产生相互转移时，如何科

学地度量它们之间的关系并预测其需求，直接影

响到库存系统决策者所制定的库存订购策略的科

学性和合理性． 因此，库存决策者为了达到优化库
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存的目的，不但要考虑各产品的需求，在宏观上还

要确定各产品需求间的关系． 为了方便问题的阐

述，首先作出以下符号的说明

k = 1，2，…，K 表示库存系统的周期，而 n =
1，…，N 表示第 n 种产品;

I = { i1，i2，…，il} 表示各产品的需求状态集;

dnk ∈ I 为第 n 种产品在第 k 周期的需求状

态，k = 1，2，…，K;

{ dnk} = 带有 l × l － 转移概率矩阵 P ( nn) =
( pji ) l ×l 的第 n 条马氏链;

Dnk = 第 n 种产品在第 k 周期的需求量，其中

Dnk ≥ 0;

P ( ji) = 第 i 种产品的需求状态到第 j 种产品

的需求状态的转移概率矩阵;

C ( s)
nk = 第 n 种产品在第 k 周期的单位缺货成

本( shortage /underage cost) ;

C ( o)
nk = 第 n 种产品在第 k 周期的单位过剩成

本( overage cost) ;

wnk = 第 k 周期内生产第 n 种产品的单位资

源消耗量;

Qnk = 第 n 种产品在第 k 周期的订购批量;

SLnk = 第 n 种产品在第 k 周期的最优服务水

平;

it，k ( Dnk ) = 当第 n 种产品在第 k 周期处于

需求 状 态 it 时 的 密 度 函 数 ( t = 1，2，…，l ) ;

Φit，k ( Dnk ) 为其相应的分布函数．
接下来对本文的模型做出一些基本假设: 1 )

各种产品的需求量 Dnk ( n = 1，…，N ) 满足马尔

可夫性，且为需求状态依赖的，即 Dnk 的具体密度

函数 i，k ( Dnk ) 与需求状态 i 的取值有关; 2) 瞬时

供货; 3) 在每周开始时做一次订货决策; 4 ) 单位

缺货成本 C ( s)
nk 、单位过剩成本 C ( o)

nk 和单位资源消

耗量 wnk 等参数为固定的常量; 5 ) 决策准则为期

望成本最小．
1． 2 多元马氏需求模型

需求预测是现代库存优化控制理论的基础，

如何对产品的需求做出科学的预测关乎库存优化

决策的科学性和合理性． 本文主要以多元马尔可

夫理论方法对多产品的需求进行统一预测，进而

确定它们之间的关系． 为了建立多元马氏需求模

型，首先介绍以下引理．

引理 1 ( i) 设 P ( ji) 表示第 i 种产品的需求

状态到第 j 种产品的需求状态的转移概率矩阵，

且 P ( ji) 为不可约的; ( ii) Xk = ( X( 1)
k ，X( 2)

k ，…，

X( N)
k ) T 为多元马氏链中各序列于第 k 周期的需求

状态的概率分布，其中 X( n)
k ( n = 1，…，N) 表示第

n 种产品于第 k 周期的需求状态的概率分布，则

存在 Λ =

λ11 λ12 … λ1N

λ21 λ22 … λ2N

   
λN1 λN2 … λ













NN

，其中∑
N

i = 1
λ ji =

1，λ ji ≥ 0 ，使 得 Xk+1 = AXk ，这 里 A =

λ11P
( 11) λ12P

( 12) … λ1NP
( 1N)

λ21P
( 21) λ22P

( 22) … λ2NP
( 2N)

   
λN1P

( N1) λN2P
( N2) … λNNP

( NN













)

，λnm 为概率

分布 X( n)
k+1 与X( m)

k 的关系权数，n，m = 1，2，…，N ．
( 引理 1 的证明过程和参数矩阵 A 的求解详见文

献［21］) ． 证毕．
在满足引理 1 的条件下，称 Xk+1 = AXk 为多

元马氏模型． 该模型不但给出了各产品需求状态

在下周期的概率分布，同时还进一步表明了其需

求状态概 率 分 布 间 的 关 系． 事 实 上，由 Xk+1 =
AXk，可得第 n 种产品于第 k + 1 周期需求状态的

概率分布为 X( n)
k+1 = ∑

N

m = 1
λnmP

( nm) X( m)
k ． 由此可见，

关系权数 λnm 度量了概率分布 X( n)
k+1 与X( m)

k 之间的

关系．

记向量 Î = ( i1，i2，…，il )
T，其中 it∈ I为需求

状态 ( t = 1，…，l) ． 因为 X( n)
k+1 为第 n 种产品于第

k + 1 周期的需求状态的概率分布，故 E( dn( k+1) ) =

X( n)
k+1 Î 为其于第 k + 1 周期的期望需求状态． 再由

引理 1 的结论，易得出以下的命题．
命题 1 设 Xk = ( X( 1)

k ，X( 2)
k ，…，X( N)

k ) T 为多

元马氏链中各序列于第 k 周期的需求状态的概率

分布，dk = ( d1k，d2k，…，dNk )
T 表示各产品于第 k

周期的需求状态，其中 dnk ∈ I ，n = 1，…，N ，则

各产品于第 k + 1 周期的期望需求状态为

E( dk+1 ) = Xk+1 Î = AXk Î ( 1)

引理 1 的结论只表明了各序列间的概率分布
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的内在关联性，而命题 1 的结论不但确定了它们

需求状态间的关系，还进一步对库存系统中未来

的需求状态做出了理论上的预测． 事实上，根据式

( 1) ，易得第 n 种产品于第 k + 1 周期的期望需求

状态为 E( dn( k+1) ) = X( n)
k+1 Î = ∑

N

m = 1
λnmP

( nm) X( m)
k Î ，

并且从本式子中易知该产品与其它产品的需求状

态间的关系权数为 λnm ( 这里要求 n ≠ m ，而当

n = m 时是与它自身的关系) ． 然而，需求状态并

非需求量，两者为不同的概念，还不能直接利用式

( 1) 对需求量进行预测． 因此，需要一些理论工具

将两者相互转化．
一般情况下，所谓需求状态就是决策者根据

产品需求的大小对其进行等级划分，即将整个需

求区间分割成若干个小区间，把落在同一小区间

内的需求统称为某一需求状态． 从数学的角度，若

取数值 a 作为每个需求小区间的长度，且满足对

于k 有 Dnk ∈∪
l
t = 1［( t － 1) a，ta) ，则利用映射

方式就可以给出需求状态的定义

it 
f( Dnk ) ，Dnk ∈［( t － 1) a，ta) ，

t = 1，2，…，l; a ＞ 0
0，

{
其它

( 2)

同时，称 a 为需求状态分类系数，而称 ［( t － 1) a，

ta) 为隶属于状态 it 的需求区间．
以上的式子通过映射 f(·) 给出了需求量转

化为需求状态的一般方法，接下来主要研究如何

将需求状态转化为需求量． 由式 ( 2 ) 和模型的假

设 1 可知 Dnk 为状态依赖的，故可设 it，k ( Dnk ) 为

当 dnk = it 时的密度函数，即 it，k ( Dnk ) 为当 Dnk 属

于区间 ［( t － 1) a，ta) 时的概率密度． 于是，可得

出以下命题．
命题 2 设 it，k ( Dnk ) 为当 dnk = it ∈ I 时的

密度函数，X( n)
k = ( x ( n)

i1k ，x ( n)
i2k ，…，x ( n)

ilk ) 为第 n 种

产品于第 k 周期需求状态的概率分布，则

E( Dnk ) = ∑
l

t = 1
x ( n)
itk ∫

ta

( t －1) a
Dnkit，k ( Dnk ) dDnk

( 3)

证明 因为 it，k ( Dnk ) 为当 dnk = it 时的密度

函数，所以 ∫
ta

( t －1) a
Dnkit，k ( Dnk ) dDnk 为库存系统处

于需求状态 it 时的期望需求量． 由 X( n)
k = ( x( n)

i1k ，

x ( n)
i2k ，…，x ( n)

ilk ) 的定义，知系统处于需求状态 it 时

所对应的概率取值等于 x ( n)
itk ，t = 1，2，…，l ，同时

也是需求量的期望值等于 ∫
ta

( t －1) a
Dnkit，k ( Dnk ) dDnk

的概 率，所 以 当 t 取 遍 所 有 相 应 的 赋 值 时，有

E( Dnk ) = ∑
l

t = 1
x ( n)
itk ∫

ta

( t －1) a
Dnkit，k ( Dnk ) dDnk ． 证毕．

命题 2 的结论不但确定了变量 dnk 和 Dnk 之

间的关系，还给出了将 dnk 转化为 Dnk 的具体方

法． 该结论在研究马氏理论在库存问题的应用中

是至关重要的． 因为多元马氏链是根据需求状态

的转移概率对系统未来所处的需求状态作出科学

预测，所以得到的预测结果是需求状态而非需求

量． 有了命题 2 的理论基础，接下来即可建立多产

品的多元马氏需求模型．
记 ηk = ( η1k，η2k，…，ηnk ) ，其中ηnk = ( η( n)

i1k ，η( n)
i2k ，

…，η( n)
ilk ) T，而 η( n)

itk = ∫
ta

( t －1) a
Dnkit，k ( Dnk ) dDnk，t =

1，2，…，l ( 也就是当 dnk = it 时的期望需求量) ． 显

然，由引理 1 和命题 2 的结论可知，各产品于第

k + 1 周期的期望需求量为

E( Dk+1 ) = Xk+1ηk+1 = AXkηk+1 ( 4)

这里 A 和 Xk 如引理 1 所定义，而 Dk+1 = ( D1( k+1) ，

D2( k+1) ，…，DN( k+1) ) T ，称式 ( 4 ) 为多元马氏需求

模型．
由该模型，易知第 n 种产品于第 k + 1 周期的

期望需求量为

E( Dn( k+1) ) =X( n)
k+1ηn( k+1)

=∑
N

m =1
λnmP

( nm) X( m)
k ηn( k+1) ( 5)

E( Dn( k+1) ) 的表达式，进一步表明了单个产品在

下个周期的需求量不但与现阶段相关，还与其它

产品的需求量有着密切的关联，它们之间的关系

权数同样为 λnm ．
1． 3 带有能力约束的多元马氏需求报童模型

在假设 ( x) 为随机需求 x 的概率密度条件

下，经典的报童模型为［3］

EΠ = C ( o) ∫
Q

0
( Q － x) ( x) dx +

C ( s) ∫
+∞

Q
( x － Q) ( x) dx ( 6)

其中 C ( s) 和 C ( o) 分别为产品的单位缺货成本和单

位过剩成本，Q 为产品的订购量． 本小节主要在
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经典的报童模型的理论基础上，结合上文提出的

多元马氏需求模型，在能力约束条件下研究建立

新的多产品报童模型．
由于本文只考虑库存系统在下个销售周期的

优化控制问题，所以若 { 1，2，…，k} 为系统的历

史周期，则系统的下个周期为 T = k +1． 记 X( n)
k+1 =

( x ( n)
i1( k+1) ，x ( n)

i2( k+1) ，…，x ( n)
il( k+1) ) 为 第 n 种 产 品 于 第

k + 1 周期的需求状态的分布概率． 由模型的假设

知，不同的需求状态 i 所对应的需求的概率密度

不一定相等． 因此，若订购量 Qn( k+1) 落在隶属于

需求状态 it0 的需求区间 ［( t0 － 1) a，t0a) ，t0 = 1，

2，…，l ，即 Qn( k+1) ∈［( t0 － 1) a，t0a) ，则由式( 5)

和式( 6) 可得第 n 种产品于第 k + 1 周期基于多元

马氏需求模型的期望成本函数，即

EΠn( k+1) =C
( o)
n( k+1 [) ∑

t0

t =1
x( n)
it( k+1) ∫

ta

( t－1) a
( Qn( k+1) －Dn( k+1) ) it，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1) +x

( n)
it0( k+1) ∫

Qn( k+1)

( t0－1) a
( Qn( k+1) －Dn( k+1) ) it0，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1 ]) +

C( s)
n( k+1 [) x( n)

it0( k+1) ∫
t0a

Qn( k+1)

( Dn( k+1) － Qn( k+1) ) it0，k+1dDn( k+1) +∑
l

t = t0+1
x( n)
it( k+1) ∫

ta

( t－1) a
( Dn( k+1) － Qn( k+1) ) it，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1 ])

= C( o)
n( k+1)［Qn( k+1) － E( Dn( k+1) ) ］+ ( C( s)

n( k+1) + C( o)
n( k+1) [) x( n)

it0( k+1) ∫
t0a

Qn( k+1)

( Dn( k+1) － Qn( k+1) ) it0，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1) +

∑
l

t = t0+1
x( n)
it( k+1) ∫

ta

( t－1) a
( Dn( k+1) － Qn( k+1) ) it，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1 ])

= C( o)
n( k+1)［Qn( k+1) － E( Dn( k+1) ) ］+ ( C( s)

n( k+1) + C( o)
n( k+1) [) x( n)

it0( k+1) ∫
t0a

Qn( k+1)

( Dn( k+1) － Qn( k+1) ) it0，k+1 ( Dn( k+1) ) dDn( k+1) +

∑
l

t = t0+1
x( n)
it( k+1) ( η( n)

it( k+1) － Qn( k+1) ]) ( 7)

其中E( Dn( k+1) ) =X( n)
k+1ηn( k+1) =∑

N

m =1
λnmP

( nm) X( m)
k ηn( k+1) ;

1≤t0≤l－1; ηn( k+1) = ( η( n)
i1( k+1) ，η( n)

i2( k+1) ，…，η( n)
il( k+1) ) T，而

η( n)
it( k+1) = ∫

ta

( t－1) a
Dn( k+1) it，k+1( Dn( k+1) ) dDn( k+1) ，t = 1，

2，…，l，即当 dn( k+1) = it 时的期望需求量．
若记 EΠ = V( Q1( k + 1) ，Q2( k + 1) ，…，QN( k + 1) ) 为

销售商的总期望成本，在模型的各个假设条件下

结合式( 7) ，则有

EΠ =V( Q1( k+1) ，Q2( k+1) ，…，QN( k+1) )

=∑
N

n =1
EΠn( k+1) ( 8)

记 wnk 为在第 k 周期内生产第 n 种产品所消

耗的单位资源量，C 为总产品在生产过程中能获

取资源的能力上限． 于是，在相应的能力约束的条

件下，结合式( 8 ) 即可提出以下的 ( MP) 问题，即

带有能力约束的多元马氏需求报童模型

min EΠ = ∑
N

n = 1
EΠn( k+1)

s． t． ∑
N

n = 1
wn( k+1) Qn( k+1) ≤

{
C

( 9)

由式( 9 ) 可知，多产品报童模型 EΠ 是关于

订购量 Q1( k+1) ，Q2( k+1) ，…，QN( k+1) 的函数． 因此，

只需利用多元马氏理论求出各产品的期望需求

E( Dn( k+1) ) 的值，再确定 Qn( k+1) 的最优值，即可达

到优化订购策略的目的．

2 模型的最优解及其性质

2． 1 模型的最优订货策略

记 Qk+1 = Q1( k+1) ，Q2( k+1) ，…，QN( k+1
( )

)
T ，并

称其为各产品于第 k + 1 周 期 的 订 货 策 略． 若

Q*
k+1 为模型 ( 9 ) 的最优解，则称其 为 带 有 能 力

约束的 多 元 马 氏 需 求 报 童 模 型 的 最 优 订 货

策略． 决策者可以根据 Q*
k+1 中的信息，制定优化

库存系统的决策，获取最大的利润． 接下来主要

研究 在 模 型 ( 9 ) 的 条 件 下，给 出 其 最 优 订 货

策略．
命题 3 设第 n 种产品于第 k + 1 周期的需求

状态 的 分 布 概 率 为 X( n)
k+1 = ( x ( n)

i1( k+1) ，x ( n)
i2( k+1) ，…，

x ( n)
il( k+1) ) ，订购量 Qn( k+1) 落在隶属于状态 it0 的需

求区间 ［( t0 －1) a，t0a) ，t0 =1，2，…，l，即 Qn( k+1) ∈
［( t0 － 1) a，t0a) ，其中 a 为需求状态分类系数，若

Q*
k+1 = ( Q*

1( k+1) ，Q*
2( k+1) ，…，Q*

N( k+1) ) T 为模型 ( 9 )

的 Kuhn-Tucker 条 件 下 的 极 小 值 点，则 Q*
k+1 =

( Q*
1( k+1) ，Q*

2( k+1) ，…，Q*
N( k+1) ) T 为该模型的最优解，

其中
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Q*
n( k+1) =Φ －1

it0，k+ [1

C ( s)
n( k+1) Pn ( I≥it0 ) －C ( o)

n( k+1) Pn ( I ＜ it0 ) －λ* wn( k+1)

Pn ( I = it0 ) ( C ( o)
n( k+1) + C ( s)

n( k+1)
])

( 10)

这里 λ* 为模型( 9) 的 Kuhn-Tucker 条件的拉格朗

日乘子．

证明 由约束集 X = {Qk+1∈Ｒ
N ∑

N

n =1
wn( k+1) ×

Qn( k+1) －C≤0} ，易知X为凸集． 对于Qk+1∈X，

记B = ( bnm ) N×N ，其 中 bnm = 2EΠ
Qn( k+1) Qm( k+1)

，

n，m = 1，2，…，N ． 由 总 期 望 成 本 EΠ =

V( Q1( k+1) ，Q2( k+1) ，…，QN( k+1) ) = ∑
N

n = 1
EΠn( k+1) 的

表达式可知，当 n = m 时，bnn = x ( n)
it0( k+1) ( C ( o)

n( k+1) +

C ( s)
n( k+1) )  it0，k+1 ( Dn( k+1) ) ; 当 n≠ m 时，bnm = 0 ． 记

Bn 为 B 的 n 阶主子式，即 Bn =
b11 … b1n
 … 
bn1 … bnn

，

n = 1，2，…，N ． 显然，对于任意 n，有 bnn ＞ 0 ，故

Bn ＞ 0 ． 因此，矩阵 B 为正定的，故 EΠ 为凸函

数． 由此可见，由式( 9 ) 所确定的 ( MP) 问题为凸

规划． 因为在凸规划下，满足 Kuhn-Tucker 条件的

极小值点为 ( MP) 问题最优解的充要条件，所以

Q*
k+1 = ( Q*

1( k+1) ，Q*
2( k+1) ，…，Q*

N( k+1) ) T 为 模 型 ( 9 )

的最优解． 再由 该模 型 的 Kuhn-Tucker 条 件，即

!EΠ + λ* !∑
N

n = 1
wn( k+1) Q

*
n( k+1)( )－ C = 0

λ* ∑
N

n = 1
wn( k+1) Q

*
n( k+1)( )－ C = 0，λ* ≥









 0

; 解

之，得

Q*
n( k+1) = Φ －1

it0，k+ [1

C ( s)
n( k+1) Pn ( I≥ it0 ) － C ( o)

n( k+1) Pn ( I ＜ it0 ) － λ* wn( k+1)

Pn ( I = it0 ) ( C ( o)
n( k+1) + C ( s)

n( k+1)
])
．

其中 Pn ( I≥ it0 ) = ∑
l

t = t0

x ( n)
it( k+1) ，Pn ( I ＜ it0 ) = 1 －

Pn ( I≥ it0 ) ，Pn ( I = it0 ) = x ( n)
it0( k+1) ． 证毕．

由命题 3 的结论，可得第 n 种产品于第 k + 1
周期的最优服务水平 ( 其具体的定义详见文献

［3］中的式( 6) )

SL*
n( k+1) =

C( s)
n( k+1) Pn( I≥ it0) －C

( o)
n( k+1) Pn( I ＜ it0) －λ

* wn( k+1)

Pn( I = it0) ( C( o)
n( k+1) + C( s)

n( k+1) )

( 11)

2． 2 最优解的性质

定 义 1 设 X ( n)
k+1 = ( x ( n)

i1( k+1) ，x ( n)
i2( k+1) ，…，

x ( n)
il( k+1) ) 为第 n 种产品在第 k + 1 周期的期望需求状

态的概率分布，即其处于期望需求状态 it 的概率为

Pn( I =it ) =x( n)
it( k+1) ，t =1，2，…，l ． 为了便于分析基于多

元马氏需求的模型( 9) 最优解的性质，定义 Pn( I ＜

it0) =∑
t = t0

t =1
x( n)
it( k+1) 为第 n 种产品于第 k +1 周期以需求

状态 it0 为截点的左截尾概率，而定义 Pn( I≥ it0) =

∑
l

t = t0

x( n)
it( k+1) 为其相应的右截尾概率．

命题 4 最优订购策略 Q*
n( k+1) 是关于右截尾

概率 Pn ( I≥ it0 ) 的单调递增函数，关于左截尾概

率 Pn ( I ＜ it0 ) 为单调递减函数．
证明 显然，第 n 种产品于第 k + 1 周期的最

优服务水平 SL*
n( k+1) 为关于右截尾概率 Pn ( I ≥

it0 ) 的单 调 递 增 函 数，而 关 于 单 位 消 耗 资 源 量

wn( k+1) 和左截尾概率 Pn ( I ＜ it0 ) 为单调递减函

数． 由于分布函数 Φit0，k+1 ( Qn( k+1) ) 为单调递增函

数，且 由 命 题 3 的 结 论 可 知 最 优 订 购 策 略

Q*
n( k+1) =Φ －1

it0，k+1 ( SL*
n( k+1) ) ， 故 最 优 订 购 策 略

Q*
n( k+1) 是关于 SLn( k+1) 的单调递增函数． 因此，左、

右截尾概率和单位消耗资源量与最优订购策略之

间的关系，如同与最优服务水平的关系． 证毕．
从直观上来看，很容易理解这种关系的内涵．

事实上，因为右截尾概率 Pn ( I≥ it0 ) 的取值越大

时，其所对应的期望需求状态∑
l

t = t0

itx
( n)
it( k+1) 的值就

越大，而由需求状态 it 的定义可知，当期望需求状

态越大时所对应的期望需求量的取值就越大，故

库存系统在第 k + 1 周期内订购量就越多． 同理可

得，当左截尾概率 Pn ( I ＜ it0 ) 的取值越大时，库

存系统在第 k + 1 周期内订购量就越少． 因此，最
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优订购策略 Q*
n( k+1) 是关于 Pn ( I ≥ it0 ) 的单调递

增函数，关于 wn( k+1) 和 Pn ( I ＜ it0 ) 为单调递减函

数． 命题 4 的结论给出了最优订购策略的基本性

质，决策者通过此性质不但可以获知最优订购策

略与左右截尾概率之间的内在关联性，还可以获

取库存系统最优服务水平的相关信息． 事实上，由

式 ( 11 ) 可 得 最 优 服 务 水 平 SL*
n( k+1) =

Φit0，k+1 ( Q*
n( k+1) ) ，故当右截尾概率 Pn ( I ≥ it0 ) 的

取值越大时，系统的服务水平就越高; 当左截尾概

率 Pn ( I ＜ it0 ) 的取值越大时，反而就越低．

因为最优订购量 Q*
n( k+1) 是关于右截尾概率

的单调递增函数，且由 Pn ( I≥it0 ) =Pn ( I = it0 ) +

∑
l

t = t0+1
Pn ( I = it ) ，可知当第 n 种产品在下个周期所

处于期望需求状态 it0 的概率值 Pn ( I = it0 ) 增大

时，右截尾概率的值也相应增大，故订购量也相应

的增加． 因此，Pn ( I = it0 ) 对最优订购量具有正

面的影响，其所产生的正面影响部分主要通过截

尾概率的途径映到最优订购量 Q*
n( k+1) 的值． 同

时，Pn ( I = it0 ) 又以 1 / x ( n)
it0( k+1) 方式通过 it0 所对应

的分布函数的反函数 Φ －1
it0，k+1 (·) 对 Q*

n( k+1) 进行负

干扰，进而对最优订购量施加反面的影响． 可见，

库存系统在下个周期所处于的需求状态 it0 的概率值

Pn( I = it0) 对最优订购量具有双重性的特殊影响，

接下来给出其正反两方面影响的理论条件．

命题 5 设 Q*
n( k+1) ( n = 1，2，…，N) 为模型

( 9) 的最优订购策略，Pn ( I = it0 ) 为第 n 种产品

在下个周期( 第 k + 1 周期) 处于期望需求状态 it0
的概率值，则 P*

n ( I = it0 ) = ［C ( s)
n( k+1) － λ* wn( k+1) －

Pn ( I ＜ it0 ) ( C ( o)
n( k+1) + C ( s)

n( k+1) ) ］/C ( s)
n( k+1) 为 Pn ( I =

it0 ) 对最优订购策略施加正反影响的临界点．
证明 由

SL*
n( k+1) =［C( s)

n( k+1) Pn( I≥it0) －C
( o)
n( k+1) Pn( I ＜ it0) －λ

* wn( k+1) ］/Pn( I = it0) ( C( o)
n( k+1) + C( s)

n( k+1) )

= ［C( s)
n( k+1) ( Pn( I ＞ it0) +Pn( I = it0) ) －C( o)

n( k+1) Pn( I ＜ it0) －λ
* wn( k+1) ］/Pn( I = it0) ( C( o)

n( k+1) + C( s)
n( k+1) )

记 SL*
n( k+1) ( x) =［C( s)

n( k+1) ( Pn( I ＞it0) +x) －C( o)
n( k+1) Pn( I ＜

it0) － λ* wn( k+1) ］/ x( C( o)
n( k+1) + C( s)

n( k+1) ) ，x∈( 0，1］． 对
其求关于 x 的导数，得

dSL*
n( k+1) ( x)
dx =

［C( o)
n( k+1) Pn( I ＜ it0) －C

( s)
n( k+1) Pn( I ＞ it0) +λ

* wn( k+1) ］

x2( C( o)
n( k+1) + C( s)

n( k+1) )

=
［C( o)

n( k+1) Pn( I ＜ it0) －C
( s)
n( k+1) ( 1－Pn( I ＜ it0) －Pn( I = it0) ) +λ* wn( k+1) ］

x2( C( o)
n( k+1) + C( s)

n( k+1) )
．

因为当
dSL*

n( k+1) ( x)
dx ＞0 时，SL*

n( k+1) ( x) 为单调递增函

数; 当
SL*

n( k+1) ( x)
dx ＜ 0 时，SL*

n( k+1) ( x) 为单调递减函

数．令
dSL*

n( k+1) ( x)
dx =0，该方程的解为 P*

n ( I = it0) =

C( s)
n( k+1) － λ* wn( k+1) － Pn( I ＜ it0) ( C( o)

n( k+1) + C( s)
n( k+1) )

C( s)
n( k+1)

．

显然，P*
n ( I = it0) 为该函数单调属性的临界点． 因

此，P*
n ( I = it0) 为 Pn( I = it0) 对最优订购策略施加

正反影响的概率临界值． 证毕．
定义2 若库存系统的 P*

n ( I = it0) 为Pn( I = it0)
对最优订购策略施加正反影响的临界点，则称之为

Pn( I = it0) 的概率临界值，并称 { Pn( I = it0) | Pn( I =

it0) ∈［0，P*
n ( I = it0) ) } 为 Pn( I = it0) 对最优订购

策略施加影响的负面空间，{ Pn( I = it0) | Pn( I =

it0) ∈ ( P*
n ( I = it0) ，1］} 为 Pn( I = it0) 对最优订购

策略施加影响的正面空间．
科学地预测库存系统在下个周期所处于某个

需求状态的概率值是优化库存决策管理的重要前

提条件之一． 由引理 1 的结论可知，第 n 种产品在

下个周期( 第 k + 1 周期) 处于需求状态 it0 的概率

值为 Pn ( I = it0 ) ． 于是，决策者可以根据 Pn ( I =
it0 ) 的大小来制定库存系统的优化决策，从而提

高库存的服务水平． 然而，在实践的过程中，若按

库存优化模型的最优决策进行订购时，有时候也

会出现供需不合理的现象，如供不应求或供过于

求． 从经验的视角易解释这种现象，即由于市场随

机因素的存在，使得理论预测值与实际需求情况

产生误差，从而导致出现供与需不相合的现象． 命
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题 5 的结论则从数学理论的角度进一步解释了这

种现象． 事实上，若将 Pn ( I = it0 ) 与 P*
n ( I = it0 )

进行 大 小 比 较，由 命 题 5 的 结 论 可 知: 1 ) 当

Pn ( I = it0 ) 属于正面空间时，有 Pn ( I = it0 ) ＞

P*
n ( I = it0 ) ，其对最优订购策量 Q*

n( k+1) 具有正面

影响． 因此，当 Pn ( I = it0 ) 的取值变大时，决策者

应适当增加订购量，以免出现供不应求的局面．
2 ) 当 Pn ( I = it0 ) 落在负面空间时，有 Pn ( I = it0 ) ＜

P*
n ( I = it0 ) ，其对最优订购策略 Q*

n( k+1) 具有负

面影响． 此时，当 Pn ( I = it0 ) 的取值变大时，为

避免供过于求造成的损失，库存系统的订购量

应该相应的减少． 可见，系统的临界点 P*
n ( I =

it0 ) 对库存优化控制具有重要的管理意义，决策

者可以据此对整个库存系统的可靠性进行深入

分析，从而获取最优决策信息，达到优化管理的

目的．

3 数值算例分析

限于篇幅，本算例只考虑 3 种产品的情形． 设

某零售商销售 A、B、C 三种产品，根据消费者对产

品的需求程度将其划分为 4 个状态，依次用数值

1，2，3，4 表示，即状态集 I = { 1，2，3，4} ，其中各

需求状态的定义如下

1 
f( Dn( k+1) ) ，Dn( k+1) ∈［0，150)

0，{
其它

;

2 
f( Dn( k+1) ) ，Dn( k+1) ∈［150，300)

0 ，{
其它

;

3 
f( Dn( k+1) ) ，Dn( k+1) ∈［300，450)

0 ，{
其它

;

4 
f( Dn( k+1) ) ，Dn( k+1) ∈［450，600)

0 ，{
其它

．

假设 Dn( k+1) ～ U( 150( i － 1) ，150i) ，i∈ I ，即

当 dn( k+1) = i 时，其概率密度为

i，k+1( Dn( k+1) ) =
1
150，Dn( k+1)∈［150( i － 1) ，150i) ;

0 ，
{

其它

则由式( 4) 中对 ηk+1 的定义可得 ηn( k+1) = ( 75，

225，375，525) T，n = 1，2，3 ．
3． 1 期望需求量和左右截尾概率

若 A、B、C 三种产品在以往 12 个周期的需求

状态历史数据分别为: H1 = { 4，3，1，3，4，4，3，3，

1，2，3，4} ，H2 = { 1，2，3，4，1，4，4，3，3，1，3，1} 和

H3 = { 2，1，3，3，2，4，2，3，4，1，4，3} ，且其需求状

态间相互转移的关系如图 1 所示

图 1 不同产品间需求状态转移图示

Fig． 1 The state transition diagram of demand between different products

其中 s( i)
k 和 s( l)

k 分别表示第 i、l 种产品于第 k 周

期的需求状态( i，l = 1，2，3; i≠l; 1≤k≤12 ) ．
根据图 1 中不同产品间需求状态的转移规

律，可得各产品需求状态的转移频数和概率矩阵

F( 11) =

0 0 2 0

1 0 0 0

1 1 1 2









0 0 2 1

F( 12) =

0 1 1 0

0 0 1 0

2 0 1 2









1 0 1 1

F( 13) =

1 0 1 0

0 0 0 1

1 2 1 1









0 1 1 1

F( 21) =

1 0 2 0

0 0 0 1

0 1 3 0









1 0 0 2

F( 22) =

0 0 2 1

1 0 0 0

1 1 1 1









1 0 1 1

F( 23) =

0 0 1 2

0 1 0 0

2 1 1 0









0 1 1 1

F( 31) =

1 0 0 1

0 0 1 1

1 0 3 0









0 1 1 1

F( 32) =

1 0 2 0

0 0 0 2

0 1 1 1









2 0 1 0

F( 33) =

0 1 0 2

0 0 1 1

1 1 1 0









1 1 1 0

P( 11) =

0 0 2 /5 0

1 /2 0 0 0

1 /2 1 1 /5 2 /3

0 0 2 /5 1 /









3

P( 12) =

0 1 1 /4 0

0 0 1 /4 0

2 /3 0 1 /4 2 /3

1 /3 0 1 /4 1 /









3

P( 13) =

1 /2 0 1 /3 0

0 0 0 1 /3

1 /2 2 /3 1 /3 1 /3

0 1 /3 1 /3 1 /









3

P( 21) =

1 /2 0 2 /5 0

0 0 0 1 /3

0 1 3 /5 0

1 /2 0 0 2 /









3

P( 22) =

0 0 1 /2 1 /3

1 /3 0 0 0

1 /3 1 1 /4 1 /3

1 /3 0 1 /4 1 /









3

P( 23) =

0 0 1 /3 2 /3

0 1 /3 0 0

1 1 /3 1 /3 0

0 1 /3 1 /3 1 /









3

P( 31) =

1 /2 0 0 1 /3

0 0 1 /5 1 /3

1 /2 0 3 /5 0

0 1 1 /5 1 /









3

P( 32) =

1 /3 0 2 /4 0

0 0 0 2 /3

0 1 1 /4 1 /3

2 /3 0 1 /









4 0

P( 33) =

0 1 /3 0 2 /3

0 0 1 /3 1 /3

1 /2 1 /3 1 /3 0

1 /2 1 /3 1 /









3 0
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其中 F( ji) 表示从第 i 种产品的需求状态到第 j 种

产品的需求状态的转移频数矩阵，P ( ji) 表示从第 i
种产品的需求状态到第 j 种产品的需求状态的转

移概率矩阵( 其具体的定义和求解方法详见文献

［21］的第 7 章) ．
基于 A、B、C 三种产品需求状态的历史周期

数据，易估计出它们的需求状态的平稳分布

X̂( 1) = ( 0．166 7，0．083 3，0．416 7，0．333 3) T;

X̂( 2) = ( 0．333 3，0．083 3，0．333 3，0．250 0) T;

X̂( 3) = ( 0．166 7，0．250 0，0．333 3，0．250 0) T

于是，由文献［21］的( 7． 5) 式，可得各种产品的关

系 权 数 矩 阵 为 Λ =
λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ









33

=

0． 800 0． 100 0． 100
0． 100 0． 100 0． 800
0． 502 0． 100 0．









398

由矩阵 Λ 可知各产品需求状态间的关系． 例

如，A 产品于下个周期的需求状态与自身的需求

状态的关系权数为 0． 800，而 A 与 B、C 产品的关

系权数都等于 0． 100． 显然，A 产品在下个周期的

需求状态与自身的关系更为密切，其需求状态受

B、C 两种产品的影响相对较小． 同理，由矩阵 Λ
的第二、三行的数据，可以得出 B、C 产品需求状

态的关系权数．
若 t0 = k = 12 为由 A、B、C 三种产品构成的

库存系统的初始时刻，则 t = k + 1 为下个周期的

时刻点． 根据引理 1 的结论可知 Xk+1 = AXk ． 再

结合矩阵 Λ 的值，可得多产品在下个周期( 即第

k + 1 周期) 的需求状态的概率分布，即 Xk+1 =

0． 800P
^

( 11)
12 0． 100P

^
( 12)
12 0． 100P

^
( 13)
12

0． 100PP
^

( 21)
12 0． 100P

^
( 22)
12 0． 800P

^
( 23)
12

0． 502P
^

( 31)
12 0． 100P

^
( 32)
12 0． 398PP

^
( 33)













12

X( 1)
k

X( 2)
k

X( 3)











k

=

0． 033 0 0． 633 0． 333
0． 267 0． 067 0． 300 0． 367









0． 201 0． 300 0． 133 0． 367

． 于 是，可 得 以

下需求状态和期望需求量的概率分布列，即
表 1 A，B，C 产品于第 k + 1 周期需求状态 I 和期望需求量 ηn( k+1) 的概率分布 X( n)

k+1 ( n = 1，2，3 )

Table 1 The probability distribution of state I and expected demand ηn( k+1) ( n = 1，2，3) for products A，B and C at time k + 1

I 1 2 3 4

ηn，13 75 225 375 525

X( 1)
13 0． 033 0 0． 633 0． 333

X( 2)
13 0． 267 0． 067 0． 300 0． 367

X( 3)
13 0． 201 0． 300 0． 133 0． 367

再由式( 4) ，可得 A、B 和 C 产品于第 k + 1 周期的期望需求量，即

E( Dk+1 ) =

E( D1( k+1) )

E( D2( k+1) )

E( D3( k+1)









)

=
0． 033 0 0． 633 0． 333
0． 267 0． 067 0． 300 0． 367









0． 201 0． 300 0． 133 0． 367

75
225
375











525

≈
415
340









325

因此，根 据 本 算 例 给 出 的 需 求 状 态 的 定 义，知

E( Dn( k+1) ) ∈［300，450) ，n = 1，2，3 ，故 A、B、C
三种产品在下个周期所处的期望需求状态都为

E( dn( k+1) ) = 3 ，进而可得各产品在下个周期处于

期望需求状态 3 的概率值分别为: P1 ( I = 3) =
0． 633 ，P2 ( I = 3) = 0． 300 和 P3 ( I = 3) =
0. 133; 其左截尾概率分别为: P1 ( I ＜ 3) = 0． 033，

P2 ( I ＜ 3) = 0． 334 和P3 ( I ＜ 3) = 0． 501; 右截尾

概率分别为: P1 ( I ≥ 3) = 0． 966，P2 ( I ≥ 3) =

0. 667 和 P3 ( I≥ 3) = 0． 500 ．
3． 2 模型的最优数值解及其分析

由于本文是在假设单位缺货成本 C ( s)
nk 、单

位过剩成本 C ( o)
nk 和单位资源消耗量 wnk 等参数

为常量的条件下，基于多元马氏理论而提出的

新的报童模型，且由最优订购策略 Q*
n( k+1) 的公

式知其是关于右截尾概率 Pn ( I≥ it0 ) 的单调递

增函数，左截尾概率 Pn ( I ＜ it0 ) 的单调递减函

数． 因此，接 下 来 本 算 例 主 要 考 虑 最 优 订 购 量
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Q*
n( k+1) 与概率值 Pn ( I = it0 ) 的关系以及能力约

束 C 对模型的最优解和概率临界值 P*
n ( I = it0 )

的影响． 为了消除单位缺货成本、单位过剩成本

和单位资源消耗量等因素的差异性对最优解的

影响，本算例模拟了一组特殊的数据，即令各产

品的这三个取值分别相等 ( 具体的取值详见表

2 ) ，以 便 于 确 定 最 优 订 购 量 Q*
n( k+1) 与 概 率 值

Pn ( I = it0 ) 的 关 系 并 分 析 最 优 订 购 策 略

Q*
n( k+1) 、临界值 P*

n ( I = it0 ) 与能力约束 C 之间

的关系．
表 2 能力( capacity) 约束下 Pn ( I = 3) 的临界值及其相应的模型最优解( n = 1，2，3 )

Table 2 The threshold of Pn ( I = 3) and corresponding optimal solution to the model with capacity constraint ( n = 1，2，3)

A 产品 B 产品 C 产品

C( s)
1( k+1) =4，C( o)

1( k+1) =1，w1( k+1) = 1

，E( d1( k+1) ) = 3 ，P1 ( I = 3) =

0． 633，P1 ( I ＜ 3) = 0． 033，P1 ( I ≥

3) = 0． 966 ．

C ( s)
2( k+1) = 4 ，C( o)

2( k+1) = 1 ，w2( k+1) =

1 ，E( d2( k+1) ) = 3 ，P2 ( I = 3) =

0. 300，P2 ( I ＜ 3) = 0． 334 ，P2 ( I≥

3) = 0． 667 ．

C ( s)
3( k+1) =4，C( o)

3( k+1) =1，w3( k+1) =1，

E( d3( k+1) ) = 3，P3 ( I = 3) =

0. 133，P3 ( I ＜ 3) = 0． 501，P3 ( I≥

3) = 0． 500 ．

C: 能力 P*
1 ( I = 3) Q*

1( k+1) P*
2 ( I = 3) Q*

2( k+1) P*
3 ( I = 3) Q*

3( k+1) λ*

1 555 0． 591 561 0． 215 536 0． 006 457 1． 470

1 575 0． 605 564 0． 228 542 0． 020 469 1． 417

1 595 0． 618 567 0． 242 547 0． 033 481 1． 363

1 795 0． 752 592 0． 376 601 0． 167 602 0． 827

1 825 0． 772 596 0． 396 609 0． 187 620 0． 746

1 855 0． 792 600 0． 416 617 0． 207 638 0． 666

2 100 0． 957 631 0． 580 683 0． 371 786 0． 009

2 200 0． 959 632 0． 583 684 0． 374 788 0． 000

2 300 0． 959 632 0． 583 684 0． 374 788 0． 000

2 400 0． 959 632 0． 583 684 0． 374 788 0． 000

由表 2 通过横向比较易知，当能力 C≤ 1 595
时，系统相应的概率临界值和最优订购量满足

Pn ( I = 3) ＞ P*
n ( I = 3) 及 Q*

1( k+1) ＞ Q*
2( k+1) ＞

Q*
3( k+1) ; 当能力 C ≥ 1 795 时，有 Pn ( I = 3) ＜

P*
n ( I = 3) 及 Q*

1( k+1) ＜ Q*
2( k+1) ＜ Q*

3( k+1) ，其中

n = 1，2，3 ． 这些数据的实验结果验证了命题 5 的

结论，即当 Pn ( I = 3) ＞ P*
n ( I = 3) 时，Pn ( I =

3) 的取值对模型的最优解 Q*
n( k+1) 有着正面的影

响，也就是 Q*
n( k+1) 是 Pn ( I = 3) 的单调递增函数;

否则反之． 由本数值算例的结果，得知 A、B、C 三

种产 品 处 于 期 望 需 求 状 态 3 的 概 率 分 别 为

P1 ( I = 3) = 0． 663，P2 ( I = 3) = 0． 300 和 P3 ( I =
3) = 0． 133 ，所以 P1 ( I = 3) ＞ P2 ( I = 3) ＞
P3 ( I = 3) ． 因 此，在 能 力 C 值 的 约 束 下，如 果

Pn ( I = 3) ＞ P*
n ( I = 3) ，则有 Q*

1( k+1) ＞ Q*
2( k+1) ＞

Q*
3( k+1) ; 若 Pn ( I = 3) ＜ P*

n ( I =3) ，则有 Q*
1( k+1) ＜

Q*
2( k+1) ＜ Q*

3( k+1) ． 随着 C 值的增大，P*
n ( I = it0 )

与 Pn ( I = it0 ) 的大小关系也跟着发生改变． 算例

的结果进一步表明，最优订购量 Q*
n( k+1) 关于概率

值 Pn ( I = it0 ) 的单调性，依赖于库存系统的概率

临界值 P*
n ( I = it0 ) 的取值． 当 Pn ( I = it0 ) 属于负

面空间时，库存系统的最优订购量 Q*
n( k+1) 关于概

率值 Pn ( I = it0 ) 具有稳健的单调递减性． 同理，

当 Pn ( I = it0 ) 落在正面空间时，库存系统的最优

订购量 Q*
n( k+1) 关于概率值 Pn ( I = it0 ) 则具有稳

健的单调递增性． 因此，概率值 Pn ( I = it0 ) 对最

优订购量 Q*
n( k+1) 的双重影响，在正、负面空间内

都具有较强的鲁棒性．
为了 更 直 观 深 入 的 分 析 最 优 订 购 策 略

Q*
n( k+1) 、临界值 P*

n ( I = it0 ) 与能力约束 C 之间的

关系，结合 A、B、C 三种产品在表 2 中的参数取

值，给出具体的图例如下:
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图 2 能力约束 C 对最优订购量的影响

Fig． 2 Capacity constraint C impacts on the optimal ordering quantity

图 3 能力约束 C 对概率临界值的影响

Fig． 3 Capacity constraint C impacts on the threshold of probability value

由图 2 可知，随着能力约束 C 值的增大，A、
B、C 三种产品的最优订购量都相应的增加，其中

C 产品的最优订购量受能力约束 C 值的影响最为

敏感，而 A 产品的敏感度相对低些． 能力约束 C
值对各产品最优订购量的敏感性的大小，可归结

为概率临界值所致． 正如上文对表 2 的数据结果

分析所 述，在 能 力 约 束 不 变 的 情 形 下，概 率 值

Pn ( I = it0 ) 对最优订购量 Q*
n( k+1) 的影响取决于概

率临界值 P*
n ( I = it0 ) 的大小． 综合表 2 和图 3 易

知，在能力约束 C 不同的取值条件下，B 产品和 C
产品的正面空间都比 A 产品的大． 如当能力约束

C = 2 100 时，A 产品的正面空间 { P1 ( I = 3) |
P1 ( I = 3) ∈ ( P*

1 ( I = 3) ，1］} = ( 0． 975，1］，而

C 产品的正面空间 { P3 ( I = 3) | P3 ( I = 3) ∈

( P*
3 ( I = 3) ，1］} = ( 0． 371，1］． 因此，P1 ( I =

it0 ) 只有在区间 ［0． 975，1］上取值时，才能对最

优订购量 Q*
1( k+1) 产生正面的影响，而 P3 ( I = it0 )

只要落在区间 ［0． 371，1］上，就可以对 Q*
3( k+1) 施

加正面的影响． 显然，C 产品 P3 ( I = it0 ) 的取值

对最优订购量的正面影响的可能性更大． 因此，随

着能力约束 C 值的增大，A 产品的正面空间进一

步压缩，C 值对其最优订购量增大的敏感度逐渐

降低，从而导致其增长曲线较其它产品而言相对

平坦一些; 同时，各产品的最优订购量都处于一个

相对平稳的状态． 结合表 2 的 λ* 值，易从理论上

解释这种现象． 事实上，当能力约束 C 充分大时，

λ* 值趋向于零，再由模型的 Kuhn-Tucker 条件可

知，此时模型的最优解不再受约束条件 C 的限

制，所以最优订购策略 Q*
n( k+1) 趋向于稳定的状

态． 这表明当能力水平达到一定程度时，可以不考

虑其对库存系统的优化和控制的影响．

4 结束语

利用经典报童模型解决多产品的库存优化问

题存在一定的理论局限性，比如: 总假设各产品之

间的需求相互独立，未考虑需求间的关联性; 在需

求的分布函数给定的条件下，经典模型的最优订

购策略只跟能力、单位缺货成本和剩余成本等非

随机因素有关，从而忽视了随机因素对其最优解

的影响． 针对此问题，本文首先以多元马氏模型为

理论导向，建立了多元马氏需求模型，对多产品的

需求进行预测，并解决了需求间的关联性问题． 库

存系统的决策者可以通过该模型来获知各产品需

求间的关系权数，进而深入了解需求间相互影响

的情况． 其次，在该模型的理论基础上，提出了带

有能力约束的多元马氏需求报童模型，并研究了

该模型的最优解及其性质． 模型( 9 ) 的结论表明，

多产品的最优订购策略不但跟上述的非随机因素

有关，而且与左、右截尾概率和 Pn ( I = it0 ) 等随

机因素有着密切的关系，即最优订购策略 Q*
n( k+1)

是关于右截尾概率 Pn ( I≥ it0 ) 的单调递增函数，

关于左截尾概率 Pn ( I ＜ it0 ) 的单调递减函数，而

跟 Pn ( I = it0 ) 具有正反的双重关系． 因此，在随
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机需求环境下，较于经典的报童模型，基于多元马

氏理论的多产品报童模型更具有优越性和客观实

际意义．
算例的结果表明，只需确定各产品间的转移

概率和依赖需求状态的概率密度，就可以通过多

元马氏理论求出库存系统在下个周期的需求量并

确定它们之间的关系． 同时，在能力约束的条件

下，利用基于多元马氏需求的报童模型，不但可以

得出多产品的最优订购量，还可以得出 Pn ( I =

it0 ) 的临界值 P*
n ( I = it0 ) 在库存优化管理中的一

个重要启示，即决策者可以利用临界值 P*
n ( I =

it0 ) 来对其所销售的产品进行风险评估． 事实上，

当决策者预测出某产品在下个周期处于需求状态

it0 的概率为 Pn ( I = it0 ) 时，该概率值对库存系统

最优策略所产生的影响是正面还是反面是未知

的，但 通 过 与 P*
n ( I = it0 ) 的 比 较，即 可 获 知

Pn ( I = it0 ) 对 最 优 策 略 影 响 的 属 性． 比 如 当

Pn ( I = it0 ) 落在正面空间时，对最优策略具有正

面的影响． 同时，当 Pn ( I = it0 ) 的取值越大时，其

相应的右截尾概率 Pn ( I≥ it0 ) 就越高，从而其所

对应的期望需求状态∑
l

t = t0

itx
( n)
it( k+1) 的值就越大． 在

这种情形下，由需求状态和需求量之间的关系可

知该产品在下个周期的需求量也相应增多，所以

高销售量的可靠性也会高一些． 因此，基于上述条

件，当 Pn ( I = it0 ) 取值越大时，销售商获取高利

润的机率就越高，并且所面临的损失风险就越低．

决策者可以根据该模型的最优解及其性质做出科

学的订货量决策，以获取最大的经济效益，从而提

高库存的优化管理水平．
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Capacitated newsboy model with multivariate Markovian demand

CHEN Jie1，2，CHEN Zhi-xiang1，XING Ling-bo2，CHEN Chong-ping1

1． School of Business，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510275，China;

2． Department of Mathematics，Hainan Tropical Ocean University，Sanya 572022，China

Abstract: In this paper，a multi-product capacitated newsvendor model with stochastic demand is studied．
Firstly，a multivariate Markovian demand model to forecast the demands of multiple products is constructed，

and the relationships among the demands are measured by the model． Secondly，a capacitated newsboy model
with multivariate Markovian demand is proposed，and then the solution of optimal ordering policy for multiple
products is derived． At last，the properties of the optimal policy through the probability value and truncated
probability of the expected demand state are discussed． With capacity constrains，the theoretical analysis
shows that the optimal ordering quantity is a monotonic decreasing function with respect to the left truncated
probability，and a monotonic increasing function with respect to the right truncated probability，but the proba-
bility value of the expected demand state has special dual effects on the optimal ordering quantity．
Key words: multivariate Markov chains; multi-product newsboy problem; capacity constraint; truncated

probability; optimal ordering policy
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