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摘要: 本文研究风险因子多元厚尾分布情形下的信用资产组合风险度量问题． 用多元 t-Copula
分布来描述标的资产收益率分布的厚尾性，同时将三步重要抽样技术发展到基多元 t-Copula 分布

的资产组合模型中，拓宽和丰富了信用资产组合风险度量模型． 同时，并运用了非线性优化技术中

的 Levenberg-Marquardt 算法来解决重要抽样技术中风险因子期望向量估计． 模拟结果表明该算法

比普通 Monte Carlo 模拟法的计算效率更有效，且能很大程度上减少所要估计的损失概率的方差，从

而更精确地估计出信用投资组合损失分布的尾部概率或给定置信度下组合 VaＲ 值．
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0 引 言

对信用资产组合的风险度量研究一直以来都

是学界、工业界关注的重点． 目前大多数信用资

产组合风险度量模型，如 Morgan Chase 的 Credit-
Mertics 模型、McKinsey 的 CreditPortfolio View 模

型、KMV 的 Portfolio Manager 模 型、Credit Suisse
First Boston 的 CreditＲisk + 模型，应用 Monte Carlo
模拟技术计算信用投资组合损失分布的尾部概率

或给定置信度下总风险 VaＲ 值，然而由于信用等

级比较高的信用资产违约概率比较低，计算时通

常阈值比较大时，这时产生组合损失值大于阈值

的样本比较稀少，为了得到精确的估计值需要产

生大量的样本，这增加了计算时间和工作量，大大

影响了模拟效率．
为此，Merino 和 Nyfeler［1］提出了一个新的计

算组合 损 失 分 布 的 方 法: 快 速 傅 里 叶 变 换 与

Monte Carlo 方法相结合，这种方法能够快速又准

确地 计 算 整 个 组 合 损 失 分 布． Grundke［2］ 基 于

CreditMetrics 模型的基础之上，运用了 Fourier 变

换技术度量出信用资产组合损失分布的尾部概

率． Glasserman 和 Li［3］在多元正态 Copula 的框架

下，为了克服极小概率违约事件发生概率估计的

困难，提出了把两步重要抽样技术发展到信用投

资组合度量模型，第一步，通过对反映组合风险的

多个信用风险因子的联合分布进行概率测度变

化，从而改变多个信用风险因子的期望向量，在相

应区域产生更多的样本，第二步，在给定的信用风

险因子条件下，对条件违约概率进行概率测度的

指数变化，使得该情形下不再是稀有事件 Monte
Carlo 模拟，从而减少 Monte Carlo 模拟计算工作

量． 在此基础上，为了进一步减少模拟估计的误

差，又能达到快速模拟的目的，Glasserman 等［4］应

用非线性优化技术中的背包问题来解决两步重要

抽样技术中的信用风险因子的期望向量确定问
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题． 另外，Glasserman［5］也在多元正态 Copula 的

框架下，分别使用了同质的单因子近似方法、启发

式鞍点法、数值积分的拉普拉斯变换方法来近似

估计信用资产组合损失分布的尾部概率，并指出

近似估计尾部概率的精度关键取决于用来刻画不

同交易对手相依关系的多元正态 Copula 的相关

结构． Grundke［6］在信用风险因子的联合分布为

多元正态分布的框架下，把 Glasserman 和 Li［3］提

出的两步重要抽样技术发展到 Grundke［2］的信用

资产组合市场风险度量模型中，建立了基于两步

重要抽样技术的信用资产组合风险度量模型．
上述这些模型的缺陷在于对于信用资产组合

损失分布的尾部概率是基于多元正态 Copula 进

行的，然而在两个随机变量之间的线性相关系数

小于 1 的情形下正态 Copula 的尾部相依系数为

零，意味着当边际违约概率比较少时，这将导致违

约的示性函数是渐近独立的，这和事实上的相关

违约不相吻合． 而且，大量的实证表明与结构模

型中的相关违约有着内在联系的资产收益率的分

布尾部经常厚过正态分布的尾部，显示出尖峰厚

尾． Heyde 和 Kou［7］、Aas 和 Haff ［8］、Behr ＆
Ptter［9］分别运用了不同方法和数据发现这些金

融变量表现出高峰和厚尾特征． 这意味着传统的

正态 Copula 假设不能够真正反映这一特征．
另外，Ｒosenberg ＆ Schuermann［10］、Kole 等［11］

研究指出 Copula 函数可以直观容易的描述违约

组合的相关性，但是对于小样本的情况下，选择正

确的函数形式是不容易的，同时由于违约数据之

间往往存在非线性的相关关系，如何刻画组合之

间的相关关系至关重要． 基于多元正态 Copula 不

能够很好地捕获信用风险因子的相依关系，而多

元 t － 分布可有多元正态分布和 χ2 分布组成的混

合结构来描述，这个特点对风险因子极值相依提

供了一个有用的解释( 参见文献［12 － 15］) ．
此外，Glasserman 等［16］、Johannes 等［17］、Kam-

dem［18］、Broda［19］研究发现，度量资产组合市场风

险时用 t － 分布来刻画风险因子回报的厚尾特征

是比较合适的方法． 而 Kang 和 Shahabuddin［12］，

Bassamboo 等［13］，Chan 和 Kroese［14］，Ｒeitan 和

Aas［15］，Kostadinov［20］把以上在多元 t-Copula 框架

下度量资产组合市场风险模型的思想运用到信用

风险度量，把两步抽样技术推进到三步重要抽样

技术，推导出 t-Copula 两步重要抽样技术下的组

合尾部概率的计算公式．
但应用重要抽样技术对信用风险因子进行概

率测度变换后，这些模型都会遇到对信用风险因

子的期望向量估计优化问题，但如何解决该问题

还待完善． 本文运用了非线性优化技术中的 Lev-
enberg-Marquardt 算法来解决这个问题，该算法同

时具备有高斯牛顿算法、梯度法的优点．
基于以上分析，本文基于 Glasserman 和 Li［3］

把共同风险因子的相依关系转换为不同资产的违

约示性函数的相依关系来刻画的思想，用多元

t-Copula分布来描述标的资产收益率分布的厚尾

性，把两步抽样技术推进到三步重要抽样技术，将

三步重要抽样技术发展到基于多元 t-Copula 分布

的资产组合模型中，同时，运用了非线性优化技

术中的 Levenberg-Marquardt 算法来解决三步重要

抽样技术中风险因子期望向量估计．

1 基于 t-Copula 的组合信用风险度量

在评估和管理金融资产的风险时，金融市场

上发生的历次金融危机都说明了金融资产之间的

那种互相联动性是很有考虑的必要的，独立地分

析每个资产的信用风险是远远不够的． 因此，用

投资组合的视角来考察是信用组合风险管理的核

心． 一般来说，信用组合可以被分为两种: 一种是

同质组合，另一种是异质组合． 在新巴塞尔协议

的资本监管框架下，同一信用级别中的信用资产

被认为是同质的，不同信用级别中的信用资产被

认为是异质的． 即同质组合中的每个债务人的边

际违约概率都是一样的，异质组合中的每个债务

人的边际违约概率是不相等的． 本文研究的重点

是异质组合的信用风险． 为了更好的描述模型，

引入了下面几个变量符号．
m: 表示信用组合中的可违约证券个数．
Di : 表示示性函数，若第 i个证券发生违约，则

取 1，否则为 0．
pi : 表示第 i 个债务人的边际违约概率．
ci : 表示第 i 个债务人的风险暴露值．
si : 表示第 i 个债务人违约损失率．
L: 表示信用组合的总损失值．
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假设一个组合中由 m 个债务人组成，那么组

合的总损失就为

L = ∑
m

i = 1
Li = ∑

m

i = 1
ci siDi ( 1)

其中 si 违约损失率是指当一旦债务人违约将会给

债券人所带来的损失程度，其取值范围介于0 到1
之间．

建立联合违约模型的最终目的是估计损失分

布尾部概率 P( L ＞ x) ，尤其是当损失阈值 x 比较

大时对应的事件{ L ＞ x} 是比较稀少，如何估计

出此时的损失分布尾部概率 P( L ＞ x) 是本文的

研究目标，即估计出

P( L ＞ x) = E［I( L ＞ x) ］ ( 2)

其中 I( ) 是示性函数．
在建立联合违约模型的过程中，需要引入组

合中每个债务人之间，即示性指标 Yi 之间的相关

性结构． 在正态 Copula 模型中，由经典的关于公

司价值的结构模型这种相依性是通过一个多元正

态向量 W = ( W1，…，Wm ) 引入的． 设定两个指标

WT
i =

ln( Vi
T /V

i
0 ) － miT
σi

( 标准化收益) ( 3)

Bi =
ln( Li ) － miT

σi
( 标准化账面价值) ( 4)

其中 Vi
0表示第 i 个债务人所属公司资产在 0 时刻

的价值，VT
0 表示第 i个债务所属公司资产在 T时刻

的价值，违约杠杆率 Li =
Ki

V0
i，Ki 为第 i 个公司的

债务，i = 1，2，…，m．
然后，每个违约示性函数就可以表示成

Di = I［Wi ＜ Bi］ ( 5)

则违约概率

P( Di = 1) = P( Wi ＜ Bi ) = pi ( 6)

这就是说，如果 Wi≤Φ －1 ( pi ) ( 其中 pi 是第 i 个债

务人的边际违约概率) ，那么第 i 个债务人就视作

是违约的． 通过这种关系的构建，Wi 之间的相关

关系决定了 Yi 之间的相关关系． 而 Wi 之间潜在

的相关性可以通过如下形式的因子模型来设定

Wi = ∑
n

k = 1
aikZk + biεi ( 7)

其中 Zk 是系统公共风险因子，εi 是第 i 个债务人

的特殊风险因子． ai1，…，ain 是第 i 个债务人的因

子载荷系数，bi = 1 － ( a2
i1 + … + a2

in槡 ) ． 系风险

因子一般代表了一些经济含义，例如市场因素，行

业因子以及区域分类等． 假设系统性因子均相互

独立，并且系统因子和非系统因子均服从 N( 0，

1) ． 令 Z = ( Z1，…，Zn ) ，在 Z = z 的条件下，违约

因子是相互独立的，第 i 个债务人条件违约概

率为

pi ( z) = P( Di = 1 | Z = z)

= Φ
Φ －1 ( pi ) －∑

n

k = 1
aikZk

b( )
i

( 8)

正态 Copula 模型中，违约因子之间的相关性

通过多元正态向量( W1，…，Wm ) 建立． 如果

Wi ≤ Φ －1 ( pi ) ( 9)

债务人 i 将发生违约，其中 pi 是第 i 个债务人的边

际违约概率． 那么 Wi 之间的相关关系就通过以

下形式连接而成

Wi = ∑
n

k = 1
aikZk + biεi ( 10)

鉴于运用多元正态 Copula 来描述相关违约

的缺陷，进一步，违约因子之间的相关性通过多元

t-分布向量( W1，…，Wm ) 建立． 利用多元 t-分布

可有多元正态分布和 χ2 分布组成的混合结构来

描述，式( 10) 多元正态的模型变为

Wi = v
槡V (∑

n

k = 1
aikZk + biεi ) ( 11)

其中 aik，Zk，bi，εi 和式 ( 7) 中定义的一样，其中

V ～ χ2v 是一个服从自由度为 v 的卡方分布的变

量． 因此如果

Wi ≤ t －1ν ( pi ) ( 12)

那么第 i 个债务人违约将发生违约，其中 t －1v 为自

由度为 v的 t-分布的累积分布函数． 在Z = z，V =
v 的条件下，违约因子相互独立，第 i 个债务人条

件违约概率为

pi ( z) = P( Di = 1 | Z = z，V = v)

= Φ
V
槡ν

t －1ν ( pi ) －∑
n

k = 1
aikZk

b









i

( 13)

1． 1 基于重要抽样技术的 Monte Carlo 模拟

Monte Carlo 模拟方法经常被用来估算式( 2)

中的损失分布尾部概率 P( L ＞ x) ，然而由于 VaＲ
值的估计( 对应的尾部概率的估计的阈值) 是在
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极小概率事件发生情形下进行的，计算时通常阈

值比较大时，会导致 I( L ＞ x) = 0 出现比较高的

频率，事件{ L ＞ x} 比较稀少，即这时产生组合损

失值大于阈值的样本比较稀少． 为了取得理想的

模拟效果，需要产生大量的样本，大大影响了模拟

效率．
而重要抽样技术是特别适合稀有事件模拟，文

献 Glasserman 等［21］、Glasserman 等［16］、Glasserman
和 Li ［3］、Grundke［6］ 关于重要抽样技术有详细的

讨论．
运用重要抽样技术估计组合损失分布的尾部

概率的关键，就是如何选择一个合适违约概率，使

得稀少事件{ L ＞ x} 更有可能发生，不再是稀少

事件． 运用重要抽样技术时，模拟计算时违约概

率是从这个合适违约概率 qi 取样，而不是从原来

的违约概率 pi 取样． 在重要抽样技术情形下，式

( 2) 变为

P( L ＞ x) = 槇E I( L ＞ x)∏
n

i =1

pi
q( )
i

Di 1－pi
1－q( )

i

1－D

[ ]i

( 14)

其中 槇E 表示取样在新的违约概率 qi 下的期望，

∏
n

i = 1

pi

q( )
i

Di 1 － pi

1 － q( )
i

1－Di

为原来的分布( D1，D2，…，

Dn ) 与概率测度变换后新的分布的似然比． 因

此，当违约示性函数从新的违约概率 qi 取样时，

I( L ＞ x) ∏
n

i = 1

pi

q( )
i

Di 1 － pi

1 － q( )
i

1－Di

是 P( L ＞ x) 的一

个无偏估计．
1． 2 指数扭曲

指数扭曲和对应的重要抽样技术经常出现在

稀有事件模拟中( 参见文献［22］和文献［5］) ． 对

式( 1) 的组合损失 L 进行指数扭曲，假设 θ是所有

i 的指数扭曲参数，定义

qi = pi，θ =
pieθ

ci

1 + pi ( eθ
ci － 1)

( 15)

如果 θ ＞ 0，那么新的分布函数值将大于原先

的 pi ; 若 θ = 0，那么违约概率没有发生变化． 经过

指 数 扭 曲 之 后 对 应 的 似 然 比 ∏
n

i = 1

pi

q( )
i

Di

×

1 － pi

1 － q( )
i

1－Di

就可以变为

∏
m

i =1

pi
qi，

( )
θ

Di 1 － pi
1 － qi，

( )
θ

1－Di

= exp( － θL + ψ( θ) )

( 16)

其中 ψ( θ) = ln E( eθL ) = ∑
m

i = 1
ln( 1 + pi ( eθ

ci －

1) ) ． 那么若 L 均从 pi，θ 中抽样产生，对于任何指

数扭 曲 参 数 θ，估 计 值 I{ L ＞ x} e －θL+ψ( θ) 都 是

P{ L ＞ x} 的无偏估计． 式( 16) 意味着对式( 15)

中的违约概率进行指数扭曲和对组合损失 L 进行

指数扭曲是等价的．
1． 3 方差减少分析和指数扭曲参数确定

下面将分析指数扭曲后的 P( L ＞ x) 的估计

值方差如何减少以及如何确定指数扭曲参数 θ．
为了减少 P( L ＞ x) 的估计值方差，自然想到

可最小化在重要抽样下 I{ L ＞ x} e －θL+ψ( θ) 的二

阶矩

m2( x，θ) = Eθ［( e －θL+ψ( θ) I( L ＞ x) ) 2］

=Eθ［e
－2θL+2ψ( θ) I( L ＞ x) ］≤e －2θx+2ψ( θ)

( 17)

其中Eθ 表示重要抽样情形下指数扭曲参数为 θ的

期望． 然而，直接找一个 θ( θ≥ 0) 最小化 m2 ( x，

θ) 是比较困难的． 虽然直接最小化m2 ( x，θ) 是困

难的，但最小化式( 17) 的上确界是比较容易的．
而且由于 θ 的选取是减少方差，因此当 m2 ( x，θ)

最小，对应的 θ 最优． 根据前面分析，可以通过计

算其上确界最小值求得对应的 θ． 这等价于最小

化 ψ( θ) － θx( θ≥ 0) ． 由于 ψ( θ) 是严格凸函数

且经过原点，因此通过最小化式( 17) 的上确界可

以确定指数扭曲参数 θ，即

θx =
非线性方程 ψ' ( θ) = x 的解，x ＞ ψ' ( 0)

0， x≤ ψ' ( 0{ )

( 18)

另外，由式( 18) 得到的 θx 在稀有事件模拟时还有

另外一层的含义． 由于 L 的累积量母函数( 矩母

函数的对数) ψ( θ) = ln E( eθL ) 、E［exp( θL) ］ =
exp［ψ( θ) ］及概率测度的指数扭曲的定义，则有

ψ' ( θ) = E［Lexp( θL) ］
E［exp( θL) ］

= E［Lexp( θL) ］
exp( ψ( θ) )

= E［Lexp( θL － ψ( θ) ) ］

= Eθ［Lexp( θL－ψ( θ) ) exp(－θL+ψ( θ) ) ］

= Eθ［L］ ( 19)
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结合式 ( 18) 和式 ( 19) ，在 θ = θx 情形下，

Eθ［L］的期望为 x，说明在经过概率测度变换后，L
的期望为 x，说明运用重要抽样技术时组合损失

的期望值接近阈值 x，这进而说明在重要抽样情

形下，事件{ L ＞ x} 不再为稀少事件，而且又能减

少 P( L ＞ x) 的估计值的方差( θ = θx 情形下 θx 最

小化 了 二 阶 矩 的 上 界 ψx ( θ) ) ，同 时 I{ L ＞

x} e －θL+ψ( θ) 又是 P( L ＞ x) 的一个无偏估计．
1． 4 三步重要抽样

为了进一步减少方差，在基于 t-Copula 的信

用资产组合风险度量模型中，本文进行三步重要

抽样，即从对违约概率 pi 进行指数扭曲延伸到对

系统因子 Z 和 卡 方 分 布 的 随 机 变 量 V 进 行 指

数扭曲．
第一步重要抽样，对违约概率 pi 进行概率测

度变换． 在 Z = z，V = z 的条件下，违约示性函数

D1，D2，…，Dn 是相互独立，第 i 个债务人条件违约

概率 pi ( Z，V) 由式( 13) 给出． 因此，应用 pi ( Z，

V) 替换 pi 来求解非线性方程式( 18) 的 θx ( Z，V) ，

然后分别把指数扭曲后的条件违约概率 pi ( Z，V)

和指数扭曲参数 θx ( Z，V) 和代入式( 15) ，可得

pi，θx ( Z，V) =
pi ( Z，V) eθx( Z，V) ci

1 + pi ( Z，V) ( eθx( Z，V) ci － 1)

( 20)

由式( 16) ，违约概率经指数扭曲后对应的似然比

变为

l1 =∏
m

i =1

pi ( Z，V)
pi，θx( Z，V) ( Z，V( ))

Di 1－pi ( Z，V)
1－pi，θx( Z，V) ( Z，V( ))

1－Di

= exp［－ θx ( Z，V) L + ψ( θx ( Z，V) ) ］ ( 21)

第二步重要抽样，对系统因子 Z 进行概率测

度变换． 经过指数扭曲后系统因子 Z 变成期望向

量为μ( 期望向量估计优化问题下节说明) 和协方

差矩阵为单位矩阵为 I 的多元正态分布． 即系统

因子Z从多元正态分布N( μ，I) 取样，而且系统因

子 Z 经概率测度变换后对应的似然比为

lZ =
( 2π) － d

2 exp － 1
2 ZT( )Z

( 2π) － d
2 exp － 1

2 ( Z － μ) T( Z － μ[ ])

= exp － μTZ + μTμ( )2
( 22)

第三步重要抽样，对随机变量 V 进行概率测

度变换． 由于在模拟中要产生随机变量 Y 的随机

数，本文先研究 V 经过概率测度的指数变化后的

概率密度情况． 设 f( V) 为 χ2v 分布的概率密度; 假

设存在指数变化参数 α，把概率密度 f( V) 转换为

fα ( V) ，这样随机变量 V 经概率测度变换后对应的

似然比为

lV = f( V)
fα ( V)

= exp( － αV + ψV ( α) ) ( 23)

其中 ψV ( α) 为 V 的累积量母函数．

利用 V 的累积量母函数 ψV ( α) 和 V 的矩母函

数 V ( α) 的 关 系 ψV ( α) = ln［V ( α) ］ 以 及

V ( α) = ( 1 － 2α) －v /2，并结合式( 23) 得

fα( V) = f( V) exp( αV － ψV( α) )

= V( v /2－1) exp( － V/2)
2v /2Γ( v /2)

exp( αV － ψV( α) )

=
V( v /2－1) exp(－( 1 － 2α

2 ) V)

2v /2Γ( v /2)
exp(－ψV( α) )

=
V( v /2－1) exp( － ( 1 － 2α

2 ) V)

2v /2Γ( v /2)
1

V( α)

=
V( v /2－1) exp(－( 1－2α2 ) V)

2v /2Γ( v /2)
( 1 － 2α) v /2

=
V( v /2－1) exp( － ( 1 － 2α

2 ) V)

Γ( v /2)
( 1 － 2α

2 )
v /2

= ( 1－2α2 )
v /2 V( v /2－1)

Γ( v /2)
exp( － ( 1 － 2α

2 ) V)

= ( 2
1 － 2α

)
－v/2 V( v /2－1)

Γ( v /2)
×

exp( － V
2 / ( 1 － 2α)

) ( 24)

可见，fα ( V) 为尺度参数为
2

1 － 2α
、形状参数为 v /2

的伽玛( Gamma) 分布概率密度，即 V 经过概率测

度的指数变化后变成了伽玛( Gamma) 分布，因此

进行重要抽样和分层抽样相结合情形模拟时，通

过伽玛( Gamma) 分布产生 Y 的随机数．

应用式( 21) 、式( 22) 、式( 23) ，可得到组合损

失分布尾部概率
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P( L ＞ x) = p( Y1 = 1，Y2 = 1，…，Yn = 1)

=E( p［Y1 =1，Y2 =1，…，Yn =1 | Z，V］)

= E( p［I( L ＞ x) | Z，V］)

= Eθx( Z，V) ［I( L ＞ x) lZlZlV］
= Eθx( Z，V) { I( L ＞ x) e［－θx( Z，V) L+ψ( θx( Z，V) ) ］ ×

e－μTZ+μTμ /2e( －αV+ψV( α) ) } ( 25)

因此，

I( L ＞ x) × e［－θx( Z，V) L+ψ( θx( Z，V) ) ］e－μTZ+μTμ /2e( －αV+ψV( α) )
是

P( L ＞ x) 的 一 个 无 偏 估 计 且 指 数 扭 曲 参 数 为

θx ( Z，V) ．
1． 5 期望向量估计优化方法

应用三步重要抽样技术对系统因子进行概率

测度变换后，最关键一步是对系统因子的期望向

量估计，即如何估计系统因子经概率测度变换后

对应的多元正态 Z 的期望向量 μ．
根据方差分解定理，可以得到

Var( p̂x ) = E( Var［p̂x | Z，V］) +

Var( E［p̂x | Z，V］) ( 26)

其中 p̂x 为 P( L ＞ x) 的估计量．
根据上面的分析，本文已经最小化了重要抽样

情形下式( 17) 中的二阶矩上界，即Var( E［p̂x| Z，V］)

已经取得了最小值，因此为了使得方差最小，应该使

得方差分解中的第二项Var( E［p̂x| Z，V］) 取得最小．

由于 E［p̂x | Z，V］) = P( L ＞ x | Z，V) ，由全

期望公式可得

P( L ＞ x) = ∫∫P( L ＞ x | Z，V) ×

fZ ( Z) fV ( V) dZdV ( 27)

其中 fZ ( Z) 是 Z 的概率密度函数，fV ( V) 是 V 的概

率密度函数． 从式( 27) 可以看出，对 Z 和 V 选择

合适的重要抽样分布可减少 P( L ＞ x | Z，V) 估

计方差．
根据零方差重要抽样技术，Z 取样的密度函

数比例于式( 27 ) 中被积函数，即 Z 从以下密度

函 数 中 抽 样: Z → P( L ＞ x | Z，V) e －ZTZ/2 ×

1
2 v /2Γ( v /2)

Vv/2－1e －V/2 ． 由于 Z 和 V 相互独立，根据

Juneja 和 Shahabuddin［23］ 研究成果，Z 等价于从

以下 密 度 函 数 中 抽 样: Z → P( L ＞ x | Z，

V) e －ZTZ/2 ． 这样，为了求得最优的 Z 的期望向量，

等同于求以下优化问题

max
Z

P( L ＞ x | Z，V) e －ZTZ/2 ( 28)

想得到式( 28) 的精确解是比较困难的，但 Kang 和

Shahabuddin［12］、Kostadinov［24］、Bassamboo 等［13］、
Chan ＆ Kroese［14］、Ｒeitan 和 Aas［15］ 分别运用了几

种如高斯牛顿法等数值方法把这个问题简单化，从

而近似计算出Z的期望向量． 然而，这些算法在计算

时有收敛速度比较慢的缺点，本文运用了非线性优

化技术中的Levenberg-Marquardt算法来解决这个问

题，该算法归属于非线性最小二乘算法，而且该算法

同时具备有高斯牛顿算法、梯度法的优点，他不但具

有最小误差逼近优点同时还以其计算的高精度著

称，是通过梯度求极值的一类算法，被形象描述为

“爬山”法的一种． 因此，本文在求解最优的 Z 的期

望向量时，采用了 Levenberg-Marquardt 算法来求解

( Levenberg-Marquardt 算法具体步骤可参见文献

［25］和文献 ［26］) ．
1． 6 t-Copula 组合风险重要抽样的算法

步骤 1 求解得出最优的 Z 的期望向量 u．

步骤 2 从尺度参数为
2

1 － 2α
、形状参数为

v /2 的伽玛分布中随机产生样本．
步骤 3 从 N( u，I) 中随机产生出样本值．
步骤 4 通过式( 18) 求解最优的 θx ( Z，V) ．
步骤 5 计算旋转的条件违约概率值

pi，θx ( Z，V) =
pi ( Z，V) ) eθx( Z，V) ci

1 + pi ( Z，V) ( eθx( Z，V) ci － 1)
，并

确定示性函数值．

步骤 6 计算 L =∑
m

i = 1
Li =∑

m

i = 1
ci × si × Di 以

及估算值

I( L ＞ x) e［－θx( Z，V) L+ψ( θx( Z，V) ) ］e－μTZ+μTμ /2e( －αV+ψV( α) )

( 29)

2 基于 t-Copula 的组合信用风险度

量的数值模拟

这节 将 通 过 数 值 计 算 讨 论 和 比 较 在 正 态

Copula 和 t-Copula 情形下采用普通 Monte Carlo
模拟和基于重要抽样的 Monte Carlo 模拟之间的
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数 值 比 较，即 基 于 正 态 Copula 模 型 和 基 于

t-Copula 模型下组合损失分布尾部概率的比较，

并且将对计算效率进行相互比较．
2． 1 普通 Monte Carlo 模拟

可以通过 Monte Carlo 模拟得到组合的信用

风险损失分布，具体步骤如下

1) 正态 Copula 模型下的 Monte Carlo 模拟．
步骤1 随机产生服从 N( 0，1) 公共因子值．
步骤 2 计算条件违约概率 pi ( z) ．
步骤 3 根据违约概率求得组合的损失值

L =∑
m

i = 1
Li = ∑

m

i = 1
ci × si × Di ．

步骤 4 计算估计值 1{ L ＞ x}

步骤 5 重复上述步骤 1 ～ 410 000 次，最后

求得平均值．
2) t-Copula 模型下的 Monte Carlo 模拟

步骤 1 随机产生服从 t( v) 的公共因子值．
步骤 2 计算条件违约概率 pi ( z) ．
步骤 3 根据违约概率求得组合的损失值

L =∑
m

i = 1
Li = ∑

m

i = 1
ci × si × Di ．

步骤 4 计算估计值 1{ L ＞ x} ．
步骤 5 重复上述步骤 1 ～ 410 000 次，最后

求得平均值．
2． 2 数值模拟结果

本文采用了 Glasserman 和 Li［3］ 的模型，假设

pi = 0． 01 × ( 1 + sin( 16πi /m) ) ，

i = 1，…，1 000

ci = ( 5i
m

) 2，i = 1，…，m

aik ～ U( 0，1 槡/ n ) ，n = 10

其中公共因子系数 aik 服从 0 到 1 槡/ n 的均匀分

布，把样本分为五组，每组风险暴露值分别为 1，

4，9，16，25．

在正态 Copula 情形下，进行了 1 000 次重要

抽样技术下的模拟资产组合的损失分布，同时利

用普通 Monte Carlo 模拟10 000 次，并且得到两者

结果如下图．

图 1 基于正态 Copula 的普通 Monte Carlo 模拟和重要抽样技术的模拟结果

Fig． 1 Simulation performance for general Monte Carlo simulation and importance sampling technique based on normal copula model

从模拟计算过程及上图可知，重要抽样技术可

以快速的简化计算时间，相比于普通 Monte Carlo 模

拟 10 000 次，基于1 000 次重要抽样技术下的模拟快

速准确的拟合了正态Copula组合的VaＲ值． 当损失

额超过 3 000 时，普通 Monte Carlo 由于模拟次数为

10 000，因此其无法计算得到损失额较大情况下的概

率，而重要抽样技术却解决了此问题．
假设组合之间的自由度为 5，其他参数同上，

在 t-Copula 情形下，本文同样进行了1 000 次重要

抽样技术下的模拟资产组合的损失分布，同时利

用普通 Monte Carlo 模拟10 000 次，并且得到两者

t-Copula 组合的风险值结果如下图．
从模拟计算过程及上图可知，重要抽样技术

也可以快速的简化 t-Copula 组合的风险值的计算

时间，通过与普通 Monte Carlo 模拟结果比较，重

要抽样技术准确的拟合了 VaＲ 值． 针对稀有事件

的情况 下，普 通 Monte Carlo 模 拟 在 模 拟 次 数

10 000 次的限制下，无法计算得到损失值3 000 以

后的概率，而重要抽样技术下的 Monte Carlo 模拟

则不存在此类问题．
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图 2 基于 t-Copula 的普通 Monte Carlo 模拟和重要抽样技术的模拟结果

Fig． 2 Simulation performance for general Monte Carlo simulation and importance sampling technique based on t-copula model

2． 3 模型检验

由于重要抽样技术的概率值是无偏的，本文还

需检验统计量的有效性． 通过方差减少系数检验重

要抽样是否可以方差减少进而检测其有效性．

V． Ｒ = p̂ － p̂2

m̂2 ( x，θ) － p̂2
( 30)

其中 V． Ｒ 表示方差减少系数，式( 30) 中分子表示

为常用 Monte Carlo 的方差估计值，分母表示为重

要抽样分布情形下的方差估计值，m̂2 ( x，θ) M 表

示在重要抽样下二阶矩的估计值． 当 V． Ｒ 取值越

大时，说明方差减少的越多，表明重要抽样技术越

有效．

表 1 正态 Copula 重要抽样下的方差减少系数

Table 1 Variance reduction ratios using IS based on normal copula model

y( 损失值或 VaＲ 值) P( L ＞ y) 方差减少系数

1 000 0． 020 1 19． 95

1 300 0． 009 5 36． 10

1 600 0． 004 3 57． 05

1 900 0． 001 7 138． 15

2 200 0． 000 9 243． 88

2 500 0． 000 5 481． 25

2 800 0． 000 2 949． 27

表 2 t-Copula 重要抽样下的方差减少系数

Table 2 Variance reduction ratios using IS based on t-Copula model

y( 损失值或 VaＲ 值) P( L ＞ y) 方差减少系数

1 000 0． 016 8 5． 38

1 300 0． 008 5 9． 44

1 600 0． 003 3 44． 84

1 900 0． 001 7 154． 26

2 200 0． 001 0 266． 76

2 500 0． 000 9 1 601． 12

2 800 0． 000 5 1 764． 51

由表 1 和表 2 可知，随着损失值的增加，方

差减少系数值逐渐增加，说明在稀有事件下，重

要抽样技术下的 Monte Carlo 模拟相对于普通

Monte Carlo 模拟而言，模拟的方差大大减少，可

以更快更准确的测度稀有事件下的信用资产组

合风险．
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3 结束语

由于信用资产组合的风险度量不仅需要考虑

资产组合样本数量成千上万所导致的计算速度减

缓问题，同时还需要测算资产之间的非线性相关

关系，通过重要抽样技术和分解组合的公共因子

和特殊因子，可以解决以上问题． 本文在基于正

态 Copula 的重要抽样思想下，利用条件概率以及

概率测度变换等方法，推导给出了 t-Copula 重要

抽样技术下的计算公式． 同时针对重要抽样中系

统因子期望向量均值估计的这一重要环节，在解

决该类问题一些学者所提出的高斯牛顿算法上改

用了 Levenberg-Marquardt 算法，该算法不仅拥有

高斯牛顿算法的优点，同时兼有梯度法的智能．
最后，基于正态Copula和 t-Copula函数下，本文

进行了风险值的 Monte Carlo 数值的模拟，通过比较

重要抽样技术下的Monte Carlo 模拟和普通的Monte
Carlo 模拟，得到方差减少系数表明重要抽样技术下

的模拟可以更快、更准确的测量组合的风险值．
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Abstract: This paper develops an efficient simulation method to calculate credit portfolio risks when the risk
factors have heavy-tailed distributions． In modeling heavy tails，the features of return on the underlying assets
are captured by multivariate t-copula． Moreover，a three-step importance sampling ( IS) technique is devel-
oped in the t-copula credit portfolio risk measure model for further variance reduction． This broadens and enri-
ches credit portfolio risk measure models． Simultaneously，the Levenberg-Marquardt algorithm associated with
nonlinear optimal technique is applied to estimate the mean-shift vector of the systematic risk factors after the
probability measure changes． Numerical results show that IS technique based on t-copula is more efficient and
accurate than plain Monte Carlo simulation in calculating the tail probability of distribution of portfolio loss ( or
VaＲ of credit portfolio risk under a given confidence level) and that the IS technique can decrease the vari-
ance of estimation on the tail probability to a great degree．
Key words: portfolio; heavy-tailed distribution; structure model; importance sampling technique
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