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摘要：增强指数模型旨在用少量的成份股构建指数跟踪组合，以期在跟踪指数趋势的同时获

取高于指数平均收益的超额收益．当市场指数下跳时，跟踪组合会跟随指数趋势而产生巨额损
失，因此有必要在传统的增强指数模型中加入下端风险约束，以阻止跟踪组合随指数下跳的风

险．下偏矩（ｌｏｗｅｒｐａｒｔｉａｌｍｏｍｅｎｔ，ＬＰＭ）作为下端风险度量工具，具有良好的理论性质且涵盖
了损失概率、期望损失、下半方差等经典度量方法，因此本文构建 ＬＰＭ约束下的增强指数模
型．该模型有三个特点：第一，具有更加一般的目标函数且允许投资者根据自身的目标设置参
数，通过调节模型中的权衡参数，模型可以退化到传统的指数复制模型和超额收益最大化模

型；第二，加入非参数ＬＰＭ约束，以控制跟踪组合的下端风险；第三，得到目标函数和非参数
１－阶ＬＰＭ的凸性，证明了基于非参数１－阶ＬＰＭ约束的增强指数模型是凸优化问题．模拟和
实证结果表明，本文的模型能够控制下端风险并获得超额收益．
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０　引　言

近年来，随着我国私募基金的迅速崛起和金

融衍生类产品的推出，量化投资成为业界和学术

界关注的热点，而量化投资策略构建是量化投资

的关键．主动管理和被动管理是两类最主要的量
化投资策略．主动管理投资策略灵活运用各种选
股技术挑选出价值被低估的资产，最终目标是获

得超过市场平均收益的超额收益．而被动管理策
略严格遵从事先约定的规则和标准，严格按照规

则跟踪市场的走势，获取市场的平均收益
［１］．大

量的实证研究发现，由于积极型投资组合的风险

没有被充分分散化，再加上频繁交易产生的管理

成本和交易费用等原因，在长期内主动投资者并

不能通过积极管理投资组合来战胜市场；从长期

来看，经济总是向上发展，证券市场及其指数都有

长期的上涨趋势，被动管理策略可以通过充分的

分散化投资来合理地控制风险，同时随着市场的

上涨能够获得市场平均水平的收益．因此越来越
多的投资者放弃了纯粹积极的投资管理模式，更

多地采用被动的或混合的投资管理模式．
指数化投资是被动投资管理领域中的重要方

法，在共同基金、对冲基金和养老基金的资产管理

中被广泛运用
［２］．使用该策略的投资者既不需要

通过证券分析来发现被错误定价的股票，也不试

图预测市场的未来走势，而是希望能够通过构建

投资组合跟踪目标指数的业绩，获取与目标指数

相同的收益．使用指数化投资策略进行投资组合
管理，不仅管理成本和费用较低，更重要的是投资

组合仅仅承担市场系统性风险，其它额外的风险
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都通过分散化投资加以分散甚至消除
［１］．指数化

投资策略大致可以分为完全复制策略和优化复制

策略
［３］．完全复制策略是完全根据目标指数的所

有成份股及对应的权重构建跟踪组合，但是易见

该方法有如下的缺点：首先，目标指数某些成份股

比例低且流动性差，交易不方便；其次，若指数包

含成份股较多，完全复制指数的交易成本较大；最

后，当成份股遭遇停牌、涨跌停时，会积累较大的

跟踪误差
［１，４］．优化复制策略是指利用部分成份

股并由一定的算法构建组合来跟踪指数，且允许

有一定的跟踪误差
［５］．优化复制策略可以降低复

制指数的交易频率和交易成本，并且可避免或剔

除某些出现特殊情况的成份股．因此，优化复制策
略比完全复制策略更具优势．增强指数模型是优
化复制策略的一种，增强指数模型旨在运用少量

的成份股构建指数跟踪组合，以期在跟踪指数趋

势的同时，获取超出指数平均收益的超额收

益
［６，７］．同为追求超额收益，增强指数策略与主动

管理策略的不同在于，增强指数策略以目标指数

为参考点，在跟踪目标指数趋势的基础上获得超

过指数的收益；而主动管理策略并不必然以某指

数为基础，也并不跟踪指数的趋势．
虽然指数化投资策略及相关模型已经得到广

泛而深入的研究
［１，２，８，９］，但增强指数模型却是近

年来新兴的研究领域
［６，７］．Ｒｏｍａｎ等［６］

基于二阶

随机占优理论构建增强指数模型并运用割平面法

（ｃｕｔｔｉｎｇｐｌａｎｅａｐｐｒｏａｃｈ）进行求解［１０］．Ｖａｌｌｅ等［１１］

提出三阶段方法 （ｔｈｒｅｅｓｔａｇｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈ）来
选择绝对收益组合，并且展示该方法可以拓展到

增强指数模型．Ｇｕａｓｔａｒｏｂａ等［１２］
基于 Ｏｍｅｇａｒａｔｉｏ

提出两个新的增强指数模型，并且展示每个模型

都可以转化为线性规划问题，当加入基数约束和

头寸约束后，该模型可转化为混合整数线性规划

问题．Ｆｉｌｉｐｐｉ等［７］
将增强指数模型的目标定义为

最大化超额收益且最小化跟踪误差，并将其转化

为双目标混合整数线性规划问题，进而运用双目

标启发式算法来求解．目前增强指数模型研究的
差别主要在于构建不同的目标函数和约束条件．
不同于已有的研究，本文通过权衡参数将跟踪误

差和超额收益统一起来，将目标函数定义为二者

的加权平均．在理论上，本文构建的目标函数是组

合头寸的凸函数，便于优化问题求解；且通过参数

调整，建立的模型可以退化为传统的指数复制模

型和超额收益最大化模型．在实践应用上，当前完
全的指数复制和纯粹追求超额收益的模型已经逐

渐被投资者放弃，而混合策略，即以部分资金用以

跟踪指数，剩余部分资金用以获取超额收益是当

前实践中更常用的方法．本文构建的目标函数允
许投资者根据自身的风险收益偏好调节权衡参数

灵活使用这种混合策略．
虽然当前的指数化投资模型考虑了许多现实

约束，例如交易成本和投资比率约束
［１３，１４］，但绝

大部分研究没有对跟踪组合的下端风险进行约

束，从而忽视了跟踪组合随目标指数下跳的风险．
Ｗａｎｇ等［３］

指出，利用指数化投资策略进行投资

管理，当目标指数下跌时，跟踪组合也会随目标指

数下跌而遭受损失，因此有必要在增强指数模型

中加入下端风险约束．Ａｌｅｘａｎｄｅｒ和 Ｂａｐｔｉｓｔａ［１５］、
Ｐａｌｏｍｂａ和 Ｒｉｃｃｅｔｔｉ［１６］在 Ｒｏｌｌ［８］基础上加入 ＶａＲ
约束下端风险，但为了得到模型的解析解，他们的

研究在正态分布假设下进行，显然正态分布假设

不符合实现市场数据特征．Ｗａｎｇ等［３］
首次将

ＣＶａＲ约束嵌入到指数化投资模型，以控制跟踪
组合的下端风险；但该模型的缺陷在于，约束条件

和决策变量不仅随着资产数量的增加而增加，而

且会随着样本容量的增加而成倍增加，从而增加

了模型求解的难度，很难适用于大规模资产配置

问题．与Ｌｉｎｇ等［１７］
基于 ＬＰＭ构建跟踪误差最小

化模型不同，本文将非参数ＬＰＭ作为约束条件嵌
入增强指数模型，以控制跟踪组合的下端风险．运
用非参数方法得到 ＬＰＭ的估计式，证明 １－阶
ＬＰＭ的估计式是组合头寸的凸函数，进而证明基
于１－阶ＬＰＭ的增强指数模型是凸优化问题，可
以运用现有的凸优化算法进行求解，解决了Ｗａｎｇ
等
［３］
提出的线性规划方法中决策变量和约束条

件随样本容量倍增的难题．模拟和实证结果表明
本文的模型是有效的．

１　下偏矩的非参数估计

Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ［１８］提出的方差指标开启了风险量
化分析的研究．但经典的方差指标是对称风险度
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量工具，既把偏离均值的下端损失看作风险，也把

偏离均值的上端收益看作风险，显然不符合人们

仅把损失视为风险的心理认知．鉴于方差指标的
缺陷，Ｂａｗａ［１９，２０］和Ｆｉｓｈｂｕｒｎ［２１］提出下偏矩来度量
风险．设资产的收益率是随机变量 Ｘ，α是预先
确定的目标收益，通常根据投资者自身的风险态

度或者财富水平进行设定，常用的取值为０，无风
险利率或者期望收益，τ是固定的正整数，τ－阶
ＬＰＭ可定义为

ＬＰＭτ，α（Ｘ）＝Ｅ［ｍａｘ（α－Ｘ，０）］
τ

＝∫
＋∞

－∞
［ｍａｘ（α－ｘ，０）］τｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
α

－∞
（α－ｘ）τｆ（ｘ）ｄｘ （１）

Ｅ［·］表示数学期望，ｆ（ｘ）为Ｘ的密度函数．与方
差相比，ＬＰＭ仅把 α以下的损失看作风险，而并
不把α以上的收益看作风险，所以ＬＰＭ是下端风
险测度；基于ＬＰＭ的最优组合不仅能有效控制投
资组合的损失，而且具有不限制组合收益的特

点
［２２］；通过设定参数 α和 τ，ＬＰＭ指标可以退化

为其它的下端风险度量指标
［２３］．例如设定 τ＝

０，则ＬＰＭ表示损失概率，设定τ＝１，则ＬＰＭ表
示期望损失，设定τ＝２且α＝Ｅ［Ｘ］时，则ＬＰＭ
表示下半方差．

根据式（１）可知，如果要得到 ＬＰＭ的解析表
达式，需要给出密度函数的具体形式，但在实际中

事先并不知道资产收益率的密度函数，只能根据

资产收益率的历史信息来对其进行估计．收益率
分布的估计方法有参数法、半参数法和非参数法．
参数法和半参数法事先设定收益率服从某一个分

布或者模型，估计出其中的参数，进而得到收益率

的分布．相对参数法和半参数法，非参数法不需要
对收益率分布做任何形式的事前设定，直接用数

据对收益率的后验分布进行估计，避免人为的模

型设定风险和参数估计偏差，能够给出更为准确

的实际分布的估计
［２４］．设 ｘｔ，ｔ＝１，２，…，Ｔ为 Ｘ

的样本，则ｆ（ｘ）的非参数核估计式为［２４］

ｆ＾（ｘ）＝１Ｔｈ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋｘ－ｘｔ( )ｈ

（２）

ｋ（ｙ）为核函数，ｈ为窗宽，根据 Ｙａｏ等［２５］，可以

取Ｇａｕｓｓ核函数ｋ（ｙ）＝（２π）－１／２ｅ－ｙ２／２，窗宽可以
根据拇指法则选取

ｈ＝ｃ０σ
＾
（Ｘ）＝ｃ０

１
Ｔ－１∑

Ｔ

ｔ＝１
ｘｔ－ｘ( )－

槡
２ （３）

其中ｃ０ ＝１．０６×Ｔ
－１／５
是常数，ｘ－ ＝１Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｘｔ．那

么，将式（２）代入式（１），可以得到下偏矩的非参
数估计量为

ＬＰＭ^τ，α（Ｘ）＝∫
α

－∞
（α－ｘ）τｆ

＾
（ｘ）ｄｘ

＝∫
α

－∞
（α－ｘ）τ１Ｔｈ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｋ（
ｘ－ｘｔ
ｈ）ｄｘ

＝１Ｔｈ∑
Ｔ

ｔ＝１
∫
α

－∞
（α－ｘ）τｋ（

ｘ－ｘｔ
ｈ）ｄｘ

＝１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
∫
α－ｘｔ
ｈ

－∞
（α－ｘｔ－ｈｙ）τｋ（ｙ）ｄｙ

（４）
显然如果给定 τ值，可以得到 ＬＰＭ的解析表达
式，所以理论上可以根据式（４）得到任意正整数
τ－阶ＬＰＭ的表达式．但本文主要考虑 τ＝１时
的情形，主要原因有两点：第一，τ＝１时，ＬＰＭ代
表预期损失，经济含义明确且最贴近人们对风险

的心理感受；第二，１－阶ＬＰＭ具有二阶随机占优
单调性．在不确定性决策理论中，随机占优被广泛
用来对随机变量进行排序，是公认的研究随机序

的标准方法
［６］；而二阶随机占优对应着具有凹效

用函数的风险规避型投资者的行为
［６］，在金融决

策中具有广泛的应用．Ａｕｍａｎｎ和 Ｓｅｒｒａｎｏ［２６］认为
良好的风险测度指标测算出来的结果应该与随机

占优标准是一致的，他们将这一性质定义为随机

占优单调性（ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｄｏｍｉｎａｎｃｅ）．具体地，当随机变量 ｇ一阶（或二阶）
随机占优随机变量ｇ 时，如果有Ｑ（ｇ）＜Ｑ（ｇ），
就称风险测度 Ｑ具有一阶（或二阶）随机占优单
调性．Ｆｉｓｈｂｕｒｎ［２１］指出：１－阶 ＬＰＭ与二阶随机占
优保持一致，即１－阶 ＬＰＭ具有二阶随机占优单
调性．举例来说：如果资产 Ａ的收益率二阶随机
占优资产Ｂ的收益率，则具有凹效用函数的风险
规避型投资者更偏好 Ａ；如果用１－阶 ＬＰＭ测算
二者的风险，则资产Ａ的１－阶 ＬＰＭ小于资产 Ｂ
的１－阶ＬＰＭ，即资产Ａ的风险小于资产 Ｂ；从风
险的角度看，资产Ａ优于资产Ｂ，这与二阶随机占
优的排序是一致的．此外，经过适当的变化，本文
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的研究可以很容易推广到其它τ－阶ＬＰＭ．
取τ＝１，可得到１－阶ＬＰＭ的解析表达式

ＬＰＭ^１，α（Ｘ）＝
１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
∫
α－ｘｔ
ｈ

－∞
（α－ｘｔ－ｈｙ）ｋ（ｙ）ｄｙ

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（（ｘｔ－α）Φ０（ξｔ）＋ｈΦ１（ξｔ））

（５）

其中 ξｔ＝
α－ｘｔ
ｈ ，Φ０（ξｔ）＝∫

ξｔ

－∞
ｋ（ｙ）ｄｙ，Φ１（ξｔ）＝

∫
ξｔ

－∞
ｙｋ（ｙ）ｄｙ．

假设市场上存在某个股票指数，指数收益率

为随机变量 ｒＩ．该指数包含了 Ｎ支成份股，用其
中ｎ（ｎ≤Ｎ）支成份股来构建跟踪组合．假设ｒ＝
（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）

′
为 ｎ支成份股的收益率向量，

ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）
′
是投资在ｎ支成份股上的组

合头寸，则跟踪组合的收益率为ａ′ｒ．假设｛ｒｔ｝
Ｔ
ｔ＝１

和｛ｒＩ，ｔ｝
Ｔ
ｔ＝１分别为ｎ支成份股和指数的收益率样

本，其中 ｒｔ ＝（ｒ１ｔ，ｒ２ｔ，…，ｒｎｔ）
′，则跟踪组合的收

益率样本为ａ′ｒｔ，ｔ＝１，２，…，Ｔ．

令Ｘ＝ａ′ｒ且ｘｔ＝ａ
′ｒｔ，则根据式（４），可得

到跟踪组合的τ－阶ＬＰＭ的非参数估计量为

ＬＰＭ^τ，α（ａ
′ｒ）＝１Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
∫
α－ａ′ｒｔ
ｈ

－∞
（α－ａ′ｒｔ－ｈｙ）τ×

ｋ（ｙ）ｄｙ （６）
根据式（５），可以得到跟踪组合的１－阶 ＬＰＭ的
非参数估计量为

　
ＬＰＭ^１，α（ａ

′ｒ）

　 ＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（（ａ′ｒｔ－α）Φ０（ξｔ）＋ｈΦ１（ξｔ））

（７）

其中ξｔ＝
α－ａ′ｒｔ
ｈ ，窗宽根据式（３）确定

ｈ＝ｃ０σ^（ａ
′ｒ）＝ｃ０

１
Ｔ－１∑

Ｔ

ｔ＝１
（ａ′ｒｔ－ａ

′ｒ）
槡

２

＝ｃ０
１
Ｔ－１∑

Ｔ

ｔ＝１
ａ′（ｒｔ－ｒ

－
）（ｒｔ－ｒ

－
）′

槡
ａ

＝ｃ０ ａ
′Σ
＾

槡 ａ （８）

其中Σ＾＝ １
Ｔ－１∑

Ｔ

ｔ＝１
（ｒｔ－ｒ

－
）（ｒｔ－ｒ

－
）′，ｒ

－
＝１Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｒｔ．

引理１［２５］　窗宽ｈ＝ｃ０ ａ
′Σ
＾

槡 ａ是组合头寸ａ的
凸函数．

定理１　１－阶 ＬＰＭ 的 非 参 数 估 计 量

ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）是组合头寸ａ的凸函数．

证明　根据式（７），可设

Ｆ（ａ）＝ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（（ａ′ｒｔ－α）Φ０（ξｔ）＋ｈΦ１（ξｔ））

（９）

其中 ξｔ ＝
α－ａ′ｒｔ
ｈ ，ｈ ＝ｃ０ ａ′Σ
＾

槡 ａ，ｃ０ ＝

１０６Ｔ－１／５，Φ０（ξｔ） ＝ ∫
ξｔ

－∞
ｋ（ｙ）ｄｙ，Φ１（ξｔ） ＝

∫
ξｔ

－∞
ｙｋ（ｙ）ｄｙ，核函数 ｋ（ｙ）取标准正态分布的密

度函数．式（９）两边对 ξｔ求导，并根据 ξｔ的定义，
可得

　Ｆ（ａ）
ξｔ

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（（ａ′ｒｔ－α）ｋ（ξｔ）＋ｈξｔｋ（ξｔ））

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋ（ξｔ）（ａ

′ｒｔ－α＋ｈξｔ）＝０

（１０）
ξｔ对ａ求导并根据ξｔ的定义，可得

　
ξｔ
ａ
＝－１ｈｒｔ－

α－ａ′ｒｔ
ｈ２

ｈ
ａ
＝－１ｈｒｔ－

ξｔ
ｈ
ｈ
ａ
（１１）

式（９）两边对ａ求导，并利用式（１０），可得
Ｆ（ａ）
ａ

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（Φ０（ξｔ）ｒｔ＋Φ１（ξｔ）

ｈ
ａ
）（１２）

进一步地，式（１２）对ａ′求导并运用式（１１），可得
２Ｆ（ａ）
ａａ′

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋ（ξｔ）ｒｔ

ξｔ
ａ′
＋ξｔｋ（ξｔ）

ｈ
ａ
ξｔ
ａ′
＋Φ１（ξｔ）

２ｈ
ａａ( )′

＝－１Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋ（ξｔ）ｒｔ＋ξｔ

ｈ
( )ａ
ξｔ
ａ′
－１Ｔ

２ｈ
ａａ′∑

Ｔ

ｔ＝１
（Φ１（ξｔ））

＝ ｈＴ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋ（ξｔ）

ξｔ
ａ
ξｔ
ａ′
－１Ｔ

２ｈ
ａａ′∑

Ｔ

ｔ＝１
（Φ１（ξｔ）） （１３）

因为核函数ｋ（ξｔ）≥０，样本量Ｔ＞０且窗宽ｈ＞

０，所以ｈＴ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｋ（ξｔ）

ξｔ
ａ
ξｔ
ａ′
是半正定矩阵．ｋ（ｙ）是
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标准正态分布的密度函数，经过简单推到可知

Φ１（ξｔ）＝∫
ξｔ

－∞
ｙｋ（ｙ）ｄｙ＝－ｋ（ξｔ）≤０ （１４）

因为－１Ｔ＜０，Φ１（ξｔ）≤０，并且根据引理１，
２ｈ
ａａ′

是半正定矩阵，因此 －１Ｔ
２ｈ
ａａ′∑

Ｔ

ｔ＝１
（Φ１（ξｔ））是半正

定矩阵．综合起来可得 
２Ｆ（ａ）
ａａ′

是半正定矩阵，即

Ｆ（ａ）是ａ的凸函数． 证毕．

２　增强指数模型

本节构建增强指数模型，分别讨论模型的

目标函数和约束条件．本文强调传统的增强指
数模型没有加入下端风险约束，容易产生跟踪

组合随指数下跌的风险，而指数大幅涨跌是我

国当前市场急需关注的热点问题，所以在模型

中加入非参数 １－阶 ＬＰＭ约束．并证明了加入
非参数１－阶 ＬＰＭ约束的增强指数模型是一个
凸优化问题．

增强指数模型的目标是寻找最优的组合头寸

使得跟踪组合的收益率尽可能接近目标指数的收

益率，同时获得超额收益．目前增强指数模型的主
流目标函数是最小化跟踪误差而最大化超额收

益，参考 Ｂｅａｓｌｅｙ等［１］
和 Ｆｉｌｉｐｐｉ等［７］

中的目标函

数设定，根据第１节定义的符号，定义增强指数模
型的目标为最小化跟踪误差 ＴＥ和超额收益 ΔＲ
的线性组合

　
λＴＥ－（１－λ）ΔＲ＝λ ∑

Ｔ

ｔ＝１
ωｔ ａ′ｒｔ－ｒＩ，ｔ( )γ １／γ－

（１－λ）∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ（ａ

′ｒｔ－ｒＩ，ｔ）

（１５）

其中ωｔ表示第 ｔ种结果发生的概率，根据 Ｗａｎｇ

等
［３］，通常取等概率，即 ωｔ＝１／Ｔ．式（１５）中，γ

为大于零的任意正整数，设置不同的γ值，本文定
义的跟踪误差ＴＥ可以退化为文献中其他作者的
经典跟踪误差测度．特别地当γ＝１时，跟踪误差
就退化为 Ｃｌａｒｋｅ等［２７］

和 Ｋｏｎｎｏ和 Ｙａｍａｚａｋｉ［２８］

等定义的平均绝对离差；当γ＝２时，跟踪误差就
是均方误差的开方，即为Ｒｏｌｌ［８］、Ｐａｌｏｍｂａ和Ｒｉｃｃ
ｅｔｔｉ［１６］以及Ａｌｅｘａｎｄｅｒ和Ｂａｐｔｉｓｔａ［２９］使用的跟踪误
差定义．跟踪误差中开 γ次方是为了去量纲的影
响，保证跟踪误差和超额收益的单位是一致的．此
外，式（１５）中，λ∈［０，１］表示投资者的态度，如
果投资者是保守型被动指数跟踪者，那么可以取

λ＝１，表示投资者仅关心跟踪误差而不关心超
额收益；如果投资者是相对激进的，目标是获得超

过指数收益率的超额收益，那么可以取λ＝０；一
般情况下０＜λ＜１，表示投资者采取混合策略，

在跟踪指数的同时，获取超额收益．

假设ａ０＝（ａ１，０，ａ２，０，…，ａｎ，０）
′
为当前投资在

ｎ支成份股上的份额．为达到最优的投资组合，需
要进行调整的份额为 Δａ ＝ （Δａ１，Δａ２，…，

Δａｎ）
′，其中 Δａｉ＝ａｉ－ａｉ，０，Δａｉ＞０表示买入，

Δａｉ＜０表示卖出，Δａｉ＝０表示不调整头寸．交
易成本是投资管理的一项重要考虑因素，研究表

明交易费用的确对投资组合收益和风险产生影

响
［３０］．在现实投资中，交易成本主要包括佣金、买

卖差价、市场冲击和税收等．本文假设资产 ｉ的交
易成本ＴＣｉ是如下的线性形式

［３０］，并且投资者希

望控制资产ｉ的交易成本不超过ｃｉ
ＴＣｉ＝δ

＋
ｉΔａ

＋
ｉ ＋δ

－
ｉΔａ

－
ｉ≤ｃｉ，

　　　ｉ＝１，２，…，ｎ （１６）

其中
Δａ＋ｉ ＝ｍａｘ（ａｉ－ａｉ，０，０），

Δａ－ｉ ＝ｍａｘ（ａｉ，０－ａｉ，０
{

），

　　　　ｉ＝１，２，…，ｎ （１７）

δ＋ｉ和δ
－
ｉ分别表示资产ｉ的单位买入和卖出成本．

投资者希望控制总的交易成本ＴＣ不超过ｃ

ＴＣ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＴＣｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
（δ＋ｉΔａ

＋
ｉ＋δ

－
ｉΔａ

－
ｉ）≤ｃ （１８）

δ＋ｉ ＝δ
－
ｉ ＝０对应着不存在交易成本的特殊情况．

在实际的金融市场上，卖空股票能通过融券手段

或者买卖衍生产品实现，但这种方式有时会存在

限制，特别是在金融危机爆发时期，金融监管部门

会通过限制过度买空或卖空来控制风险．另外在
一些金融产品比较匮乏的金融市场，不允许进行

卖空行为，因此有必要对卖空进行限制．假设每个
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资产的持有份额由于规则或者交易成本考虑，有

最低的持有份额 ｌｉ，同时为了更有效的分散风
险，也存在最高持有份额限制 ｕｉ，所以资产持有
份额需要满足以下边界条件

ｌｉ≤ａｉ≤ｕｉ，ｉ＝１，２…，ｎ （１９）

假设总的财富被标准化为１，那么投资者在ｎ种资产
的投资总额和交易成本满足如下的财富约束

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（δ＋ｉΔａ

＋
ｉ ＋δ

－
ｉΔａ

－
ｉ）≤１ （２０）

综上，可以得到增强指数优化模型

（Ｐ０）
ｍｉｎ
ａ∈Ｒｎ
λＴＥ－（１－λ）ΔＲ，

ｓ．ｔ．式（１６）～式（２０
{

）

为使得该模型容易处理，引入辅助变量 Δａ＋ｉ 和

Δａ－ｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，受约束于以下线性约束
［３１］

Δａ＋ｉ ＋Δａ
－
ｉ ＝ ａｉ－ａｉ，０ ，

Δａ＋ｉ －Δａ
－
ｉ＝ａｉ－ａｉ，０，ｉ＝１，２，…，ｎ （２１）

模型可以化为以下仅含有线性约束的优化问题

（Ｐ１）
ｍｉｎ

ａ，Δａ＋，Δａ－∈Ｒｎ
λＴＥ－（１－λ）ΔＲ，

ｓ．ｔ．式（１６），式（１８）～式（２１
{

）

其中Δａ＋ ＝（Δａ＋１，Δａ
＋
２，…，Δａ

＋
ｎ）
′，

Δａ－＝（Δａ－１，Δａ
－
２，…，Δａ

－
ｎ）
′

虽然模型 （Ｐ１）的目标函数中包含了最小
化跟踪误差，但也并不能保证跟踪组合不会承

担较大损失．特别是当所跟踪的指数出现较大
的下跳风险时，跟踪组合会随指数一起大幅下

跌而导致巨大损失，此时与目标指数跟踪得越

紧，跟踪组合承受的损失越大．因此需要在增强
指数模型中控制跟踪组合自身的下端风险．以
下引入跟踪组合的 １－阶 ＬＰＭ来控制下端风
险．把１－阶 ＬＰＭ的非参数估计式（７）嵌入模型
（Ｐ１），并假设投资人能够承担的最大下端风险
为υ，可以得到基于非参数１－阶ＬＰＭ的增强指
数模型

　　　Ｐ（γ，λ）

ｍｉｎ
ａ，Δａ＋，Δａ－∈Ｒｎ

λ ∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ ａ′ｒｔ－ｒＩ，ｔ( )γ １／γ－（１－λ）∑

Ｔ

ｔ＝１
ωｔ（ａ

′ｒｔ－ｒＩ，ｔ），

ｓ．ｔ．式（１６），式（１８）～式（２１），

ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）＝－１Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
（（ａ′ｒｔ－α）Φ０（ξｔ）＋ｈΦ１（ξｔ））≤











 υ

定义可行集

Ω＝ ａ，Δａ＋，Δａ－∈Ｒｎ
式（１６），式（１８）～式（２１），

ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）≤

{ }
υ

定理２　对于任意的正整数γ≥１，如果可行

集Ω非空，基于非参数１－阶ＬＰＭ的增强指数模

型Ｐ（γ，λ）是一个凸优化问题．

证明　模型 Ｐ（γ，λ）中，除了非参数１－阶
ＬＰＭ约束之外，其它的约束条件都是线性的，线

性的约束集必然是凸集．根据定理 １可知，

ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）是组合头寸ａ的凸函数，根据最优化

理论，凸函数的下等值集是凸集，即非参数１－阶

ＬＰＭ的约束集 ＬＰＭ^１，α（ａ
′ｒ）≤ υ是凸集．凸集的

交集必为凸集，故模型 Ｐ（γ，λ）的可行集 Ω是凸

集．接下来，只需要证明Ｐ（γ，λ）的目标函数是凸

函数．目标函数包含两部分，后半部分为决策变量
ａ的线性函数，从而也是ａ的凸函数．所以以下重

点证明ｆ（ａ）＝ ∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ ａ′ｒｔ－ｒＩ，ｔ( )γ １／γ

是ａ的凸

函数．为此，先给出引理２和引理３．

引理２（闵可夫斯基不等式）　如果 ｘｔ，ｙｔ＞

０，ｔ＝１，２，…，Ｔ且γ≥１，则有

∑
Ｔ

ｔ＝１
（ｘｔ＋ｙｔ）( )γ １／γ≤ ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｘγ( )ｔ

１／γ＋ ∑
Ｔ

ｔ＝１
ｙγ( )ｔ

１／γ

引理３（三角不等式）　 如果 ｘ，ｙ∈ Ｒ则有

ｘ＋ｙ≤ ｘ＋ ｙ

对于任意的两个决策向量 ａ１和 ａ２，以及任

意实数κ∈［０，１］，根据引理２和引理３，可得
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ｆ（κａ１＋（１－κ）ａ２） (＝ ∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ （κａ１＋（１－κ）ａ２）

′ｒｔ－ｒＩ，ｔ )γ １／γ (＝ ∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ κａ′１ｒｔ－ｒＩ，ｔ）＋（１－κ）（ａ

′
２ｒｔ－ｒＩ，( )

ｔ )γ １／γ

≤

(　 ∑
Ｔ

ｔ＝１
ωｔ（κ（ａ′１ｒｔ－ｒＩ，ｔ）＋（１－κ）（ａ

′
２ｒｔ－ｒＩ，ｔ）） )γ １／γ (＝∑

Ｔ

ｔ＝１
（ γω槡ｔκ（ａ

′
１ｒｔ－ｒＩ，ｔ）＋

γω槡ｔ（１－κ）（ａ
′
２ｒｔ－ｒＩ，ｔ）） )γ １／γ

≤

(　 ∑
Ｔ

ｔ＝１
（ γω槡ｔκ（ａ

′
１ｒｔ－ｒＩ，ｔ）） )γ １／γ (＋ ∑

Ｔ

ｔ＝１
（ γω槡ｔ（１－κ）（ａ

′
２ｒｔ－ｒＩ，ｔ）） )γ １／γ

＝κｆ（ａ１）＋（１－κ）ｆ（ａ２）

因此ｆ（ａ）以及λｆ（ａ）是组合头寸ａ的凸函数．
证毕．

３　算例分析

本节运用模拟数据和实际金融市场数据，检

验前文建立的增强指数模型的表现．首先运用
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟方法生成市场下跌时的模拟样
本，检验模型在不同的参数设置下的表现，然后基

于上证５０指数及其成份股的历史样本进行实证
分析．
３．１　ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟

本小节运用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟方法生成股票
的收益率数据进行数值分析．假设市场上存在
１００支股票，这１００支股票的收益率服从１００维
的非对称拉普拉斯分布（ＡｓｙｍｍｅｔｒｉｃＬａｐｌａｃｅＤｉｓ
ｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ＡＬＤ）．相对于正态分布和ｔ分布等椭球
分布，ＡＬＤ不仅可以刻画实际金融市场数据的尖
峰厚尾性，还可以刻画实际金融市场数据的非对

称性，而且其密度函数具有性质良好的解析表达

式，是近年来常被学者用来拟合实际金融市场数

据的一类分布
［３２，３３］．假设１００支股票收益率的

联合分布为 ＡＬｎ（μ，Σ），其中 ｎ＝１００为维数，μ
为非对称参数，是 ｎ维列向量，Σ为规模参数，是
ｎ×ｎ的方阵．基于均匀分布生成μ和Σ里的数值
（限于篇幅，这些数值不再列出），以此作为 １００
支股票收益率的真实联合分布．然后，基于
ＡＬｎ（μ，Σ）生成这１００支股票收益率的样本，关
于多维ＡＬＤ的样本生成过程可参考 Ｋｏｔｚ等［３２］．
为了控制抽样误差，以集中关注模型在指数跟踪

和风险控制方面的表现，生成了尽可能大的样本

量．具体地，生成１００支股票的 Ｔ＝１００００个样
本，并将前５０００个样本作为估计子样本，后５０００
个样本作为检验子样本．基于这１００支股票的样
本，构造出一个虚拟的指数，指数中的权重通过均

匀分布生成．步骤如下：
（１）运用均匀分布Ｕ（０，１）生成１００个随机

数Ｗｉ，ｉ＝１，２，…，１００；
（２）将１００个随机数除以它们的和，以保证权

重之和为１，即ｗｉ＝Ｗｉ／∑
１００

ｉ＝１
Ｗｉ，ｉ＝１，２，…，１００；

（３）基于权重ｗｉ，ｉ＝１，２，…，１００和１００支股票
的收益率样本｛ｒｔ｝

Ｔ
ｔ＝１，其中ｒｔ＝（ｒ１ｔ，ｒ２ｔ，…，ｒ１００ｔ）

′，

构造指数的收益率样本 ｒＩ，ｔ ＝∑
１００

ｉ＝１
ｗｉｒｉｔ，ｔ＝１，

２，…，Ｔ．

得到了１００支成份股的收益率样本和指数的收
益率样本之后，就可以将样本数据代入模型Ｐ（γ，λ）
并设定模型中的相关参数γ，λ，υ，求解模型得到最
优的投资策略．将最优投资策略运用估计子样本（样
本内）和检验子样本（样本外），并假设投资者的初始

投资为１元，来检验各种参数设置下最优投资策略
的累积收益率表现．本文主要关心的模型参数是λ
和υ，所以设定不同λ，υ值，而固定其它的参数不
变．交易成本参数设定δ＋ｉ ＝δ

－
ｉ ＝０．０１，ｃｉ＝０．０１，

ｃ＝０．１主要参考Ｂｒｏｗｎ和Ｓｍｉｔｈ［３０］的研究；等概率
设定ωｔ＝１／Ｔ主要参考Ｂｅａｓｌｅｙ等

［１］
和Ｗａｎｇ等［３］

的思想；ｌｉ＝０，ｕｉ＝１表示不可卖空，ａｉ，０＝０是指投
资者的初始头寸为零，α＝０为ＬＰＭ中的目标收益，
这些都是常见设定．另外，取不同的γ值发现结果类
似，限于篇幅以下仅报告γ＝１的模拟结果②．结果
见图１～图３．
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图１　超额收益最大化模型的表现（λ＝０）

Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｅｘｃｅｓｓｒｅｔｕｒｎｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ（λ＝０）

图２　指数复制模型的表现（λ＝１）

Ｆｉｇ．２Ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｉｎｄｅｘｒｅｐｌｉｃａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ（λ＝１）

图３　增强指数模型的表现（λ＝０．５）

Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｅｎｈａｎｃｅｄｉｎｄｅｘａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ（λ＝０．５）

　　图１展示了超额收益最大化模型的样本内
（左图）和样本外（右图）表现，即 λ＝０．此时优
化问题的目标函数是最小化负的超额收益，即最

大化超额收益．从图上可以看出，由于υ的不同取

值会导致可行集变化，进而导致最优策略和目标

函数值发生变化．具体来说，随着 υ的增加，优化
问题Ｐ（γ，λ）的可行集扩大，从而可以得到更优
的目标函数值，即样本内和样本外都显示，随着 υ
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的增加，超额收益会增加．图中表现为υ＝０．４的
累计收益率最大，而 υ＝０．２累计收益率最小，
υ＝０．３的累计收益率居中，三者的累计收益率都
优于指数，而且随时时间的推移，与指数累计收益

率之间的距离越来越大，表明超额收益率在累积．
另外，虽然υ＝０．２时的累计收益率小于υ＝０．３
和υ＝０．４时的累计收益率，但从样本外表现可
以发现，υ＝０．２时的累计收益率更加平稳，没有
出现较大的回撤，而υ＝０．３和υ＝０．４时的累计
收益有几处较大的回撤．如果将这些策略运用到
开放式基金的投资管理，较大的回撤会导致基金

投资者大量赎回本金，从而使得基金管理者陷于

被动，被迫以较低的价格卖出资产以应付基金投

资者的赎回需求，这进一步恶化基金的表现，如此

恶性循环是基金管理者和基金投资者都不愿意看

到的，所以，对于机构投资者，赚取平稳的较小的

超额收益要远比冒较大风险获得较大超额收益更

有吸引力．υ＝０．２时的累计收益率更为平稳的
原因是υ＝０．２对优化模型施加了更紧的下端风
险约束，从而导致其在优化过程中，把下端风险较

大的股票都剔除在外，只留下下端风险较小的资

产，从而使得跟踪组合的下端风险较小，累计收益

率表现得更为平稳．
图２展示了指数复制模型的样本内（左图）

和样本外（右图）表现，即模型的目标函数是最小

化跟踪误差．由图可以看出，υ＝０．３和 υ＝０．４
时的累计收益率与指数累计收益率重合，说明二

者都完美复制指数，但也说明，υ＝０．３和 υ＝
０４对优化模型施加的约束不是紧的，即下偏矩
约束不起作用，这相当于不施加 ＬＰＭ约束．而
υ＝０．２时的累计收益率明显高于υ＝０．３、υ＝
０４及指数的累计收益率，说明υ＝０．２对模型施
加的约束是紧的，下偏矩约束是起作用的．由于
υ＝０．２时的下偏矩约束约束是紧的，导致优化问
题的可行集变小，进而导致优化模型得到的最优

目标函数值不如υ＝０．３、υ＝０．４，即加入υ＝
０．２约束的跟踪误差要大于 υ＝０．３、υ＝０．４．
但正是因为υ＝０．２约束控制了跟踪组合随着指
数下坠的风险，才能获取超过指数收益的超额收

益，而这必然会导致跟踪误差变大．
图３展示了增强指数模型的样本内（左图）

和样本外（右图）表现，即λ＝０．５，投资者既关心
跟踪误差，也希望获得超额收益．从模型的表现来
看，υ＝０．３和υ＝０．４时的累计收益率几乎与指
数重合，并没有实现投资者追求超额收益的目标，

而υ＝０．２时的累计收益率才表现出既能跟踪指
数的趋势，还能获得超过指数收益的超额收益．原
因仍然在于υ＝０．３和υ＝０．４施加的下偏矩约
束是不起作用的，所以施加约束与不施加约束的

结果是一样的，而且设定υ＝０．３与设定υ＝０．４
所得的结果也是一样的，而 υ＝０．２施加的约束
是紧的，从而能够更好地控制下端风险，使得跟踪

组合既能跟踪指数的趋势，还能避免随指数一起

大幅下跌的风险，从而获取超额收益，但是代价是

跟踪误差要比 υ＝０．３和 υ＝０．４时的跟踪误
差大．

对比图１～图３，还可以发现，图１中的超额
收益是最高的，但跟踪误差也是最大的；图２中的
超额收益是具最低的，但跟踪误差也是最小的；图

３介于二者其间，是图１和图２的混合，这符合本
文模型的应有之意．因为图１是基于超额收益最
大化模型（λ＝０）的累计收益率，其目标函数仅
关心超额收益而不关心跟踪误差；图２是基于指
数复制模型（λ＝１）的累计收益率，其目标函数
仅关心跟踪误差而不关心超额收益；图３是基于
增强指数模型（λ＝０．５）的累计收益率，其目标
函数是混合的，既关心跟踪误差也考虑超额收益．
这说明投资者可以基于本文的模型并根据自身的

风险收益偏好设定参数λ以达到特定的目标．
３．２　实证分析

为了进一步检验本文提出的增强指数模型在

实际金融市场中的表现，以上证５０指数及其成份
股为例进行实证分析．具体地，为了分析模型在股
票指数下跌过程中控制风险的能力，本文收集了

２００７年９月１８日至２０１６年１２月８日指数及其
成份股的日收盘价数据，数据来自 Ｗｉｎｄ经济金
融数据库．上证５０指数的时间趋势如图４所示，
在此期间，上证５０指数大部分时间都处于下跌的
趋势，为检验模型在指数下跌趋势中的风险控制

能力提供了较好的检验基础．本文重点关注股票
指数的三个下跌区间：２００７年９月１８日至２００８
年１０月２７日（区间Ｉ）、２００９年７月２８日至２０１４

—４６— 管　理　科　学　学　报 ２０１９年１２月



年７月１０日（区间 ＩＩ）、２０１５年５月７日至２０１６
年１２月８日（区间ＩＩＩ）．

经过对数差分得到指数和成份股的收益率

数据（单位：％），表１给出了各个样本区间内指
数收益率数据的描述性统计．从均值和中位数
来看，在考察区间内，上证 ５０指数平均来看处
于下降趋势，而且下降的天数大于上涨的天数．
从最大值、最小值和标准差来看，区间１的波动
是最大的，而最大单日跌幅发生在区间 ＩＩＩ，最大
单日涨幅发生在区间 Ｉ．从偏度系数、峰度系数
和 ＪＢ统计量来看，所有区间的样本数据都具有
“尖峰厚尾”和“有偏”特征，均不服从正态分

布．从下偏矩来看，区间 Ｉ的下端风险最大，区间

ＩＩ的下端风险相对较小，区间 ＩＩＩ和全样本的下
端风险介于中间．

图４　上证５０指数时间序列 （２００７－０９－１８～２０１６－１２－０８）

Ｆｉｇ．４Ｓｈａｎｇｚｈｅｎｇ５０ｐｒｉｃｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｆｒｏｍ１８Ｓｅｐ．２００７ｔｏ８Ｄｅｃ．２０１６

表１　样本数据的描述性统计

Ｔａｂｌｅ１Ｄａｔａａｎｄｄｅｓｃｒｉｐｔｉｖｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ

指标 均值 中位数 标准差 最小值 最大值 偏度系数 峰度系数 ＪＢ统计量 下偏矩

区间Ｉ －０．３７７４ －０．３７０６ ２．８８５０ －８．１８０７ ９．６７２９ ０．３１２１ ３．９６２１ １４．８５１６ １．１７３３

区间ＩＩ －０．０３９９ －０．０５１３ １．４７３３ －６．６９８３ ５．７４８７ －０．００８８ ５．２１９２ ２４６．２６３９ ０．５５４２

区间ＩＩＩ －０．０５１１ －０．００４６ ２．０１２９ －９．３８２４ ７．８３９２ －０．６７４４ ７．６２０１ ３７８．３５３９ ０．７０８５

全样本 －０．００７６ －０．０１００ １．９０１７ －９．３８２４ ９．６７２９ －０．１０７６ ６．３２７５ １０３９．１３２２ ０．６８５４

　　把区间Ｉ作为估计子样本，分别把区间 ＩＩ、区
间ＩＩＩ和除区间 Ｉ以外的所有样本———记为样本
外（全区间）———作为检验子样本．将估计子样本
的收益率数据带入模型 Ｐ（γ，λ）进行求解，得到
最优投资策略，然后将最优投资策略分别运用到

估计子样本和检验子样本，即进行样本内和样本

外检验．由于现实生活中，完全的指数复制模型
（λ＝１）和纯粹追求超额收益最大化的模型
（λ＝０）已经逐渐被投资者放弃，投资者更多地
运用混合投资策略；而且从上节的模拟结果来看，

增强指数模型能够更好地实现投资者在跟踪指数

同时获取超额收益的目的．所以，在实证部分，使
用增强指数模型，即取λ＝０．５．同时为了比较不
同ＬＰＭ约束下的表现，本文选择了三个不同的风
险约束值υ＝１．１，υ＝１．２和υ＝１．３．模型中的
其它参数设定如下：ｌｉ＝０，ｕｉ＝１，ａｉ，０ ＝０，δ

＋
ｉ ＝

δ－ｉ ＝０．０１，ｃｉ＝０．０１，ｃ＝０．１，γ＝１，α＝０，ωｔ＝
１／Ｔ，ｉ＝１，２…，ｎ．

此外，增强指数模型的核心是用少量的成

份股来跟踪指数的同时获取超额收益，所以在

进行模型优化之前需要确定进入跟踪组合的成

份股集合．目前文献的普遍做法是对每个成份
股引入一个二元选择变量，并在优化模型中加

入基数约束，在进行模型优化的同时进行选股．
这类模型的主要缺陷在于，当成份股的数量较

多时，需要引入大量的二元选择变量作为辅助

变量，模型的决策变量成倍增加，同时约束条件

中出现整数约束，优化模型将变成比较难解的

带非线性约束的混合整数规划问题．所以，当前
许多偏技术的研究主要解决这类问题的求解问

题，其间发展出了混合线性规划方法、二次规划

方法、启发式算法、遗传算法、进化搜寻算法及

其改进算法等
［１－７］．然而，正如 Ｒｏｍａｎ等［６］

所

说，当前的文献大多主要关注如何克服模型的

计算困难，从而发展出了许多的计算方法，却忽

略了增强指数模型的本质目的．因此，本文为了
降低模型的求解难度，关注于模型本身的基本

问题，借鉴 Ｌｉｎｇ等［１７］
的思想，运用成份股的 Ｂｅ

ｔａ来做模型优化前的选股，并用选出来的成份
股来跟踪指数并获取超额收益．理论上通过这
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种“Ｂｅｔａ选股 ＋组合优化”思想构建起来的增强
指数模型具有很好的扩展性和灵活性，模型求

解也十分方便，计算时间可控制在几秒钟之内．
实证研究表明，这种基于金融学原理的选股方

法配合组合优化模型能够产生很好的样本内和

样本外表现．具体地，计算出上证 ５０中的成份
股与指数的 Ｂｅｔａ值，选择 Ｂｅｔａ值最接近１的２０
支成份股来跟踪指数．

根据前文对符号的定义，跟踪组合的收益率

为ａ′ｒｔ，指数的收益率为 ｒＩ，ｔ，ｔ＝１，２，…，Ｔ，定
义以下指标来比较跟踪组合的表现：超额收益

ΔＲ＝１／Ｔ∑
Ｔ

ｔ＝１
（ａ′ｒｔ－ｒＩ，ｔ），标准差 σ

＾ ＝ ａ′Σ＾槡 ａ，

夏普比率ＳＲ＝ΔＲ／σ＾以及跟踪组合的１－阶下偏
矩．表２给出了指数和不同参数 υ下的跟踪组合
在各个样本期间的收益和风险比较情况．

表２　不同投资策略的收益与风险比较

Ｔａｂｌｅ２Ｒｅｔｕｒｎａｎｄｒｉｓｋｏｆｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

样本 区间Ｉ 区间ＩＩ

指标 超额收益 标准差 夏普比率 下偏矩 超额收益 标准差 夏普比率 下偏矩

υ＝１．１ ０．１４４３ ２．７３５７ ０．０５２７ １．０９９９ ０．０４５６ １．１２７１ ０．０４０５ ０．４２７５

υ＝１．２ ０．１０１９ ２．９４２０ ０．０３４６ １．１９５６ ０．０３１７ １．３００４ ０．０２４４ ０．４９０７

υ＝１．３ ０．１０１４ ２．９４３１ ０．０３４４ １．１９６２ ０．０３１６ １．３０２０ ０．０２４３ ０．４９１３

指数 ０．００００ ２．８８５０ ０．００００ １．１７３３ ０．００００ １．４７３３ ０．００００ ０．５５４２

样本 区间ＩＩＩ 样本外（全区间）

指标 超额收益 标准差 夏普比率 下偏矩 超额收益 标准差 夏普比率 下偏矩

υ＝１．１ ０．０４１６ １．８２８７ ０．０２２８ ０．６４５４ ０．０２６７ １．４４１９ ０．０１８５ ０．５１４１

υ＝１．２ ０．０３００ １．９１９７ ０．０１５６ ０．６８４２ ０．０２４６ １．５９９２ ０．０１５４ ０．５７５１

υ＝１．３ ０．０３００ １．９２１０ ０．０１５６ ０．６８４８ ０．０２４６ １．６００９ ０．０１５４ ０．５７５８

指数 ０．００００ ２．０１２９ ０．００００ ０．７０８５ ０．００００ １．７１８２ ０．００００ ０．６２１０

　　从表２来看，在所有样本区间，基于增强指
数模型的投资策略都能获得正的超额收益和正

的夏普比率，说明从收益率和单位风险收益来

看，本文构建的投资策略优于指数；从标准差和

下偏矩来看，本文构建的投资策略的标准差和

下偏矩都小于指数的标准差和下偏矩（区间 Ｉ
除外），在区间 Ｉ，υ＝１．１时的标准差和下偏矩
也小于指数，说明本文构建的投资策略的风险

小于指数．从 υ的三个不同值的结果比较来看，
υ＝１．１时的超额收益是最大的，标准差是最小
的，从而夏普比率也是最大的，而且 υ＝１．１的
下偏矩也是最小的．这说明加入一个较小的
合适的风险约束水平，能够更好地控制风险，并

获取超额收益．以上说明本文构建的增强指数
模型在实际金融市场的投资管理中是有效的．

假设投资者的初始投资为１元，图５和图６
直观地展示了各种投资策略在各个样本区间的

累积收益率．从图中可以看出，本文构建的跟踪

组合的累计收益率与指数的累计收益率的走势

高度一致，而且都高于指数，说明本文构建的投

资策略达到了投资者的目标，既能够很好地跟

踪指数的趋势，同时还能够获取超额收益．在 υ
的三个参数设置中，υ＝１．１的表现最好，累计
收益率高于其它两种情况，风险控制能力更强，

特别是在区间 ＩＩ，由于其很好地控制了下端风
险，υ＝１．１的累计收益率并不随着指数累计收
益率的下坠而下降．这说明加入υ＝１．１的下偏
矩约束是紧的，即施加较小的风险值约束能够

更好地控制下端风险．此外，从表２和图５～图６
来看，υ＝１．２和 υ＝１．３的风险收益计算结果
非常接近，累计收益率曲线几乎重叠，说明二者

对下偏矩施加的风险约束不是紧的．
此外，还检验了 γ分别取２，３，４、α分别取

均值或无风险收益率及允许卖空 ｌｉ ＝－∞，
ｕｉ＝∞ 的实证结果，结论基本不变，限于篇幅，
不再报告．
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图５　样本内（区间Ｉ）和样本外（区间ＩＩ）的累计收益率
Ｆｉｇ．５ＡｃｃｕｍｕｌａｔｅｄｒｅｔｕｒｎｓｏｆｓｕｂｐｅｒｉｏｄＩａｎｄｓｕｂｐｅｒｉｏｄＩＩ

图６　样本外（区间ＩＩＩ）和样本外（全样本）的累计收益率
Ｆｉｇ．６ＡｃｃｕｍｕｌａｔｅｄｒｅｔｕｒｎｓｏｆｓｕｂｐｅｒｉｏｄＩＩＩａｎｄａｌｌｓａｍｐｌｅ

４　结束语

指数化投资问题一直深受学者的关注，特

别是近年来，随着我国金融衍生产品的发展和

私募基金的兴起，量化投资策略的研究大大激

发了学者的兴趣．增强指数模型是当前十分流
行的一类指数化量化投资策略，近年来才受到

广大学者的关注和研究，是一个相对较新的研

究领域．本文构建了非常灵活和便于拓展的增
强指数模型，当调节模型中的权衡参数 λ，本文
的增强指数模型可以退化到传统的指数复制模

型和超额收益最大化模型．在模型中加入下偏
矩约束以控制跟踪组合的下端风险．为了得到
下偏矩的解析表达式，用非参数估计方法结合

实际样本数据得到下偏矩的估计式，并将估计

出来的 ＬＰＭ代替理论上的 ＬＰＭ嵌入模型，实现
风险估计与组合优化同时进行，以提高模型的

应用价值．模拟和实证结果表明，通过选择适当
的权衡参数 λ，投资者可以达到跟踪指数、追求
超额收益或者二者混合的目标；通过设定合适

的风险约束值 υ，可以有效地控制跟踪组合随
指数下坠的风险，从而获取超过指数平均收益

的超额收益．
本文的后续研究可以考虑期望效用视角下的

增强指数模型，以及其它下端风险度量指标如半

方差或平均绝对离差约束下的增强指数模

型
［３４，３５］；在本文中仅考虑１－阶ＬＰＭ约束下的增

强指数模型，进一步的研究还可以考虑其它正整

数阶下的ＬＰＭ约束问题．
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